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§1. まえがき

液体 冒e●汀のような趨流動状態は,offdiaouonal ･10nqrange order

(ODLRO)によって特赦づけられ るO いま,た とえば rHe4の固体では ODL

ROがあるか ?｣と問えば,みな即寝に ｢ない｣ と答えるにちがいない ｡ 最初
1)

に ODLROを詳 し-く議論 した Onsager-Penroseの論文 にも,結晶にな

れば ODLROはな くなると簡単にかたづけ られている｡ しか し, ｢ない｣と

い う狂 明もない｡ ここではこの間題の一面について議論 してみようO 役に立た

ない話ではあるが ,結晶統計に も少し関係の ある研歩的な話 としてあるいは興

味を もたれ る人もあるかもしれない ｡

§2. 問 題

話 を簡単にす 君､ために T- Oの B〔)se系を考 え る 0 ㌔ 4の液酎 大磯 などを

近似的に扱うのに

'eiU(Ⅹ1･･･ⅩN)= H f(Ⅹ了Ⅹj)
j<j

し1､1

の よ うな型の波動閑数が 捷 わ れ るが ,2)適 当な fをとったとき,この 野で表
5)

わ されか状態 で は C)D LRO が あ る と 思 わ れていろo 固体では各粒子が格子点

の 近 くに局在 す るよう に な る で あ ろ う ｡ したがって上に対応するものとして

N'

AW(Ⅹ1 -･Ⅹ N)- Z ･II ¢ rJi(xi)H f(Ⅹ了 Ⅹj) (2)
(αi)t-1 i<j

が考 えられる04)ここで ¢i(x)- め(Ⅹ-Ri)は 鳩 目の格子点 Ri-;tEくに局在

した 1粒子の波動rL場数 を表わ し,和は 1, ,N の permutation α1,･･･,αN

について行な う｡しか しこれについて し1DLROを議論す るのは困難なので,

Hf(Ⅹ了 Ⅹj)の部分 は ODLROのあるなしには太質的でないとし,Hartree

- 4 59-



恒 藤 敏 彦

型の

N

y (Ⅹ.,''.,ⅩN) - i芝)ア ¢αi(xi )
(5)

についてまず議論す る. もし (5)で ODLROがなければ,当然 (2)でもな

い ｡

Bose系の基底状態だか ら,¢は realで positive a.efinite と考 えて

よい｡また

f¢i2(Ⅹ)dx-1

とし,興 った sH e尚の 口Verlap は

ai j - J b¢i(Ⅹ) ¢ i(Ⅹ) dx

とす る｡よぐ知 られてい るように, ODLROのあるなしは,

N揮 (Ⅹ,Ⅹ2- ⅩN)射 Ⅹ1′Ⅹ2- ⅩN) d"-1Ⅹ
め(Ⅹ,Ⅹ′)≡

としたとき

.l_illl_
匝-Ⅹ ′l- -

あ るいは

rW2'(Ⅹ1 ･･･ⅩN) dNx

め(Ⅹ,Ⅹ′1 - 1 (の程度)

-う 口

で特徴づけられ る｡ あるいは N-→､∞ ()7とき

∧≡ ÷ .i,bdxrdx′¢(Ⅹ,Ⅹ′) -- 1
N v

あるいは ~→ D

○

(4)

(5)

(7)

(8)

とも表わ され をoVは unit cell(Jl休場 o a iJ で書 くと (･6)の分母は

N'･P(aij)とな ろo ただし

p(ail)三 晶 alα1 -･ aNaN
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は aij の permanentであるo 同様 に

f dxdx′dN-1Ⅹ(･za)¢α1(Ⅹ ) ¢α2(Ⅹ 2) .･･ 尋αN(Ⅹt寸)

× {茅}･bpl(Ⅹ′)¢β2｡Ⅹ2) O G N (Ⅹ N)

- (N-1)! C2 iN. m ‥
乙 1 .一,I-1

ここで,

C≡ /顔(Ⅹ)dx,

mij は Pの ~i-j 要素 ,]"mlnOrであるoしたがって

･11- .h:22v ifj,miJ'

ここで 2つの塵瑞な場合を考える｡

a) aij･- (SiJ･ (n-〔) - e'rlab)

この とき

p - 1, mij - ∂ 号 , C.--汗

したがって ハエ 1/N 当然 o亡)LR0はない ｡

b) aij = 1

この ときには

(¢ - Const)

p - N!, mil-(N-1日 , C - 汗㌻
∧- 1

( 10 )

(､ 11J

(12)

§5. NearL3Sも-Neighbour Overlap

次にもっとも重要な Nqaresも-Npighbou_r閲(･T)Overlap を考えた場合を
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取扱 う｡ つ まり

aij - a, i･j が nearest neighbour･

エロ その他の場合I

まず問題 を格子上の グラフで表現す る｡

最研に Permanent P を求め る｡ 次の規則で作 られ る格子上のグラフの集

合を考 えよう｡

i)各 vertexには 1つ(A ouもgoingおよび 1つの incoming lineが出

入 りす る .

ii)1つの lineは,あ る vert,exをそれ 自身に ,あるいは nearest

neighbourに結ぶ ことができる.

た とえば図のよ うなグラフにな るC

a)

b) C)

明らかに これは 5つの形の subgraphからできてい ろ ..

a) self-loop. これには weigh1,1を与 える｡

b) n.n.同志で閉 じるもわ｡ これには a2を与 えるo

c) polygon. これは右 まわ りと左 まわ りと区別 される (oriented) o

n辺･プつpolygonには anを与え/=1 .

Pに対す る 1つのグラフの寄与は,そのなかの subgraphの 耶 igh七の嶺

であ り,P はそれをあらゆ る distinc/ち .竺raph･について施えた ものである.

mij に対しては, i th vertexおよび j th vertexにはそれぞれ

outgoingお よび incoming lineだけがあるとして,Pと同様に して求め

られ る｡ 要す るに iと jを self-avoindingw･alkで結び,残 りの ver-

ticesは P の場合 と同 じ閉 じた subgraphsでおお えはよい｡

いまの場合 , (12)のかわりに
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C2 mり
ス≡ 1im- 3 -ヰ 1

N -- Nv i P or→ o

ODLROについてのノート

(15)

を哨いようO 上の求め-Fにしたが って

2′ヽ

ス- Nlim&忘 デS望oasosi(l_ill)WLrqs(il-｡/ p, (14)

と書 く:ここで Os(i-i) 紘 , S-stepで 王 と }-を結ぶ 1つの self-

avoiLnding walkを表わ し,W は Os(i- j)を含むグラフの weig机 か ら

as を とり出したものである. W は 畠が i - j の量小の stepの数 よ り小 さ

い ときは ()とするハ

)の upper boundを求めよう;明 らかに任意の 0.i/=対 して

W(.1) ≦ P

したが って

N→∞ 孟 子 S望o rJs(i- j'aS
ス≦ lim - ･

ここで Cs(i-i)は ,i ~ jへの S-stepの

であ る. それは明 らかに ,す ぐもと;こ帰 らない

る故 C′よりも小 さい｡ したがって

C2

}≦ lim - 32] cs/(i-i)'aS
N-- Nv s j

(15)

(JIB)

self･avoidingwalkOMb

random Wa.1kの場合の対応す

(17)

それゆえ,もし Zの級数が収れんすれば 吊ま口とな ろ ｡ 大きな Sに対しては
S

ECs′(i-j) -→ (a-1)S∫
とな るO ただ L dは n.n.の数であ る,結局,もし

1
a <

d-1

であれば ,ODLROはない ｡
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ところが,甲が posiもive definiteで短絡化 されてい ることと,n.n.

｡verlap しかないことか ら Schwartz-の不等式を使 って,

1
a ≦ -
~~~d (20)

が証明され る｡ したがって ,n.n.('verlap Lかない ときには, (5)の状態

は ODLRO をもたないことが示 された ｡

上の間題 は明 らか:I Ising Modelの場合 と共通す る牲潜をもってい る ｡ 異

なる点は,グラフの型が､らが う (た とえば 1つの veri,pJX はd個の n.n.と

結合することができる)の と,a:=あたる定数が tanh (∫/kT) であ り,1

までの任意の価を とることである｡

7{'CST,,, (15)(I)スが有磯になるようなaがあるか どうか もわか らない ,O

§4. おも り;こ 1

i) 有服の rangeをもつ任意,I)那,erlap,すなわち P/L～ D(N 5)･

である Pに対 し,

aiJ = 0 , 廟 -RJl>P

が与 えられたとき,oDL由.O はあるか ?

ConJF,A,,ture (且.H.Liebによる)揺,Nc,で あるが ,証明はされていな

い ｡

ii)以上報 った問題は,軌郵射こはほ とんど意味がない｡その 動 射 ま, (2)

の形の波動出数自体がどれほど意味があ るかわか らな :ノ､からであ 71 ｡ む しろ固

体で も (1)の彬の 与が現実に近いであろ う｡ それ:I, (2)のようなや り方で

対称化す るかわ りに,始めから 1粒子の関数 として

少(x=)- Ll¢i(Ⅹ)I

という全体に肱が った場数をとって,

管 - H l;I (Ⅹi ) a f (Ⅹi- Ⅹj)L i< ]'

を作れば ,この状態ではおそらく oDLROがあるだろうo いずれこせよ,蘭
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体 He4で は overlapはあった としても･きわ め{/]､さく,問串にならないと

思われ そ O

終 り:I,この問題 に 興味をもち,貴賓な討論を して くれた Prof.乱 H.Lied

に感謝 しますO (12)(.71形;I,か くこと, (20)式などほ彼の階橘.'=よるもので

す ｡
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