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一般化された中心極限定理とTsallisの非加法的統計力学

日本大学理工学部 阿部 純義

要旨 :Khinchinによる正規分布と中心極限定理に基づくGibbsの正準集団理論

の導出を､uvy分布と一般化された中心極限定理の場合に拡張し､Tsallisの非
加法的統計力学が如何に導かれるかを示す｡下に有界な物理量 (例えばエネル

ギー)のベキ則的な振る舞いをする分布を考え､それ自身の多数回の合成積が

半無限空間上で定義されたuvyの安定分布に収束することを証明する｡次に､
この分布に関する物理量の一般化された期待値 (例えば内部エネルギー)を定

義し計算する｡この量と一般化された自由エネルギーがLegendre変換で結ばれ､
一般化された内部エネルギーと温度パラメータが共役な対になるようにエント

ロピーを定義するOこのエントロピーが､非加法性パラメータqがq>lの場合
のTsallisエントロピーに他ならないことを示す｡

1.はじめに

自然界に見られる確率分布の多くは正規分布の形をしている｡正規分布の普

遍性は､数学的には､deMoivre-IAplace-Lyapunovの中心極限定理によって裏づ
けられている｡

しかしながら､正規分布とは異なる､ベキ則に従う分布もまた自然界によく

見受けられる｡その普遍性も数学的裏づけをもつ.すなわち､Levy-Gnedenko
の一般化された中心極限定理である｡

半無限空間(0,-)中に値Eをとる確率変数Hを考えよう｡ 物理的にはHとし

て系のエネルギーを想定している.このとき､uvy分布は

i,(E)-吉子dtxL(t)e-iEt-00

xL(t)-eXp〈-altlyexp[ic(t)讐]〉

(1)

(2)

で与えられるllI｡ここで､特性関数xL(t)中のaは正の定数､γはL6vy指数､0
はloJ≦γを満たす定数であり､またe(t)は符号関数e(t)-i/ltlである.半無限空
間では､uvy指数の値の範囲は
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0<γ<1

である｡Eの大きな値に対して､uvy分布(1)は

L,(E)～Fl-r

(3)

(4)

というベキ則的な振る舞いをする｡このことから､すべての正の整数次のモー

メント

(>○

･Hn,.=IdEEnLy(E) (n-1,2,3,･･･)
0

(5)

は､数学的に発散する｡

Livy分布が安定なクラスを成すことを見るために､N個のスケールされた独
立な同種の確率変数の和

〃=Hl+H2+･･･+HN
BN

(6)

を考えよう｡スケール因子BNは後で決定される｡各Hi(i=1,2,-,N)が分布(I)
に従うとすると､〃は

Lr'(E)-BN(Ly*･･･*i,)(BNE) (7)

のように､uvy分布のN回の合成積によって与えられる分布に従うことになる.
ただし､半無限空間での合成積の定義は

.r

(f*gXx)-Jdx′f(x-x')g(x′)
0

である｡式(7)の分布関数の性質を調べるには､その特性関数

0く〉

x'LM(i)-JdEeL'E'L',"'(E)
0

を考えると便利である｡合成積とFourier変換の関係から､ただちに

x(Lm(i,-[xL(i)]"

(8)

(9)

(10)

を得るoこの計算では､E<0のときL,(E)=0であるとしているo式(2)と(10)
を比較すると､
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β〃=〃 1/γ (ll)

と取るならば､x'L"'(t)=XL(t)という不変性が実現されることがわかる｡言い換

えれば､uvy分布は合成積によって形状不変なのである｡このことは､ちょう
ど正規分布が自身との合成積によって形状不変なのと同じ事情である｡

中心極限定理は､二次モーメントが有限ないかなる分布も､多数回の合成積

によって正規分布に収束することを主張する｡一方､一般化された中心極限定

理は､モーメントが有限でない分布の多数回の合成積が (もし収束するならば)

指数の範囲が式(3)で表される Livyの安定なクラスのうちのどれかに収束する

ことを主張す.る｡
さて､統計力学の基礎に興味がある我々にとって､これらの極限定理が重要

な訳は､それがKhinchinl2ⅠによるGibbsの正準集団理論の導出において基本的

な役割を果たすからである｡ (参考文献【3日こは､より簡潔な解説がある｡)従

って､Khinchinの議論を一般化された中心極限定理の場合に拡張した場合､い

かなる正準集団理論が得られるか､という自然な間があらわれる｡驚くべきこ

とに､この間はかつて統計力学の研究者によって一度も問われなかった｡

以下において､我々はこの間題について最近展開された議論14】を紹介する｡

2.ベキ則的分布と一般化された中心極限定理

我々がここで取り上げたいベキ則的分布は

f(E)-議 le(p)･Er'- (1<S<2)

Z(β)-JdEle(P)IE]-∫-巴 過00

0 ∫-1

(12)

(13)

である｡ここで､号(β)はある種のパラメータβに依存する正の定数である｡S
の範囲は､f(E)の規格化可能性､およびすべての次数のモーメントが発散する
という条件から決まっている｡この分布の〃回の合成積によって得られる分布

の特性関数をx("'(t)と書くと､やや長い計算により､その対数が

･nx '"''t'--altr-Iex p lic't'?
･(S-I)es-1ltI｢Jdy(eL'･'1°1㌧ 1)

0

となることが兄い出される｡ただし､
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a-(S-I)e ･'1-llL(5-I)l>o
β=1-∫

i(a,-撰 (e-･V-1)<0 (0<α<1, (17)

である｡式(14)中のBNは式(ll)中のものと同じであり､従ってN回の合成積は

〃う-で (右辺第二項はゼロに収束し)実際に指数

γ=∫-I

のLivy分布に収束することがわかった｡

(18)

3.Tsallisの非加法的統計力学の導出 :

指導原理としての熱力学的Legendre変換構造

前節の一般化された中心極限定理の話は純粋に数学の議論であった｡統計力

学の話に移行するためには､式(15)の定数αの物理的意味を明らかにしなければ

ならない｡Khinchinによる中心極限定理と正準集団理論との関係づけの場合と

異なり､我々の場合は､通常のモーメントがすべて発散してしまう｡この困難

は､期待値の定義を拡張することにより回避される｡すなわち､エスコート分

布151

fq(E)

爪"lJJHu
F〕
nrlU
d一rJFU.α

8

I

o
によるq一期待値16]

00

･H, q- I dEEPq(E)
0

(19)

(20)

を考えるのである.qはある定数であるが､式(20)が有限であるための最低限の
要請から

㌍ 1+i
∫

と取ればよいことがわかる｡

式(19)の右辺の分母は
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00

cq=JdEfq(E)-出 6,-q(β)
o ∫

(22)

と計算される｡同様に､q一期待値<H>q､すなわち一般化された内部エネルギ
ーは

uq≡<H,q-盟

のように求められる｡式(22)と(23)から

cq-? u;q

(23)

(24)

という関係が得られる｡

さて､我々の取る指導原理は､ ｢パラメータβとuqを熱学的Legendre変換構

造における共役な対とせよ｣､というものである｡この要請は､熱学的Legendre
変換構造が統計力学以前にすでに存在するものであることを考慮すれば､自然

であろう｡このためには､何らかのエントロピー (sqと書こう)が存在して

也 =β
auq

となり､そのLegendre変換

rq=Sq-Pug

に関して

-誅 uq

(25)

(26)

(27)

となっていなければならない｡式(25)はβを温度 (の逆数)と同一視することを

可能にするoひとたびエントロピーsqが定義されれば､分布(12)中の号がβの関
数として決定されることになる｡

注目すべきことに､上述のLegendre変換構造は､エントロピーsqを

sqlf]-Tt (Jl-qcq-I) (28,

と取ることにより､実際に確立することができるOここで､UはSqを無次元化

するためのスケール因子であり､cqは式(22)で与えられるf(E)の汎関数であるo

このとき､式(25)は具体的に
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β=｣｣ヱユ
S-16トq (29)

と計算される｡これと式(23)から､号とβとの関係が決定される｡

ところで･式(28)のエントロピーsqは､非加法性パラメータqをもつ Tsallis

エントロピー17]に他ならない.また､q-期待値(20)､(23)はTsallisの非加法的

統計力学【8-10Jに特有のものである｡

4.おわりに

このように､ベキ則的分布が､一般化された中心極限定理をとおして､正準

集団理論の分布として特徴づけられ､更にそれが熱力学的Legendre変換構造の
要請からTsallisの非加法的統計力学に結びつけられることがわかった｡

確率論には､ただ二つの極限定理が存在する｡Gibbsの正準集団理論は通常

の中心極限定理から得られる｡一方､Tsallisの非加法的統計力学は､一般化さ

れた中心極限定理から導かれる正準集団理論なのである･｡
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