
147

A bridge between elliptic and parabolic 

Harnack inequalities* 

梶野直孝t （神戸大学理学研究科）

Naotaka Kajino (Graduate School of Science, Kobe University) 

Mathav Murugan氏+(University of British Columbia)との共同研究

1 結果の概要および研究の背景と経緯

本稿の目的は [12]の主結果を手短に紹介することである．［12]の主題は， Dirichlet

測度距離空間 (metricmeasure Dirichlet (MMD) space) (X, d, m, £, F)，すなわち強局

所的な正則対称Dirichlet形式(X,m,£,F)（でXが少なくとも 2つの元を有するもの）

とXの位相に適合した X上の距離dで任意の (x,r)EX  x (0,oo)に対し凡(x,r) := 

{y EX  I d(x, y) < r}がXにおいて相対コンパクト（閉包がコンパクト）であるもの
の組，に対して定義される次の値である．

定義 1.1（等角walk次元，［12,Definition 1.2]). (X, d, m, £, F)の等角walk次元 {con-

formal walk dimension)ら (X,d,m,£,F)E [l,oo]を次で定める（ただしinf(/J：＝ oo): 

dcw(X,d,m,£,F) := inf{(3 
(3 E (1,oo)，0 Emx,d)とμEA(X,mぶ下）｝
が存在して (X,0,μぷ炉）はPHI((3）を満たす'

(1.1) 

ここでPHI((3）はwalk次元(walkdimension)(3の放物型Harnack不等式 (parabolic

Harnack inequality)（定義2.6-(2)）を意味し， J(X,d)はdに擬対称(quasisymmetric)

（定義2.1)なX上の距離全体の集合を， A(X,m,£,F)（定義2.4-(3)）は8容量0の任

意のBorel集合の測度が0かつXを£-quasi-supportに持つX上のRadon測度全体の

集合を表す． J(X,d)はdから各0E J(X,d)への距離の変更が楕円型Harnack不等

式 (ellipticHarnack inequality) EHi（定義2.6-(1)）の成立を保存するという点で重要

であり，μ E A(X,m,£,F)とはμが「CがFnCc(X)をcoreに持つび(X,μ)上の正則

対称Dirichlet形式になる］ようなX上のRadon測度であることを意味する ((1.1)の
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戸はこのび(X,μ)上の正則対称Dirichlet形式の定義域を表す）．従って (1.1)は「距

離を 0E :J(X,d)の，参照測度をμ E A(X,m,£,F)の範疇で適切に変更することによ

り，できるだけ小さい/3E (1,oo)に対する PHI(/3)を(X,£,F)に満たさせようとして

いる」と解釈することができる．なお (1.1)ではPHI(/3)の成立を通して等角walk次元

を定義したが，次の定理1.2に述べるように PHI(/3)の成立は体積倍化条件VDおよび

walk次元f3の熱核評価HKE(/3)の成立と同値であるので，（1.1)の右辺のf3の集合は
「PHI(/3)」を「VDとHKE(/3)」で憤き換えても同じ集合になることを注意しておく．

定理 1.2([4, Theorem 3.1]; [12, Proof of Theorem 4.5]も参照）． /3E(l,oo)とする．

このとき (X,d,m,£,F)がPHI(/3)を満たすことは (X,d,m,£,F)が次の体積倍化条件

VDおよびwalk次元f3の熱核評価HKE(/3)を満たすことと同値である： CvE (0, oo）が
存在して任意の (x,r)EX  x (0,oo)に対し

m(Bd(x, 2r))：：：：： evm(B心，r)), VD 

かつ(X,m,£,F)の連続な熱核p=pt(x,y):(O,oo)xXxX→政と C5,C7, C8, Cg E (0, 00) 
が存在して任意の (t,x,y)E (0,oo) x Xx  Xに対し

C6]_［o,c7] (d(x, y)/3 /t) 
~ Pt(X, y)さ

c8 exp(-eg(d(x, y)13 /t)/3-1) 

m(Bd(x, t虚）） m(B心匹））
. HKE(/3） 

また(£，デ）が強局所的な対称Dirichlet形式と仮定していることの帰結として， /3E 

(1, oo）で(X,d,m,£,F)がVDおよびHKE(/3）を満たすならば/32 2でなければなら

ないことがよく知られており（例えば[1,Theorem 2.7 and Proposition 5.1]，もしくは

[9, Theorem 1.2]と[12,Theorem 1.6]より分かる），従って

dcw(X,d,m,£,F) E [2,oo]. (1.2) 

(1.1)で定義される dcw(X,d, m, £, F)を調べるという問題意識は，木上[13,15]によ

る調和Sierpinskigasket KH（図1右）の導入とその上での解析学の研究に端を発する．

これは％ ＝ ｛qi, q2如｝ c配を 3頂点とする Sierpi丘skigasket K （図1左）とその上の

標準Dirichlet形式(£,F)を考え， K¥％上で＆調和な写像<I>= (hぃ加） ：K→配，すな

わち K¥％上で＆調和（定義2.5-(1)参照）なh1,h2 E F （で£(h1,h1) = £(h2, hり＝ 1,
£(h1，加） ＝0を満たすもの）を成分に持つKから配への連続写像①により kを写す

ことで得られるフラクタルである．木上はまず [13,Theorem 3.6]において①が単射，

従って Kから像KH= <I>(K)への同相写像であることを示し，さらに [15]において

p(x, y) := inf{Length即⑲0'Y)I'Y : [O, 1]→ K,'Yは連続， "f(O)= x, "f(l) = y}, (1.3) 

V :=μ〈い〉＋ μ〈加〉 (1.4)

により Dirichlet測度距離空間 (K,p,v,£,F)が定義でき VDとHKE(2)が成り立つこ

とを示した．ここでLength即⑲ 0'Y)は連続写像<I>。'Y: [O, 1]→配の Euclid距離に
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小：＝ロ
h1，加：K¥％上で＆調和
£(hi,凡） ＝ ％ 

図 1:Sierpi丘skigasketと調和Sierpi丘skigasket 

関する長さを表し，μ位〉はRiemann多様体における 1▽ul2dvolに相当する役割を果た

すK上の（非負）有限Borel測度であり uEFの＆エネルギー測度(energymeasure) 

([8, (3.2.13), (3.2.14) and (3.2.15)］参照）と呼ばれる．［15]では (1.1)との関連は明示

されていないが， dEucをK上の Euclid距離， munifをK上の一様分布 ((K,dEuc)上

の(log汎）次元Hausdorff測度を確率測度に規格化したもの）とするとき，［15,Lemma 

3.5, Proof of Theorem 3.2, and Theorem 5.11]を距離の擬対称性に関する一般論であ

る[16,Proposition 6.8 and Theorem 13.6]と組み合わせることでpE :J(K, dEuc)が分

かる．またこの場合， Fc C(K)かつ C E (0, 00）が存在して任意の uE Fと任意の

x,y EKに対し |u(x)-u(y)l2 :S c£(u, u)であることもよく知られており（例えば[14,
Theorem 3.3.4]を参照）， このことから容易に

A(K,munif,£,F) ={μI μはKを台とする K上のRadon測度｝， （1.5) 

従って V E A(K, munif, £，内であることも分かる．すなわち， Sierpi丘skigasket K上

のBrown運動に対応する Dirichlet測度距離空間 (K,dEuc, munif, £, F)の等角 walk次

元は 2であり，かつ (K,0,μ,£,F)がPHI(2)を満たすような (0,μ)E :J(K,dEuc) X 

A(K, munif, £, F)として (p,v)が取れる．

上述したように dから 0E :J(X,d)への距離の変更の下でEHiの成立は保存され，

また/3E (2, oo)に対する PHI(/3）からは得られない様々な良い性質がPHI(2)からは導

かれることが知られている（例えば[12,Proposition 2.11]，および[11,Section 4]とそ

の引用文献を参照）．従って，上記の Sierpinskigasketの場合のように (X,0,μ,£,Fり
がPHI(2)を満たすような (0,μ)E :f(X,d) x A(X,m,£,F)を取ることがもし EHiを

満たす任意の Dirichlet測度距離空間(X,d,m,£,F)に対して可能ならば， EHiに関す

る解析を行う際には PHI(2)の帰結として得られる様々なよい性質を常に仮定しても

よいことになり多くの応用があることが期待される． この期待は2017年7月に筆者が

Murugan氏を訪間した際に氏から伺ったものであるが，筆者の感覚ではそのようなこ

とが一般のDirichlet測度距離空間に対して可能とは思えず，その後数BMurugan氏と
議論を重ねた結果として分かったのが次の事実である：
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図2:The Vicsek set 図3:3次元Sierpinskigasket 

命題 1.3([12, Subsubsection 6.3.1]). (X, d, m, £，ア）をVicsekset（図2)にEuclid距

離・一様分布・標準的な自己相似Dirichlet形式を備えて得られる Dirichlet測度距離

空間とするとき， どの (0,μ)E J(X,d) x A(X,m,£,F)に対しても (X,0,μ,£，戸）は

PHI(2)を満たさない．

上の2つの例が示す通り，（X,0,μ,£,FりがPHI(2)を満たすような(0,μ) EェX,d)x
A(X,m,£,F)は存在するとは限らず，存在するかどうかは個々のDirichlet測度距離空

間(X,d,m,£,F)に依存する．この観察を踏まえ，与えられたDirichlet測度距離空間

(X,d,m,£,F)に対し「ある (0,μ)E J(X,d) xA(X,m,£,F)に対し (X,0,μ,£，戸）が

PHI((3）を満たすような(3E[2, oo)を一般にどこまで小さくできるか」を 1つの値とし

て定式化したものが定義1.1の等角walk次元dcw(X,d, m, £, F)である．結論としては

この値は有限ならば常に 2であることが証明でき，これが[12]の第1の主結果である：

定理 1.4([12, Theorem 2.10]）．任意のDirichlet測度距離空間(X,d,m,£,F)に対し

dcw(X,d,m,£,F) E {2,oo}. (1.6) 

先述の 2つの例と定理1.4からはさらに次の間題が自然に考えられる．

定義 1.5.Dirichlet測度距離空間(X,d,m,£,F)に対しQ(X,d,m,£,F)を次で定める：

g(X,d,m,8f) ：＝ ｛(0,μ) 0 € ⑰(X,d)，μ E A(X,m,8,F)，｝ 
(X,0,μ,£戸）はPHI(2)を満たす・

(1.7) 

問題 1.6．与えられたDirichlet測度距離空間(X,d,m,£,F)がg(X,d,m,£,F)ヂ(/Jを満

たすための分かりやすい（必要／十分）条件を与えよ．また（フラクタル的な） Dirichlet

測度距離空間(X,d,m,£,F)の具体例に対しg(X,d,m,£,F)ヂ0かどうかを判定せよ．

問題 1.7.g(X,d,m,£,F) cf-(/Jを満たすDirichlet測度距離空間(X,d,m,£，F)に対し，

集合g(X,d,m,£,F)の簡明な記述を与えよ，すなわち (0,μ)E J(X,d)xA(X,m,£,F) 

がg(X,d,m,£,F)に属するための分かりやすい（必要／十分）条件を与えよ．
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図4:Sierpi丘skicarpet, 2次元generalizedSierpi丘skicarpetsおよびMengersponge 

[12]の後半部の主結果は問題 1.6と問題 1.7に対する部分的な解答である．具体的

には，まず [12,Section 5]では一般の Dirichlet測度距離空閻 (X,d,m,£,F)の設定で
(0,μ)がQ(X,d,m,£,F)に属するための必要条件を与え， N次元Brown運動に対応す

るDirichlet測度距離空間の場合にはN=lならばこれが十分条件でもあること， N2:: 2 

ならばこれは十分条件ではないこと，などを証明している．続いて [12,Section 6]では，

N次元Sierpinskigasket（図1左，図3)やVicsekset（図2)をはじめとする p.-c.f.自己

相似集合，およびgeneralizedSierpi丘skicarpets（図4)の上の自己相似Dirichlet形式

から定まる (X,d,m,£,F)の場合に， Q(X,d,m,£,F)＃(/)であるためには0E J(X,d) 

およびX¥Vo(X)上で8調和なhEFが存在して (0,μ〈h〉)EQ(X,d,m,£,F)となるこ

とが必要であることを証明している．（ここで％（X)はXの自己相似集合としての細胞

分割における細胞同士の共通部分の元のスケールヘの引き戻しの和として定義されるX

の「標準境界」を表し，また上述の通りμ〈U〉しよuEFの＆エネルギー測度を表す．）特に

XがVicseksetの場合は， X¥Vo(X)上で8調和な任意のhEFに対し hはXを囲む正

方形の対角線の和の補集合上で局所定数であることがXのtree構造から直ちに分かり，

特にμ〈h〉の台は対角線の和に含まれx全体に一致しないため 0をどのように取ろうと
も(0,μ(h〉)EQ(X,d,m,£,F)は成立せず，ゆえに Q(X,d,m,£,F)=(/)となり命題1.3

が得られる． XがN2:: 3に対する N次元Sierpinskigasket（図3)の場合も， X¥Vo(X) 

上で＆調和な任意の hEFに対し 0をどのように取っても (0,μ〈h〉)EQ(X,d,m,£,F) 

が成り立たないことが（その証明はVicseksetの場合よりもはるかに非自明であるが）

やはり証明でき，従ってこの場合も Q(X,d,m,£,F)＝(/)であることが分かる．

以上が[12]の研究の背景および主結果の概要である．次節では上記の解説に現れた

諸概念の定義や関連する基本的事実の正確な記述，および定理1.4の証明の方針のごく

簡単な説明を与える．問題1.6と問題1.7に関する結果の正確な記述は紙数の都合で割

愛せざるを得ないが，詳細に興味がおありの方は問題1.7については [12,Section 5]を，

問題1.6については [12,Section 6]および拙著[10,Sections 4 and 5]を参照されたい．

2 諸概念の定義と基本的事実

本節を通して (X,d,m,E,F)をDirichlet測度距離空間とする．本節では，前節で定

義するのを保留していた J(X,d),A(X,m,E,F), PHI((3）， EHiの正確な定義を与え，
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関連する諸概念や基本的事実を紹介する．まずJ(X,d)の定義から始めよう．

定義 2.1（擬対称な (quasisymmetric)距離）． 0をX上の距離関数とする． rJ:[O, oo)→ 
[O, oo）が同相写像でxcf-zなる任意のx,y,zEXに対し
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＼
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(2.1) 

が成り立つとき， 0はdに'f/-擬対称(rJ-quasisymmetric)であるといい，この関係を0nざ d

と表記する．ある同相写像'f/:[O,oo)→[O, oo)に対しo唸頂であるとき 0はdに擬対
称 (quasisymmetric)であるといい， この関係を〇 ~d と表記する．さらに J(X,d) を

J(X,d) := {0 I 0はX上の距離関数， 0忠d} (2.2) 

で定める．

定義2.1から容易に，各0E :J(X,d)がdと同じ位相を定めること，次の命題の成立，

従って忠がX上の距離関数全体の集合における同値関係であること，が確認できる．

命題 2.2(Cf. [18, Lemma 1.2.18], [12, Proposition 3.2-(a)]). T/: [O, oo)→[O, oo)を同
相写像とし，同相写像り： ［0, oo)→ ［O,oo）をり(t):= 1/ry―1 (1/t)（り(0):= 0)で定める．
このときx上の距離関数0に対し次の 3条件は互いに同値である：
(1) 0唸 d.

(2) d好 o.
(3)任意の XEXと任意のr,AE (O,oo)に対し sE (0, oo）が存在して

B0(x, s) C Bd(x, r) かつ 恥(x,Ar) c B0(x, ry(A)s). 

次に A(X,m,£,F)の定義およびその背景にある Dirichlet形式の一般論を述べる．

(1.1)で考えたような「Dirichlet空間の参照測度の mからμへの変更」は Dirichlet形

式の一般論において時間変更として知られているものである2が，そのような操作の実

行のためにはまず Dirichlet 形式の定義域Fから 2 乗 m—可積分性の制約を取り除く形

でFを適切に拡張する必要がある．その「拡張」の役割を果たすのが次に定義する拡

大Dirichlet空間である．

定義 2.3（拡大Dirichlet空間）．（X,m,£,F)の拡大Dirichlet空間{extended Dirichlet 

space)瓦を次で定義する：

｛ uはX上の町値 Borel可測関数の m詞値類，
瓦＝ U しUロニI¥言:[；1-mu：ロニニ｝ (2.3) 

2 「時間」変更という名称は，「参照測度変更後のDirichlet空間に対応する確率過程は，μを Revuz
測度とする正値連続加法汎関数の右連続逆関数による元の確率過程の時間変更で与えられる」という事

実([8,Theorem 6.2.1], [7, Theorem 5.2.2])に由来する．
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さらに各u,vE 互に対し (2.3) のような｛四｝~=l ，{%}芹＝1 cF を取ると{£(%,%）｝~=l
は u,v のみに依存して定まり｛叫｝~=l, ｛％｝~=l の取り方に依存しない値 £(u,v) E艮に
収束し ([7,Theorem 1.1.5-(i)］），これにより元のDirichlet形式8の拡張であるような非負

定値対称双線型形式E：瓦 X瓦→股が定義される．またこのとき任意のuE瓦に対し

記 /¥1E瓦かつ8（釘八l,u+/¥l)::;£(u, u) ([7, Theorem 1.1.5-(ii)]), F =瓦nび(X,m)
([7, Theorem 1.1.5-(iii)］）が成り立つ．

次に正則対称Dirichlet形式のポテンシャル論からの基本概念を必要な範囲で導入する

（詳細は [8,Section 2.1], [7, Sections 1.2, 1.3 and 2.3]を参照）． Cap予m を(X,m,£，刀
から定まる L容量とし， “£-q.e."は「Cap戸(N)= 0なるあるNcXの補集合上で」を
意味するものとする．さらに各u€瓦に対しその任意の＆準連続 (£-quasi-continuous)

なm変形（これは [8,Theorem 2.1.7]により存在し [8,Lemma 2.1.4]により £-q.e.で
一意的に定まる）をiで表す．また XのBorela-加法族を '.B(X)で表す．

定義 2.4.(1) UC  Xが，任意のEE(0,oo)に対し Xの開集合Vが存在して UcV

かつCapジ(V¥ U) < Eを満たすとき， Uは＆準開 (£-quasi-open)であるという．
(2) μは X上の Borel測度でCap忙(N)= 0なる任意の NE'.B（X)に対し μ(N)= 0 
を満たすとする． μ(U)= 0なる任意の＆準開な UE'.B（X)に対し Capf叫U)= 0 
が成り立つとき，μはXを£-quasi-supportに持つという．

(3) A(X,m,£,F)を

A(X,mぶ F):={µI~ は X 上の Radon 測度， Cap忙(N) ＝0なる任意のNE}
'.B（X)に対しμ(N)= 0, μはXを£-quasi-supportに持つ

で定め，さらにμ E A(X,m,£,F)に対し戸：＝ ｛uE瓦 IIx詑dμ < oo}とおく．

μ E A(X,m,£,F)とする．このとき [8,Theorem 4.6.2]（もしくは [7,Theorem 3.3.5]) 

により u,vE瓦でa＝行 μ-a.e.ならばU=Vであり，特にrμ ぅu→豆€び(X,µ)

は単射であるのでこの単射を通して Fμ は自然にび(X,μ)の部分空間とみなされる．

さらに [7,Corollary 5.2.10 and (5.2.17)］により (X,μふ戸）はび(X,μ)上の正則対称

Dirichlet形式であり，［7,Theorem 5.2.11 and Corollary 5.1.12]により (X,mふ方）に

関する各£-quasi-notion（例えば瓦，｛N c XI Capf叫N)= 0}や関数の 8準連続
性，集合の＆準開性の概念など）は (X,μ,£，炉りに関する対応する £-quasi-notionと

一致する．また [8,Exercise 3.1.1]により (X,m,£，炉）は強局所的であり，ゆえに任意

の0E J(X,d)に対し（命題2.2により任意の (x,r)EX  x (0,oo)に対し sE (0, oo）が

存在して B0(x,r)C Bd(x,s)，従って B0(x,r)はXにおいて相対コンパクトであること

にも注意すると） （X,0,μふ戸）はDirichlet測度距離空間になる．

最後に EHIおよびPHI((3）の定義を述べる．まず関数が調和 (Laplace方程式の解）

もしくは caloric(「時空調和」；熱方程式の解）であることの正確な定義を与えよう．

定義 2.5(＆調和関数，（m,£)-caloricな関数）． uをXの開集合とする．
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(1) h E五とする． V―1（罠＼｛0}）がUの相対コンパクトな部分集合であるような任意の

VE FnCc(X)に対しE(h,v)=Oが成り立つとき， hはU上で＆調和 (£-harmonic)

であるという．［8,Exercise 1.4.1 and Theorem 2.3.3]により， hがU上で＆調和で

あるためには叶X¥U= Q £-q.e.であるような任意のVE互に対し E(h,v)=Oとな

ることが必要十分であることを注意しておく．

(2) ([4, Subsection 2.2]) a, b E [-oo, oo], a< bとし， u:(a, b)→ rとする．任意のVE
び(U,m)に対し (a,b) 3 t→fxu(t)vdmは微分可能でありかつ祠X¥U= Q £-q.e．で
あるような任意のVEFと任意のtE (a, b)に対し Uxu(・)vdm)'(t)+E(u(t),v)= 0 

が成り立つとき， uは(a,b) x U上で(m,£)-caloricであるという．

定義 2.6（楕円型Harnack不等式EHI，放物型Harnack不等式PHI).(1) c0 E (1, oo)と

8 E (0, 1)が存在して次が成り立つとき，（X,d,m,£,F)は楕円型Harnack不等式

(elliptic Harnack inequality) EHIを満たすという：任意の (x,r)EX  x (0,oo)と

Bd(x, r)上で5調和かつh：：：：：〇伽a.e.を満たす任意の hE互について

m-a.e. y, z EB心，ふ）に対し h(y)~ c0h(z). (2.4) 

[8, Lemma 2.1.4]により，「h：：：：： 0 m-a.e．」は「i：：：：： 0 £-q.e.」と，（2.4)は「£-q.e.
y, z E Bd(x，ふ）に対し凪y)さ幻以z)」とそれぞれ同値であることを注意しておく．

(2)(3E (l,oo)とする． C1,C2, C3, C4, C5, 6 E (0, oo)で釘＜伶 <C3< C4と窃＞ 1> 
6を満たすものが存在して次が成り立つとき，（X,d,m,£,F)はwalk次元 (walk

dimension)(3の放物型Harnack不等式 (parabolicHarnack inequality) PHI((3）を

満たすという：任意の (x,r)EX  x (0,oo)と(0,C4戸） X恥(x,r)上で(m,£)-caloric 

かつdtx m-a.e.で非負有界な任意の U:(0, C4戸）→rに対し

dt x m-ess sup u：：：：：侶 dtx m-ess inf u, 
(c1rf!,c2戸）X因（x，ぷ） （c3rf!,qrf!)x恥 (x,6r)

(2.5) 

ただし dtx mは股上の Lebesgue測度dtとmの積測度を， dtx m-ess sup, dt x 

m-essinfはdtx mに関する本質的上限および本質的下限をそれぞれ表す．

するとまず，当然成立しているべき（だが実は非自明な）事実として次が成り立つ．

命題 2.7(Cf. [12, Proof of Theorem 4.5]).(3E (1, oo)とし，（X,d,m,£,F)はPHI((3）

を満たすとする． このとき (X,d,m,£,F)はEHiを満たす．

命題2.7は一見自明に思えるかもしれないが， PHI((3）ではuの有界性があらかじめ

仮定されているのに対し EHiではhの有界性は仮定されていないため実際には命題2.7

は全く非自明であり，その証明には熱核評価やEHi,PHI((3）に関する既知の事実を適

切に組み合わせる必要がある；詳細は [12,Proof of Theorem 4.5]を参照のこと．

さらに上記の PHI(/3)の定義（定義2.6-(2)）から次の命題が直ちに従う．

命題 2.8.(3E(1, oo), a E (0, 1]とする． このとき (X,d,m,£,F)がPHI((3）を満たす

ためには (X,d尺m,£,F)がPHI((3／a)を満たすことが必要十分である．
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定義2.1より直ちに分かるように，任意の aE (0, 1]に対し d"'E.:J(X,d)である．3

従って，ある (0,μ) E.:J(X, d) x A(X, m, £, F)に対し (X,0,μぶ戸）がPHI(/3）を満た

すようなf3の値を任意に大きくすることは (0,μ)= (d叉m)と取ることにより常に可能
である．これに対し，そのようなf3を小さくすることができるかどうかは極めて非自
明であり，これが等角walk次元を (1.1)の右辺の下限の値として定義した理由である．

さらに定義2.6-(1)を命題2.2（および定義2.5-(1)) と組み合わせることで次を得る．

命題 2.9.40 E.:J(X,d), μ E A(X,m,£,F)とする． このとき (X,d,m,£,F)がEHIを

満たすことと (X,0,μ,£,戸）がEHIを満たすことは同値である．

証明． o唸 dであるような同相写像7/:[O, oo)→[O, oo)を取り，りを命題2.2の通りと
する．定義2.4の後に注意した通り， “£-q.e.’'や瓦および各uE互に対する 6はその

定義に (X,m,£,F)を用いても (X,μ,£,Fりを用いても同一のものになる．このことと

定義2.6-(1)の末尾で触れた EHIの同値な言い換え，およびA=7/―l(J)に対する命題

2.2-(3)の性質を用いることで，（X,0,μ,£,J叫が定数c。E(1, oo), 6 E (0, 1)でEHIを
満たすならば(X,d,m,£,F)は定数c0E (1,oo), 8':= min{l/2,7)―1(6)} E (0, 1)でEHI

を満たすことが直ちに従い，逆も d~ざ 0 を用いることで全く同様に証明できる． ロ

本稿の最後に，定理1.4に密接に関連する先行研究である [5,3]の結果を紹介する．

定理 2.10([5, Theorem 5.15], [3, Theorem 7.9], cf. [2, Theorem 2.16]). (X,d,m,£,F) 

がEHIを満たすためには dcw(X,d,m,£,F)< ooとなることが必要十分である．

定理2.10は[5,3]における EHIの空間摂動に関する安定性の証明の最終段階である．

実際， PHI(/3）の空間摂動に関する安定性は [2,Theorem 2.16]により既知であり，これ

と定理2.10を合わせることでEHIも空間摂動に関し安定であることが従う．5

定理2.10により，定狸1.4は

「(X,d,m,£,F)がEHIを満たすことは dcw(X,d, m, £, F) = 2と同値である」 (2.6) 

と言い換えることができ，この意味で定理1.4は定理2.10の精密化とみなせる．定理
1.4の証明も [5,3]における定理2.10の証明を精密化することにより，任意の(3E(2,oo) 
に対し (X,0,μ,£，Fμ)がPHI(/3）（の [9,Theorem 1.2]による特徴付けのうちの 1つ）
を満たすように (0,μ)E.:J(X,d) x A(X,m,£,F)を構成することでなされ，その達成
のために [6,16]の手法を適切に修正したものを用いる．定理1.4の証明の詳細は [12,
Sections 3 and 4]を参照のこと．

3これに対し aE (1,oo)に対しては，炉は 3角不等式を満たすとは限らず，例えば(X,d)が股の (1
点集合でない）区間と等長な部分集合を含む場合には炉に対する 3角不等式は実際に不成立となる．

4この命題は木上淳氏から M.T. Barlow氏， Murugan氏と筆者に伝えられ，［5,3]の主結果の記述
に大いに活用された．

5[5, 3]のアイデアはこの通りだが，［5,Theorem 5.15], [3, Theorem 7.9]は実際には PHI((3）を示すの
ではな <,[2,Theorem 2.16]による空間摂動に関し安定なPHI((3)の特徴付けの方を直接証明している．
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