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様相論理の入れ子シークエント計算について

東京工業大学情報理工学院鹿島亮
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Department of Mathematical and Computing Science, 

Tokyo Institute of Technology 

Bri.innler [1]は KにT,B, D, 4, 5を任意に組み合わせた 15個の様相論理に対してカット無

し入れ子シークエント計算を与えている．これらの体系の利点は論理式に直接翻訳可能な入れ子

シークエントという定式化を行っていることである． Negri[2]は上述の論理を包含した無限個の

様相論理に対するカット無しラベル付きシークエント計算を与えている． Negtiの休系の利点は，

無限個の様相論理に対して統一的な定式化になってることと，構文論的なカット除去が簡潔にで

きることである．本稿では両者の利点を持つ体系を与える．それはNegriの体系より適用範囲は狭

いが， Bri.innlerの15個を包含する無限個の論理に対応し，構文論的なカット除去は簡潔にでき，

入れ子シークエントを論理式に翻訳することでヒルベルト流の証明体系も統一的に得られる，と

いう特長を持つ．

1 Briinnlerの入れ子シークエント計算

本稿で論理式といったら様相命題論理式の否定標準形のこととする．すなわち次で定義される．

命題変数 (p,q,．．．で表す，可算無限個ある）は論理式である． pが命題変数ならば了pは論理
式である．ゃ，心が論理式ならば ¢A心， cpVい，口ゃ，◊ゅは論理式である．

論理式をゃ，心などで表す．
論理式の否定→●は以下のような省略形として再帰的に定める．

,p =,p.,,p = p.,(cpl¥ゆ） ＝,cpVール．→（cpV心） ＝ →¢A→ゆ・'□cp=◊→や・→◊cp =口→ゃ・

角括弧を用いて入れ子片側シークエントを次のように再帰的に定義する．

rが論理式の有限多重集合でS1,S2,...,Snが入れ子片側シークエントならば（ただし n~ O), 
多重集合：

I',[S止[S叶，．．．，［S』
は人れ子片側シークエントである．

例 1.1.

'Pl平2,［［四，cp4,［四］］，［]],［や6]

は入れ子片側シークエントである．なおこれは多重集合なので，要素の順番入れ替えは同一視する．たとえ
ば次のように書いても同じである．

[[ ],［cp4,［cp5]，cp3]］，cp2,［'P6]，'Pl 

なお角括弧は論理記号のような正式な記号であり，勝手に消してはいけない．たとえば中身が空の［］を消
した次は上記と同じではない．

［［四，［四］，四l]，'P2,[％］，'Pl
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これ以降，断らない限り S,Tなどは入れ子片側シークエントを表す．
複数のプレースホルダー・1，●2,..・, •n を持つ入れ子片側シークエント T に対して，各・，を S; に置き換
えて得られる入れ子片側シークエントを

T{S山{S山・・ •{Sn}n

と書く．ただし波括弧の添え字は省略することがある． •t が T 中で n 重の角括弧の内側にあるとき，｛｝t
の深さはnである，と言う．

例 1.2.

T=cp,•い［［砂●斗 [cp"]]

ならば

T{[lh｛心，［似l}2= ¢, [ l,［［屈，ゅ，［討]]'[cp"]]

であり，｛hの深さは0,｛｝2の深さは 2である．

入れ子片側シークエントは各ノードに論理式の多重集合が張り付いた木を表している．また，入れ子片

側シークエントは論理式に翻訳することができる．入れ子片側シークエント Tに対して，それが表す木
tree(T)と論理式への翻訳fla(T)を次で再帰的に定義する．

I' 

tree(I', [Ti],［Ti],...'[Tn叶） ＝ /j.．¥  
tree（万） tree（冗） tree(Tn) 

fla(I',［万],［万］，．．．，［Tn])= V r v□fla（万） V □fla（乃） V・・・V□f|a(Tn)．
本節および次節に登場するシークエント計算でrが証明できることは，論理式fla(I')がその論理の定理で
あることと同等になる．するとシークエントで書かれた公理と規則をすべて fla(•) で翻訳することで論理式
ベースの新しい証明体系が得られるし（次節で具体例に示す），既存のヒルベルト流証明体系の完全性もこ

れを経由して示すことができる．このようにシークエントが論理式に直接翻訳できることが入れ子シーク

エント計算の利点である（第 6節で登場する Negriの体系は一般にシークエントを論理式に翻訳すること
ができない）．

これから Briinnler[1]の体系を説明する．各定理の証明はBriinnler[1]を参照されたい．

まず，以下の公理と 4つの規則から成る体系を K と呼ぶ．これが基本の体系である．

T{pご p}

T{rp} T｛心｝

T{¢Aゆ｝
(A) 

rがKで証明できることを Kf---I'と書く．

例 1.3.K f---◇(p/¥q)VいpV□→q.

T｛ゃ，心｝
T{¢Vゆ｝

(v) 
T{［叫｝

T｛口叫
（口）

◇(p/¥q)，炉p,[p，可p，可］ ◇（p/¥q)，炉P,[q，→p,一q]

◇(p/¥q)，いP,[p/¥q，,p，可］
（◇） 

◇(p/¥q)，いp,［了p，叫

◇(p/¥q)，炉P,［叫
（◇） 

◇(p/¥q)，炉p，ロ一q
（口）

◇(p/¥q)V◇,pV□,q (V) 

(/¥) 

T｛◇ゃ，［'-P,S]}

T｛◇'-P, [S]} 

以下の規則をオプションで考える．

T{} T{,p平｝
(weakening) T {'-P}'----------o, T {'-P} (contraction) 

T{'P} T{古 'P}

T{} 
(cut) 

（◇） 
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これらは許容可能である，すなわち，前提が証明可能ならば結論も証明可能である．（cut)が許容可能であ
る，という事実がカット除去定理である．

さらに以下の 5つの規則を組み合わせて Kに追加する．

T｛◇'P,'P｝ 

T{◊'P｝ 
(T) 
T{cp,［◇cp, S]} 

T{［◇cp, S]} 
(B) 
T｛[,pl} 

T｛◇ゃ｝
(D) 

T｛的，［倅，Sl} T｛◇凸｛倅｝2
(4) 

T｛◇'P, [S]}'-1 T｛的｝l｛｝2
(5) 

追加規則の名前を Kに追加列挙して体系の名前とする．たとえばKT4はKにTと4を追加した体系で
ある．クリプキモデルの遷移関係を Rとしたとき，上記の規則は以下のような性質に対応している．今後
は規則の名前と遷移関係の性質を同一視する．

ただし｛｝1の深さは 1以上

T
B
D
4
5
 

xRx 
xRy⇒yRx 
ヨy(xRy)
xRy & yRz⇒xRz 
xRy & xRz⇒yRz 

reflexive 
symmetric 
serial 
transitive 
euclidean 

追加規則が 5つなので追加の組み合わせは（「追加しない」も含めて） 32通りであるが，モデルの遷
移関係に 5つの性質を条件として追加する場合，いくつかの組み合わせは条件として同一になる（例：

symmetric + transitive = symmetric + euclidean)．そのような同一条件の組み合わせからは適切な組み合
わせを選んで， Briinnler[1]では 15個の体系を定義している．そしてそれらが，対応する条件をクリプキ
モデルに課した様相論理に対して健全かつ健全であることを示している．たとえばT,4を追加すれば様相
論理S4になり， T,4,5を追加すれば様相論理S5になる．
またカット除去定理を意味論的と構文論的の両方のやり方で示している．しかし， 4や 5を含んだ体系

に対しては，特に構文論的なカット除去の議論が煩雑になっている．具体的には，通常のよく知られたカッ
ト除去の議論だけでは対応できずに， Y-cutと称する以下のような規則を考えて，これらを除去するという
複雑な議論が必要になっている．

規則 4がある場合

T{｛口¢},S{｝l{｝2.．.{｝n} T{｛◇亨｝，S｛◇亨｝l｛◇丁｝2...｛◇丁｝n}

T{ {}, S{h {h... Un} 

規則 5がある場合

T｛口¢h{｝2.．．{｝n T｛◇翌｝l｛◇平｝2...｛◇平｝n
T{h {｝2.．． {}n 

ただし{hの深さは 1以上

このような煩雑な議論が必要な原因は， 4,5規則は結論から前提にさかのぼっても論理式が短くならない
からである．

次節ではこの欠点を解消し， さらに多くの（無限個の）様相論理に対して統一的に体系を与える．

2
 
新しい体系

遷移関係 Rの性質 reflexive,symmetric, transitive, euclideanはすべて次の形式に当てはまる（ただし
nミO).

X1RY1 &四Ry2&・・・& XnR珈 ⇒ ”Ry

この形で書ける性質を Hornclause propertyと呼ぶ．なお，一般に Hornclauseというと右辺が空（すな
わち叶iyが上）である形を含むが，ここではそれは含まない． Hornclause property全部の集合を HORN
と書く． HORNの要素は先述の reflexive,symmetric, transitive, euclideanの他にたとえば次のようなも
のがある．

aRx & xRy⇒ yRx 
X1R四＆・ • • & Xn+1Rxn+2⇒X1Rxn+2 

shift-symmetric 
n-transitive 
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一方 serialはHORNの要素でない．その他に HORNの要素でない例としては次がある．

xRy & xRz⇒ yRz or zRy connected 
xRy & xRz⇒ヨu(yRu& zRu) directed 

定蓑 2.1.XこHORNとする．規則（◇x)を次で定義する．

T｛的｝1{cph 適用条件：木構造Tの親子関係の X閉包で，｛hを
（◇x) 

T｛知｝l｛｝2 含むノードから {}2を含むノードヘ遷移できる

例 2.2.X = 0の場合は（◇x)規則は Kの（◇)規則に等しい．

例 2.3.X = {reflexive, transitive}の場合は，（◇x)規則の適用条件は「{hを含むノードは{}2を含むノー
ドの先祖であるか，同じノードである」となる．これは

S｛◇cp,U｛叫｝

S｛◇cp,U{}} 
切．reflexive. transitive }) 

と書いてもよい（たとえばU{｝における｛｝の深さが0,1,2の場合に，それぞれ「{hを含むノードは {}2
を含むノードと同じ」「{hを含むノードは{}2を含むノードの親」「{hを含むノードは{}2を含むノード
の親の親」となる）．

ところで性質 serialはHornclause propertyでないが，これに対応する規則を次で定義する．

定義 2.4.規則 (serial)を次で定義する．

T{[]} 

T{} 
(serial) 

前節の基本休系 k を基にして，任意の X こHORNU {serial}に対して体系Cxを次で定義する．

定義 2.5.X こHORNのときは， Cx= K+（◇x). X = X'U {serial}かつ X1こHORNのときは，
Cx=K+（◇x,) + (serial). 

本稿ではCxに閲して次のことを示す．

(1)らからヒルベルト流体系が簡単に作れること（本節のこの後）．

(2)構文論的カット除去がよく知られた 1階述語古典論理のカット除去とまったく同様な議論でできるこ
と（第4節）．

(3) Cxがクリプキモデルの遷移閲係Xで特徴付けられる論理に対して健全かつ完全であること（第5節）

(4)らがNegri[2]の体系と同等であること（第6節）．

以下では上記（1) を示す．まず単純な方法は， Cx の公理と推論規則をすべて fla(•) で翻訳することであ
る．こうすれば論理式ベースの証明体系にはなるが，この方法で作る体系は推論規則ばかりになってヒルベ

ルト流体系とは言い難い．以下では， Xに対応する公理を通常の Kや KD(=K十◇T)のヒルベルト流
体系に加えるという方法でヒルベルト流体系を作る．

XこHORNに対して論理式集合Axiomxを次で定義する．

T Axiomx = {fla(T)→fla(S) I―が（◇x)規則に当てはまる．｝s 

（否定標準形を使う場合は→は適切に読み替える．）そして Kのヒルベルト流体系を HKと呼び，任意の
XコHORNU {serial}に対してヒルベルト流体系 Hxを次で定義する．

定義 2.6.X こHORNのときは， HxはHKに公理として Axiomxを加えたもの． X= X'U {serial} 
かつ X1こHORNのときは， HxはHKに公理として Axiomx,ぉよび◇Tを加えたもの．

定理 2.7.Hxは性質Xのクリプキモデルに対して健全かつ完全である．
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この定理の証明は第 5節で与える．

この節の最後に， 1階述語古典論理のカット除去を復習しておく．文献 [3]にある体系 GS3は否定標準
形を用いた 1階述語古典論理の片側シークエント計算であり，本稿の様相論理の体系と似たような公理と規
則から成る（口心と v，ヨが対応している）．そして次の補題が成り立つ．

補題 2.8.GS3 f---I'ならば，この証明の長さは変えずに GS3卜I'[y:=t]が得られる (I'[y:=t]はシーク
ェントr中の変数yの自由出現を項tに骰き換えたもの）．

これを用いて帰納法によるカット除去の証明図変形の核心部分が次のように得られる．

r, cp(y) 
(V) 
r,--,cp(t) ：補類2.8

r,Vx¢(x) r，ヨx丁 (x)
（ヨ）

r (cut) 
r, cp(t) r，丁（t)

"V'7 r 帰納法の仮定

これと同様にCxではカット除去の証明図変形の核心部分が次のようになる．

T{｝l□}2 T{［贔{}2
T｛□叫l{｝2（口） T｛◇亨｝l｛｝2（◇x)t 

(cut) 

：補題2.9．．  
T{｝l{cp}2 T{｝l｛マ｝2

帰納法の仮定
T{h{｝2 ~ T{｝l{｝2 

なおtの部分では「contractionなし」の形の規則にしているが，これは本質だけを説明するために簡素化
したものである．そして上記の変形に中で使用されており古典論理の場合の補題2.8に対応するのが，以下
の補題である．

補題 2.9.Cx f---T{[S]h {hならば，この証明の長さは変えずにCx卜T{h{S}2が得られる．

この補題の証明，およびそれを使ったカット除去が第4節で示される．

3 ラベル付きシークエント計算

前節の最後で述べたカット除去の議論を正確に行うために，本節では入れ子シークエント計算をラベル

付きシークエント計算に変換する．この変換によって，本稿のCxとNegri[2]の体系との関係も論じるこ
とができる（第 6節参照）．

a,bなどをラベルと呼ぶ．ラベルは可算無限個ある．その中に⑥と表記される特別なラベルがある（これ
は木の根に用いる）． a,bがラベルのとき， aRbという表現を関係記述と呼び，閲係記述の有限集合（多重
集合ではない）を Gや']['などで表ず特に 'lI'はRの構造が◎を根をする木になつているものを表す (aRb
のとき aはbの親， bはaの子である）．正確には9']['中では◎以外のラベルはそれぞれ親をちょうど一つ
持っており，親方向に進んでいくといつかは必ず◎まで到達し，＠は親を持たない，ということである．

aがラベル，ゃが論理式のとき a:'Pという表現をラベル付き論理式と呼ぶ．ラベル付き論理式の有限多
重集合をr，△などで表す．

定義 3.1.']['が木であって， r中の◎以外のラベルはすべて Tに視れているとき， T⇒rをラベル付き
シークエント，あるいは単にシークエントと呼ぶ．

なおシークエントの左辺も通常どおり次のような記法を用いる．たとえば'][',aRb,aRc,']['’⇒rは
(']['U {aRb,aRc} U']['’） ⇒rのことである．

ラベル付きシークエント T⇒rが与えられたら， Tを入れ子シークエントの木構造と思い， r中のラベ
ル付き論理式a:'Pを「ノード aにゃがある」と読むことで，これは人れ子シークエントである，と考える
ことできる．逆に入れ子シークエントが与えられたら，適切にラベルを用いることでそれをラベル付きシー

クエントで書くことができる．そのように対応するラベル付きシークエントと入れ子シークエントのこと

をidentitypairと呼ぶ．
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例 3.2.a, [(3，［,1,,2]], [］と＠Rb,bRc,@Rd⇒⑥:a,b:(3，C巧1,c:,2はidentitypairである．

各ラベル付きシークエントには，それと identitypairを成す入れ子シークエントがただ一つ存在する．
各入れ子シークエントには，それと identitypairを成すラベル付きシークエントが一つ以上存在する（入
れ子シークエントが根だけの木の場合はその identitypairはただひとつであり，根以外のノードがある場
合はそれらにどんなラベルを付けるかで無限の可能性がある）．

第 1節の基本体系 kをラベル付きに書き直したものが次である．この体系を Klabelledと呼ぶ．

公理：

T⇒I', X :p, X:了p （ただしこれがラベル付きシークエントであるとき）

推論規則：
T⇒I', X:  i.p']['⇒I', X ：心 T⇒I',X:  i.p, X ：心

(/¥) ~ (v) 
T⇒I', X：<pl¥ゅ T⇒I',X: i.p咋

xRy, 11'⇒r, Y:'P 
T⇒I', x:口¢

（口）ただし yは結論の右辺にも左辺にも現れないとき

T⇒I', x:◊'P, y :'P 
T⇒I', x:◊中

（◇)ただし xRyE11'のとき

次に，第2節で導入された（◇x)規則をラベル付きシークエントで書くために，「木構造の親子関係のX
閉包」を正確に記述する方法を以下で与える．

XこHORNとする． T卜xaRbということを，次の公理と推論規則で定義する

公理： Tヒ,caRbただし aRbE 11'のとき．

1l'f---x a1Rb1 1l'f---x a2Rb2 ・ ・ ・ 1l'f---x a』lbn

規則 Tビ,caRb 
ただし a1Rb1& a2R妬＆・ ・ -& anRan⇒ aRbがX中のある性質の代入例であるとき．

たとえばX= { reflexive, transitive}の場合に Tビ,caRbということは，「aRbがTの反射推移閉包で成り
立つ」に等しい．なお reflexiveに対応する規則では T中に存在しないラベル aに対しても T卜xaRaを
邁けることになるが，それは構わない

これを用いて規則（◇x)を次で定義する．

T ⇒I', x:◊'P, y : r.p 
T⇒r, x:◊¢ 

この規則は単なる（◇)規則を包含している．

（◇x)ただし T卜xxRyが成り立つとき

さらに規則 (serial)のラベル付き版を次で定義する．

xRy, 1l'⇒I' 
T⇒r (serial) ただし yは結論の右辺にも左辺にも現れないとき

以上のすべての規則がラベル付きシークエント T⇒I'の条件「Tは＠を根とする木であり， I'中のすべ
てのラベルはTに現れるまたは⑨である」を保存することに注意されたい．
以上の準備の下で，任意の XこHORNu {serial}に対して体系C伐belledを次で定義する．

定義 3.3.Xi:;; HORNのときは， C及belled= Klabelled +（◇x)-X = X'U {serial}かつ X'i:;;HORNのと
きは， C及belled= Klabelled +（◇X') + (serial). 

前節の体系 Cxと上記の C長belledが実質同じであることは明らかだろう．正確には，次が成り立っ．

定理 3.4.Cxにおける証明図中のすべての人れ子シークエントをそれぞれ identitypairを成すラベル付き
シークエントに適切にラベルを選んで置き換えればC反belledの証明図になる．逆に， C茂belledにおける証明図
中のすべてのラベル付きシークエントをそれぞれ identitypairを成す入れ子シークエントに置き換えれば
Cxの証明図になる．
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4 構文論的カット除去

この節では構文論的な議論によって Clabelledのカット除去を示す．正確には Clabelledにはカット規則がないx x 
ので， C長belledでド記のカット規則が許容可能（規則の前提が証明可能なら結論も証明可能）であることを
示す．

T⇒I', X:'P 1['⇒I', x:亨
T⇒r (cut) 

その議論の中で，カットだけでなく以下の規則の許容可能性も用いる．

T⇒I' 
(weakening)ただし結論がラベル付きシークエントのとき

T⇒I', X:'P 

T⇒I' 
xRy, 11'⇒r (label weakening)ただし結論がラベル付きシークエントでyがTに現れないとき

T⇒I', X :'P, X : !.p 
contraction 

T⇒I', X:'P 

なおシークエントの左辺は関係記述の集合であって多重集合ではないなので，左辺の contractionは意味が
ない（左辺を集合にするか多重集合にするかは本質に関わらない問題である）．

以下の議論のほとんどは証明の長さに関する帰納法で示される．それを記述するために，長さ n以下の
証明図での証明可能性を卜nで表す．帰納法の仮定を I.H.と表記する．

ここで，正確な議論を行うために避けては通れない「ラベルの名前替え」を正確に用意しておく．ラベ

ル付き論理式のラベルaをbに替え，関係記述の中のラベル aをbに替える操作を [a:=b]と書く．ただし

aヂ⑥とする（根のラベルは常に◎である必要がある）．

例 4.1.(@Ra, aRb⑱ Re⇒ ◎:cp,a：ゆ，b:1r)[a:=b]は◎Rb,bRb，◎Re⇒◎:'P, b：心，b:1rである．なお，この例
のように木のラベルを不用意に替えると木でなくなることがある．しかし bがTに現れない場合は， Tが

木ならば1I'[a:=b]も木である．

補題 4.2（ラベルの名前替え）．（1)11'トxxRyならば1I'[a:=b]卜x(xRy)[a:=b]である．
(2) bはTに現れないラベルとする． C長belled旦 T⇒ I'ならばC長belled卜n1I'[a:=b]⇒I'[a:=b]である．

Proof. 1,2とも nに関する帰納法による． 2で

xRb, 11'⇒「'， b: ¢ xRb, T⇒I'.  
（口） (serial) 

T⇒I'', X:口¢ T⇒I' 

の場合は，最初に帰納法の仮定で bを他に現れない b'に替えておいてから，再び帰納法の仮定を用いて a
をbに替えることに注意する． Q.E.D. 

次に，木（関係記述の有限集合）に閲する必要な性質を示しておく． a,bが木11'中の相異なるノードで，
aはbの先祖でないとする（したがって aヂ◎である）． aの親を a。とする（すなわち a。RaE 11')．この
とき 1I'[a>--+ b]を次で定義する．

叫 b]＝{T[a:＝b] a。RbETのとき

1I'[a:=b] ¥ {aoRb} aoRb i 11'のとき

1l'[a→b]は木であり，そのラベルは Tのラベル全体から aを除いたものである（図 1,2参照）．

補題 4.3.a,a0,b,x,yは木 T中のラベルで，次が成り立っているとする．

a=/ b. aはbの先祖でない． a。は aの親である． 1I'[a→b]卜xa。Rb.
このとき，もし T卜xxRyならば， 1I'[a>--+b]f--x (xRy)[a:=b]である．

Proof. T卜xxRyの証明図全体の aをbに置き換えると 1I'[a:=b]卜xxRy[a:=b]の証明図を得る（補題

4.2(1)). 1I'[a→b] = 1I'[a := b]の場合はこれが求めるものである．そうでない場合は 1I'[a→b]= 1I'[a:= 
b] ¥ {a。Rb}である．そこで先ほど得られた証明図の中で公理1I'[a:=b]卜xa。Rbを使用している部分を補

題の仮定である 1I'[a→b]卜xa。Rbの証明図に匿き換えれば，求める 1I'[a→b]卜x(xRy)[a:=b]の証明圏が
得られる． Q.E.D. 
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図 2:T[a:=b]とT[a>--+b]が異なる例

次の補題が重要である．これは第2節に書いた補題2.9をラベル付きシークエントに変換したものである．

補題 4.4(Key Lemma). C長belledf---n']['⇒ I'と仮定する．さらに a,ao,bは1['中のラベルで，次が成り立っ
ているとする．

a =/=b. aはbの先祖でない． a。はaの親である． T[a>--+b]f---x a。Rb.

すると C長belledf---n T[a→b]⇒I'[a:=b]である．

Proof. nに関する帰納法による．
【T⇒I'が公理のとき】 T[a>--+b]⇒I'[a:=b]も公理になる．
【T⇒I'が(/¥)規則や (v)規則の結論のとき】帰納法の仮定などから自明．
【T⇒I'が以下の規則の結論のとき】

xRy,']['⇒ △,y: r.p 
T⇒△,x:口¢ （口）

x'= x[a := b] （つまり，もし x=aならばx'=b, もし x=/= aならばぷ＝ x)とする． x'=/=aとな
ることに注意する．定義から (']['U{xRy})[a→b]= T[a→b] U {x'Ry}が言える．ところで補題の仮定
T[a>--+b] f---x aoRbはT[a→b]をT[a→b]U{x'Ry}に増やしても成り立つ．したがって次のように得られる．

I.H. 
x'Ry, T[a→b]⇒ △[a:=b], y:r.p 
T[a曰 b]⇒△[a:=b],x':ロr.p （口）

【T⇒I'が以下の規則の結論のとき】

T⇒△,x:的， y:r.p 
T ⇒ △,x:◊r.p 

（◇x)(T f---x xRy) 

帰納法の仮定と補悶4.3により次のように得られる．

T[a→b]⇒△[a:=b], x':◊r.p, y': r.p 
T[a→b]⇒ △[a:=b], x':◊¢ （◇x)(T[a→b] f---x x'Ry') 
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ただし x',y'はそれぞれx[a:=b],y[a:=b]のことである．
【T⇒rが以下の規則の結論のとき】

（口）規則のときと同様．

xRy, 11'⇒I' 
11'⇒I' 

(serial) 

Q.E.D. 

補題 4.5（八規則は証明図の大きさを増やさず逆行可能）． C反belledf---n 1['⇒I', X :<p^ いならば， C長belledf---n 
T ⇒r, x:<pかつ crelledf---n 1['⇒I', X:心である．

Proof. nに関する帰納法による． Q.E.D. 

補題 4.6(v規則は証明図の大きさを増やさず逆行可能）． C長belledf---n'['⇒I', x :r.pV心ならば， C長belledf---n 
T⇒I', X: r.p, X:心である．

Proof. nに関する帰納法による． Q.E.D. 

補題 4.7（口規則は証明圏の大きさを増やさず逆行可能）． C長belledf---n'['⇒r, x:口ゃならば， Tに含まれな
い任意の yに対して C長belledf---n xRy,'IT'⇒r, Y: r.pである．

Proof. nに関する帰納法による．最後の規則が（口）や (serial)でyが使われている場合は，必要に応じて
ノードの名前替え（補類4.2(2))を使用する． Q.E.D. 

補題 4.8(weakening規則は証明図の大きさを増やさず許容可能）． cibelled卜n'IT'⇒rでxが◎または T中
のラベルならば， C長belledf---n'['⇒I', X: r.pである．

Proof. nに閲する帰納法による． Q.E.D. 

補題 4.9(label weakening規則は証明図の大きさを増やさず許容可能）． C伎belled巳nT⇒ rでxRy,11'⇒r
がラベル付きシークエントでyがTに現れないならば， C及belledf---n xRy, 11'⇒rである．

Proof. nに関する帰納法による．最後の規則が（口）や (serial)でyが使われている場合は，必要に応じて
ノードの名前替え（補題4.2(2)）を使用する． Q.E.D. 

補題 4.10(contraction規則は証明図の大きさを増やさず許容可能）． C長belledf-n 1['⇒I', X : r.p, X : <pならば
C及belled卜nT ⇒I', X:'{)である．

Proof. nに閲する帰納法による．
【T⇒I',X : r.p, X :'{)が公理の場合】 T⇒I',X:'{)も公理である．
【卜n11'⇒I', X :'{), X :'{)の証明の最後の規則でx:<pが導かれた場合】以下の4つの形になる．

トn-111'⇒I', X: a/¥(3，X: a f---n-1 11'⇒I', X: a/¥(3，x:(3 
巳し 1I'⇒I',X: a/¥(3，x:a/¥(3 

(/¥) 

八を逆行 Aを逆行

f-n-1 1l'⇒I', X: a, X: a --- f---n-l'll'; I', X: /3, X: /3 
I.H. 

トn-11l'⇒I', x:a 卜n-l1['; I', X : /3 

ヘ ぃnT⇒I', m: aAf3 

Vを逆行

I.H. 

f--n-1 11'⇒I', X: aV/3, X: a, X: /3 
f--n 11'⇒I', x: aV/3, x: aV/3 

f---n-1'JI'⇒I', x:a, X:(3，x:a, x:(3 
トn-11I'⇒r, x: a, x:(3，x:(3 

I.H. 
f---n-1 1I'⇒r, x:a, x:(3 

(v) ヘ 巳し 1I'⇒I',x: 0:V/3 
(v) 

口を逆行 (y'は新しいラベル）

f---n-1 xRy', xRy, 11'⇒r, y': a, y: a 
トn-1xRy, 11'⇒r, y:a, y:a 

I.H. 
トn-1xRy, 11'⇒I', X:口a,y: a,~, f---n-1 xRy, 11'⇒r, y:a 
f---n T⇒r, X：口a,X ：口a （口） ～→ f---n T⇒ r, X ：口a （口）

ただし (t)は補題4.4をa0= x,a = y',b = yで適用したものである．

(t) 

(A) 
I.H. 
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I.H. 
トn-111'⇒r, x:◇a, x:伽， Y:a IA,  f---n 11'⇒I', X:◇a, y:a 
トnT⇒ r, X： ◇a，X： ◇a （◇x) -v--+ ~⇒ r, X ：伽l （◇x) 

【その他の場合］帰納法の仮定から簡単に言える． Q.E.D. 

定理 4.11(cutは許容可能）． C長belledf---m']['⇒I', X:  rpかつ C長belledf---n']['⇒I', X:---,¢ ならば， ci;elledf---
T ⇒r. 

Proof. <.pの複雑さと (m+n)に関する二重帰納法による．
【T⇒I',x:'Pが公理の場合】 T⇒I'だけで公理になってる場合は自明． X:<.pが公理を構成する x:p
のときはrの中に相方のx:了pがあるので， f---nT⇒I', X:古ゃから contractionでf---T⇒I'が得られる．
<p＝可pのときも同様

【f---m11'⇒I',X: <.pが公理ではなく，証明の最後の規則がx:<.pに関わらない場合】最後の規則によって
以下の4通りの書き換えになる．

: P1 :P2 
f---m-1T⇒ △,a : a, X: <p f---m-1 T⇒△, a : f3, X : ¢ : Q 

(A) 
f---m11'⇒ △, a: aAf3, X: <p f---n T⇒ △,a: a/¥(3, x:丁

（目標）
T⇒△,a:a八f3

ただし凡と凡はそれぞれ以下のもの：

: Pl QのI¥を逆行

R1 R2 ~ T⇒△, a:aAf3 
f---m-1 11'⇒△,a: a, x: cp f---n 11'⇒ △,a:a, x:---,¢ 

I.H. 
R1 = 11'⇒△ a:a 

: P2 QのAを逆行
トm-111'⇒△,a:(3，X: rp f--n']['⇒ △,a:(3，x:万¢

I.H. 
凡＝ T⇒△， a:(3 

:P 
トm-111'⇒ △,a: a, a:/3，x:rp 

(v) :Q 
巳n']['⇒△,a:aV/3，X: ¢卜nT⇒△,a:aV(3，x:,rp 

T⇒ △,a:aV/3 （目標）

;P QのVを逆行

巳n-111'⇒ △,a:a, a:(3，X: r.p f--n']['⇒ △,a:a, a:(3，x:古 r.p
T⇒△,a: a, a:(3 

(v) 
へ^→ T⇒△,a:aV(3 

:P 
f---m-1 aRb, 11'⇒△,b: a, x: cp 

（口）
:Q 

f---m T⇒ △, a: Da, X : !.p f---n T⇒ △,a:□a, x:古 i.p
T⇒△,a: □a （目標）

:P Qの口を逆行
トm-1aRb, 11'⇒ △,b: a, x: cp トnaRb, 11'⇒ △,b: a, x:マ

aRb, 11'⇒△,b: a 
（口）ヘ T⇒△,a:口a

:P 
トm-111'⇒ △,a:◇a, b: a, x: <p :Q 

（◇x) 
f--m 11'⇒ △,a:◇a, X: <p トnT⇒ △,a:◇a, x:古¢

T⇒△,a:◇a （目標）

(A) 

I.H. 

I.H. 
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:P Qにweakening
トm-1T⇒ △,a・：◇a, b : a, x : r.p f--n 11'⇒ △,a:◇a, b: a, x:亨

T⇒△,a:◇a, b: a 

へ^→ T⇒△,a:◇a （◇x) 

:P 
f---m-1 aRb, 11'⇒I', X :r.p :Q (serial) 
巳n11'⇒r, X: r.p f---n 11'⇒I', X:亨

（目標）
11'⇒R 

:P Qにlabelweakening 
トm-1aRb, 11'⇒r, x:r.p トnaRb, 11'⇒I', X:亨

aRb, 11'⇒r 
(serial) へ 11'⇒r

I.H. 

I.H. 

【旦i 11'⇒I', X: r.pの証明の最後の規則で X:r.pが導かれ， f---n11'⇒r, x:古っの証明の最後の規則で
x:古っが導かれた場合］次の 2通りを考える．

: P1 : P2.  : P2 : Q 
11'⇒r, x:a 11'⇒r, x:(3 11'⇒r, x:,a, x:噸

(A) ~ (v) 
11'⇒I', X: a/¥(3 11'⇒r, x:元avゴ(3

11'⇒r （目標）

杓に weakening : Q 

: P1 
T⇒I', x:a 

T⇒I', X :,a, X : /3 1['⇒r, x:,a, x:噸

ヘ
T⇒I', X：,a 

I.H. 
T⇒r 

! p ! Q 
f---m-1 xRy, 1f⇒r, y : a f---n-1 T⇒r, x:いa,z:,a 

（口）
巳n1f⇒I', X:口a f---n T⇒r, x:◊立 （◇x) 

T⇒r （目標）

:R :s 
T⇒f, z: a'II'⇒r,'z ：ゴa~ T⇒r 

ただし RはPに補題4.4を， a。＝x,a= y,b = zで適用したものであり， Sは以下のものである．
Pにweakening

f---m-1 xRy,'II'⇒r, y: a, z: 70! 
（口）

:Q 
f---m'll'⇒r, X: Da, z ：マa f---n-1 T ⇒r, x:炉 a,z:,a 

T⇒r, z:,a I.H. 

I.H. 

I.H. 

対称性を考えれば以上ですべての場合が尽くされている． Q.E.D. 

5 健全性，完全性

C長belledが性質Xのクリプキモデルに対して健全かつ完全であることは標準的な方法で示すことができる．
本節ではその概要を書く．なおこの完全性を用いて cutの許容可能性を示すこと（意味論的カット除去）も
できる．

クリプキモデルM=〈WM,R恥氏〉は世界の集合WM,到達可能関係 RMこWMxWM，付値 VM:
WM  x PropVar→{true, false}から成る (PropVarは命題変数全体の集合）． VMは以ドの定義でVM:
WM  x Formula→{true, false}に拡張される (Formulaは論理式全体の集合）．
VM(W,方 cp)=true~⇒ VM(w, cp) = false. 
VM(w, cpl\心）＝ true~ VM(w平） ＝true and VM(w，心） ＝true. 
VM(w平V心） ＝ true~⇒ VM(w, cp) = true or VM(w，心） ＝true. 



148

VM(w，ロcp)= true <;c=⇒(Vw'E W)(wR砂 ’⇒ VM(w'，ゃ） ＝true). 
VM(w,◊cp) = true ¢==c?（ヨw'EW)(wRMw'and VM(w', cp) = true). 

さらに，写像 f:Label→WMをM 上のラベル付値と呼ぶ (Labelはラベル全体の集合）．そして，
シークエント a1Rb1,...,anR如 ⇒X1:や1,・ ・ ・, Xm :'Pmが M,fに対して真である，ということを次で定
める．

f(a1)RMJ(b1) かつ・• ・かつ f(an)RMf(bn)ならば
VM(f(x1）平1)= trueまたは・・・または VM(f(xm)，'Pm)=true 

定理 5.1(C長belledの健全性・完全性）．次の3条件は同値．（1)C長belledト11'⇒I'.(2) X 内のすべての性質を
満たす任意のクリプキモデルM と任意のラベル付値 fに対して， 11'⇒rは真．（2')X 内のすべての性質
を満たす任意のクリプキモデルM と任意の世界wに対して fla('ll'⇒r)は真．ただし fla('ll'⇒r)はラベル
付きシークエント 11'⇒rを入れ子シークエントに書き換えて，さらに論理式に書き換えたもの．

Proof. まず (2)と(2'）が同値であることは定義に従って展開すれば言える．そこで以下では（1)と(2)だ
け考える．

健全性 (1⇒2)はすべての規則について確認すればよい．完全性 (2⇒ 1)は対偶を示す．以下では
X'= X ¥ {serial}とする． C閃be|ledげT⇒［のときに，これを証明不可能性を保ちながら適切に拡張してい
き（一般に無限ステップになる），その極限（拡張過程で得られるすべての和集合） T＋⇒r+が次を満た
すようにできる．

a :p E仁ならばa:ゴPetr+.

a:cp/¥心EI'+ならばa:cpEI'+または a:心EI'+.

a:cpV心EI'+ならばa:cp Er+かつ a:心Er+.

a:ロcpE戸ならば， aRbE 1['+なる bが存在して， b:cp Er+. 

a:◊cp E戸かつ T＋卜X'aRbならば， b:cp Er+. 

serial EXの場合は， 1['+が serial性を持つ．

ただし contractionが許容可能であることを使っている．そしてモデルM=〈WM,RM,VM〉とラベル付値
fを次で定める．

WMは1r+中のラベルの集合，ただし T＋が空の場合は WM=｛◎｝． aRMb-¢=⇒T＋パxaRb 
（ただし a,b E WM). VM(a,p) =true~⇒ a：,p Er+. f(a) = a. 

この M に対して次が成り立つことが9'-Pに関する帰納法で示せる．

a:'-P E仁ならばVM(a,'-P）＝false. 

すると M とfに対して T⇒I'が偽になることは定義から簡単にわかる． Q.E.D. 

定理2.7つまり Cxから作ったヒルベルト流体系1ixの完全性も，上記のC茂belledの完全性（定理5.1)お
よびC長belledとCxの同等性（定理3.4)から言える．正確には次のようになる．
まず次が成り立っ． Klabelledの公理T⇒I',X :p, X:可pと各規則

T⇒r 11'1⇒「1 乃 ⇒几
S⇒△ S⇒△ 

にそれぞれ対応する以下の論理式

f|a(T⇒r,x:p,x：一p), fla('ll'⇒r)→ f|a(S⇒△)，（fla('ll'1⇒I'1)/¥fla (11'2⇒几）） → f|a(S⇒△) 

はすべて K-validであり， 1{,Kで証明できる (HKの完全性）．そしてこれを用いれば， C長belledの証明図に
閲する帰納法によって次を示すことができる．

C茂belledf---']['⇒ rならば1ixf---fla('ll'⇒I'). 

したがって C炭belledの完全性と合わせて

epがX-validならば1ixf---cp 

を得る．この逆は1ixの証明圏に関する帰納法によって簡単に言える．



149

6 Negriの体系

Negri [2]は広いクラスの様相論理に対するラベル付きシークエント計算を与えている．この節ではそれ
を紹介して，本稿で定義した体系との関係を論じる．
まずはじめに Negri[2]による K の体系は，第3節で与えた体系 Klabelledに対して「Gが木でない場合も
G⇒I'をラベル付きシークエントとして扱う」（ただし「I'中の＠以外のラベルは Gに現れる」という
条件は依然として要請する）というようにシークエントを拡張した体系と同等である（正確には詳細部分

は異なるが本質的には同じ）．これを NegriKと呼ぶ．また規則 (serial)も第3節と同じ（ただしシークエ
ントが拡張されている）ものとする．

次に Xs;;HORNに対して規則 (X)を以下で定義する．

xRy, 1G⇒ r 適用条件：ある X1RY1,,,,,XnRYn E 1Gに対して
(X) 

G ⇒I' ¥" 1 X1RY1 & ・ ・ ・ & XnRYn⇒xRyがX中の性質の代入例になっているとき．

たとえばA= { reflexive, transitive}の場合はふたつの形が (A)規則になる．

xRx, <G⇒I' 
G⇒r 

xRz, xRy, yRz, <G⇒I' 
xRy, yRz, <G⇒I' 

以上の準備の下で，任意のX ~ HORNU{serial}に対して体系 Negrixを次で定義する．これがXで
特徴付けられる様相論理に対する Negri[2]の体系（と同等なもの）である．

定義 6.1.XこHORNのときは， Negrix= NegriK + (X). X = X'U {serial}かつ X'こHORNの
ときは， Negrix= NegriK + (X') + (serial). 

なお Negri[2]ではHORNに入らない性質に対しても規則を導入している．たとえば

xRy & xRz⇒ yRz or zRy (connected), 
xRy & xRz⇒ヨw(yRw& zRw) (directed) 

に対しては次の規則を用いる．

yRz, xRy, xRz, G⇒I'zRy, xRy, xRz, G⇒I' 
xRy, xRz, G⇒r (connected) 

yRw, zRw, xRy, yRz, G⇒r 
xRy, yRz, G⇒I' 

(directed) た乳し wは結論に現れない

定理 6.2.11'が木ならば， Negrixf---11'⇒ rとC伐belledf---1['⇒ ［は同値である．

Proof.これは両方の体系がXを条件とするクリプキモデルに対して健全かつ完全であることを用いれば自
明である．一方，構文論的にこの同値性を示そうとしたとき，

C長belledf---1['⇒ rならばNegrixf---11'⇒ r 

は素直に示すことができる．しかしこの逆は少々厄介である． Negrixにおける結論のシークエントが
T⇒r （ただし Tは木）であっても，証明の途中では木でないGに対する G⇒△というシークエントが
一般に使われているので，単純な帰納法は回らない．特に，非連結な複数のグラフ G1,Gふ．．．，Gnについ
て記，G2,...,Gn⇒△といったシークエントが証明の途中で使われている場合の処理が面倒である（複雑
な議論を行えば構文論的な議論でも示すことができるとは思うが）． Q.E.D. 
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