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§1. 概 論

MonteCarlo法,特に平衡状態のMonteCarlo法は諸量Ⅹのensembleaverage,

<5 <αlXe-P5rla,
<Ⅹ>- (1)

<2:ai<αIe-PJC極>
(ここで抑 ま系のハミル トニアン,la>は系の1状態, β- 1/kT)

,のIa> についての和が実行困難の時,状態 Ia>を<αlexp(-PJC) lα> に比例

する確率でとりだし,それによって,

･x>M･C･-.F,M.C.<a′LX.a′,/
(MonteCarlosteps) (2)

(ここで< 遍CはMonteCarlo法によるensembleaverage,la>M.C.はMonteCalroの 1

configuration)

として求めるものである｡

状態Ia>を<alexp(一郎r)La> に比例する確率でとり出す方法として,kinetic

modelのように状態を<alexp(-PJC)la> に従って stepさせ,la>が<alexp

(-PJr)la>に従 って分布 しているような ensemble,つまり平衡状態 を作 りだし,そ

こでの平均をとる方法が普通行なわれている.D2)

しかし,すべてが対角化されている古典系では,<a価Ia>-Ea,<alexpト βJC)

la>- ｡｢卵も であるのに対 し,量子系では,JCの固有状態でないla> について<al

exp(-β誰)la>が一般には計算不可能なためMonteCarlo法は困難であると考えられ,

現在まで実行されていない.そこで量子系でのMonteCarlo法について一つの方法を提

案する｡

§2.量子系のMonteCarlo法

これを近似的に可能にする方法として,<alexp(一柑 )la>を求めるのに鈴木3)に
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･よって提案された Trotter'sformuraによるexp(-β∬)の近似的評価法を用いる｡

これ はノ､ミル トニアンが十分 shortrangeinteractionからなっているときShortrange

のハ ミル トニアンを打iとし

p
Jr- ∑ Jr.
i=1 1

とする｡ Trotter'srormulaを用いて

expトP(Xl小 町 1-nlL-J i%1e'xp(niXi)]
∩

(31

(4)

と書ける｡

ここでnを有限 n｡で止めたものを n-n｡の近似 として

<alexp(-β,Jr)la>_
n~no

-<a･exp(鉢 )-･exp(fox,)･･･exp(i.Nl) -eXp(鉢 ).α,

1st
mo th (5)

と評価することができる｡

今,∬iは十分 Shortrangeだか らこれを対角化 しexp(-(β/n｡)･Jri) の行列要

素を容易に求めることができるo 以後,簡単のために (-P/n｡)･3ti⇒5ri とするO

<αfexpト 許i)la>が求まるから,(5坑 は

<α Iexp(-β狛α>- - ∑ <αfexp(-3rl)lPll><P11l
n~n o lp.>

lJ

i- 1,-･no-1 ･‥‥･̀ βn｡-.･pJ exp(一研 α>
J=1,-,p

(6)

と求めることができ, MonteCarlo法はこの範囲で原理的に可能になる｡

しかしIPi,J> の和 を厳密に行 うことは･古典系で MonteCarlo法を用いずにIa>

についての和をとるのと同程度の計算であり一般に実行困塵である｡ そ こでこ の和 も

M｡nteCarl｡法 を用いて計算するのが便利である｡つまりMonteCarloの1状態 として
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Ia> ではなく tla>,lPi,J> i- 1,･-,no-1,j= 1,･･･,plli (以後 Ia,βii>

と書く)をとるのであるoすなわち 極,Pii>が

<αfexp(-3C1)lβ11>--･<Pno-1,p-1lexp(-3tp)la>

の確率で現われるように stepさせるのである｡

実行する上でもう1つ困難なことは,Lα,Pii>を((no-1)×(p-1)+1)個の
独立な状態の直積 として扱 うことである. しかしこれも 打.が十分 shortrang である1

ことを用いれば解決する｡ つまり<βiilexp(-β隼 )Iβi,i十1>≠0 であるためには

IPiJ>とIPi,i十1> とは 町 の range 以外では一致 していなければならないことを

利用すると, Shortrangeの中で互いに相互作用 している点の数, N｡, だ け独立な

configurationをもって来て,<βi,ilexp(-3ri)lei,i十1>は 5rJが関係 しているとこ

ろだけの行列要素であるとすれば (p-1)個の独立な IPiJ>はNo個の独立な confi-

gurationにおきかえられる｡ そこでこの (N｡×(n｡-1)+1)個のconfiguration全休を

Ia,PiJ> と見なおすことができるのであるoこのconfigurationの中では<βiilexp(

-βJC･)lβi,i十1>は折 に関係しているlPii>および 周 ,J十1> の中の点の関数になる,J I･)'1 )

つまりconfigurationの中の点に関して対角化 されているといってよい.このことは初め

ハ ミル トニアンJrで与えられた量子系は n-n｡ の近似で (N｡×(n｡-1)+1)個の

configurationを1状態とする対角化された系,つまり古典系で表現 されることを示して

いるo この対角化された系の configurationは初めの IPii>の configurationに対しnoの

ために 1次元だけ次元が高いconfigurationになっている｡

この新しい次元の方向をn方向 と呼ぶ ことにす る｡

以 上で 1-dimだけ次元が高 い系を考えることによって量子系でも, ある近似内で

M｡nteCarlo法が実際に実現可能であることがわかった｡

新しいconfigurationの中でのエネルギーの計算は注意 しなくてはならない｡

∂

･E,･Z-一両Z-一芸 .E, <a･e-pxLα,

- 蒜 as, <a･(Ee-Xi)nb-a,i=1

- 慕 .5,,k<a･e強 -････品 e~K k-･･-e~Xp･a>
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(kは (noxp)個の e-Nk のすべて )

∑ <ale
L昆?>k

wllP">-<Pkle-3rk昭 >
･pk.gee-"kf4k,,

<pkre-3rkIPt>

･･････<β｡｡J e~JCpla,
p-1

∑

1 ㍍ > [ (̀ α'eNIIPllH PnoJ e~∬ pla>)p-1

(2)式 より

'E'M･C･=la,E ij'M.C.

同様にして,比熱Cは

∑
k

kr.71
旦

aQL
β
川
< Pt>
<pkle~JrkIβこ>

･鴫e-Ni･βこ,
<pkle~JCi峨>

/
2 ∂

MonteCarlosteps) (7)
･鴫 e-xilβこ, ､2

<pkJe~5fi lβこ>

MonteCalro steps

∂2

<pkl舜 e-3ri昭'
<射 e-3fi昭 >

§3･ Spin系のMonteCarlo法

-<E>2M.C.

以上で考えた方法をnearestne励 bourinteractionをもつスピン系で考える｡

/→ミル トニアンは

5r-<召,kxs; S;+ kys言S;+ k s子S子Z 1 J

(8)

(9)

系の状態を表示する方法 として S子を対角化する表示の直積をとることにする, もちろ1

んこれは3rを対角化 しない0才riとして
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JC･- k sチSチ+ kys言 S;+ k s予S子1 Ⅹ 1J z 1 ∫

をとるo ここで exp(-3ri)の行列要素を求めるo

′ーノ

expト3ri)- a

(

1+X3･0,0,ち-x2
0･ 11%,ち +x2, O

0,ち十x2,卜葦,0
X.1%,0･0･1+X,
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′ヽ′
a=coshkcoshkcoshk-sinhksinhksinhkX y z x y z

笥= (tanhkx-tanhkytanhkz)/(1-tanhkxtanhkytanhkz)

x2,X3はx,y,Zをcyclicにかえたもの
■

となる｡

以後 kx-ky= kz- k HeisenbergModel

k - k - k, k - 0 XY⊥ ModelX y z

kx- k -k, k - 0 XY〝Modelと呼ぶことにする｡Z y

l次元ふ えた ia･ Pii> の configurationの中の相互作用は4点 o･0lo′a( の 4体力でlJiJ

あると考えられる｡

今 no- 1 とすると1次元系ではS-と相互作用しているのは Si_1とSi十1の2つだ1

から新 しい COnfigurationは β,β′の 2つ,これを図示すると

Fig･1 -次元量子スピン系で no- 1のときのconfiguration
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相互作用は Q で示 した4体力であるO このconrlgurationとlαH Pij, との関係

は Ia>は○印,lPll>は⊂⊃ ご囲んだもの,Jβ12Qま(二つで囲んだもの, etc であるo
また㊤は一致する｡

また trace<αl･･.極>より,lα>と最終状態,▲印は一致しなければならない.

これはn方向の cyclicboundaryconditionを与える｡

ここで<αPβ′(についてMonteCarlo法を行えばよいのだがno- 1 の場合は鈴

木4)の pairproductmodelによって解析的に解かれているo そこで no-2 の齢 っま

り1αββ′β 〝 P"> についてM｡nteCarlfO法を実行 してみることにする｡

SN SN十1

Fig･ 2 一次元量子スピン系で n.- 2のときの COnfiguration

MonteCarlo実行時に注意 しなくてはいけないことは(ll)式を見てわかるように exp

(-3ri)の行列要素が0のところがたくさんあるため, もとの configurationで 1つの
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Spinを表わしている (2n.+1)個の0を同時にflipさせ ることが重要である｡

この simulationの結果得 られた,エネルギー,比熱,帯磁率は以下の通 りである｡そ

れぞれ厳密解, n｡- 1(解析解 )と比較 してある｡

0 1 2 3 -----------lk.T/J 5
Fig･3 -次元量子スピン系HeisenbergModelのエネルギーと温度の関係

1 2 3 kJ/｣ 5

Fig･ 4 -次元量子スピン系 xY-Modelの エ ネルギーと温度 の 関 係
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Fig. 5 一次元量子スピン系 HeisenbergModelの比熱と温度の関係
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Fig･ 6 -次元量子スピン系 XY-Modelの Z軸方向の帯磁率 (スピン

相関の和 )と温度の関係
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/⊥ ～

Fig･7 二次元量子スピン系の n｡- 1のときの configuration

(a) columnが4本の場合の4体力の図
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(b) columnが12本の嫁合の4体力の阿.

simulationのとき周囲8本のcolumnのスピ

ンの状態を条件として与え,中の1本のスピン

の状態を flipさせる｡
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次に2次元系の場合 について考えてみる｡ハ ミル トニアンとして

3f-∑∑(kxs;jS告い+ksy･Sて十1,j+ks子･S告 ､j)JI ylJ iIJ

十∑∑ (kxs;jS;j+1+kys言iS言,j.1+ks子･S;,i十1)Zりij
(12)

5r i とて 1次元の場合 と同様にとり,それの並 らべ方を(12)式で内側のEか ら評価 してい

く順に並らべ るとするとFig.1に相当する図はFig･6を平面上にならべた ものになるo

この simulation(2次元XYmodel)は最近興味が持たれている系であるが,帯磁率

に特異性をもち,比熱に発散がないとい うBettsetal･5)と Kosterlitz6)らの結果を瀦

している｡この結果の詳細については本誌Bl臓 (鈴木,宮下,黒田,川端 ｢2次元量子

スピン系および古典スピン系のモンテ ･カルロ法による研究 一 渦生成型の相転移 -

｣ を参照 して下さい｡

参 考 文 献

1) L.D.Fosdick in Method in ComputationalPhysics(editedby B.Alderetal.)

Vol.1P.245

2) K.Binder in Phase Transition and CriticalPhenomenaVol.5B.(editedby C.

DombandM.S.Green)AcademicPress,NewYork.

3) M.Suzuki F rog.Theo r.Phys. 56( 1976) 1454

4) M.Suzuki∫.Phys.Soc.Japan21(1966)2274

5) D.Bettsin1%aseTransitionandCriticalPhenomenaVol.3.

6) ∫.M.KosterlitzJ.Chem.Phys.7(1974)1046.

7) ∫.C.Bonner,F.M.FisherPhysRev.135(1964)A640

8) S.Katsura,Frog.Theor.Phys.20(1958),192

-205-


