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瓦:鑑二鯉!.

鞠
し二ニコ

AnAdmissibleDataC].assoftheCauchyProblem

forNon-stric七lyHyperbolicOperators

ByKatsujuIgari

§1.工ntroduction.

工nthispaperweshallstudytheCauchyproblem

P(・ ・t・D
x・Dt)u(・ ・t)・f(・ ・t)・(・ ・t)ξ Ω●

(1.1)

Dlult
。。 ・U」(・)… 」・m-・

n
×[0・h]・h>0・x=(・

1・ … ・・n)andwhere9判R

('・2)P嵩D碧 ・M葦

」≦ma・ 」(・ ・t)D蔓Dl・

」≦m-l

H・r・andh・reaft・rweu・eth・ ・tandardn・t・ti・n・ ・Dt・1饒,

D」・1貌 …(… … ・・
n)ar・mu・ti-indices・D奨 ・Dl'…Dln・

M・ ・1+一 ・一+・n-W・alway・assum・Phyp・rb・1i・ ・Nam・ly・1・tting

{λ 」(x・t・ ξ)}」 ・・
,_,mbethe「ootsofthecha「acte「isticequation

　

(・ ・3)pm(・ ・t・ ξ・・)=τm+1

。1葦 」。ma・ 」(・ ・t)ξv・ 」=0

(x,七)・ Ω・ ξ・RnV・}・w・assum・thatλj(x・t・ ξ)ar・reaユ ーva・u・d・

H・r・w・d・n・tassum・that{λ 」}」 ・・
,_,mar・distinct・

-1一



Therearetwoapproachestothisproblem:

1・FindconditionsonPfortheCauchyproblem(1.1)tobe

　
Cwell-PQsed. ゆ

2.GivenP,determineaclassofdata(⊂C)forwhichthe ゆ
Cauchyproblem(1。1)hasauniquesolutioninC.

InthispaperweshallfollowthesecondapProach,introducing

th… 一・a…dG・vrey・ ・assYlΣ1.

D・finiti・nユ ・∫((K)(KYl
oc,Y.)3K>・).f(・)∈ 膿imp・i・ ・th・t

foranycompactsetKthereexistconstantsρandCsuchthat

(・.4)1D隻f(x)1・cρ 一1α1(1・1!)K,xξK,f・ ・anyα.

f(。)。Y(K)imp・i。 、th。t(L4)h。 ・d,f。rany。.

工七isconvenienttodenotethereal-analyticclass.andthe

C..一・・assbyYlきlandYl=1・e・pectiv・ ・y・C・ ・ar・y,Ylき1(Yl=1⊂

Ylぎ1(Yl瀧,if・<K<K'・ …

L・tussaythatY盤i・anadmissib・ ・d・t…ass(・fth・

Cau・hypr・b・ ・m(…)),iff・ranyu」 ・Yl=1(・ ≦」・m-・)andanyf・Y盤

thereexi。t。auniqu…luti・nu6C。 。 ・fth・Cau・hypr・bl・m(1.1).

Th・nitwi・ ・b・ ・urpr・b・ ・mt・kn・wwh・th・ ・ 膿i・anadmissib・ ・

dataclassoftheproblem(1.1)ornot。

R・markingth・tifY{=!i・admissib・eand・'くKth・nYlξ1)一 ・

i・al・ ・admissibl・,w・d・fin・ ・0(P)by

一2一



(L5)・ 。(P)・ ・up{・3Y錺li・an・dmissib・ ・d・ta・ ・ass

oftheCauchyprobleln(Ll)}-

WecallittheGevreyindexofP.Hereweremarkthatifthe

coefficientsofPareanalyticornearlyanalytic,thentheset

(L5)
ofK,sin・-isnotempty,cf.[1](ノ[6].

Iti・anint・ ・e・tingPr・bl・mt・ ・ha・a・terizeKO(P)int・rm・

ofthepropertiesQfthesymbolofP.Thisisourthemeinthe

presentpaper-

Uptonowwealreadyknow'thefollowingresults:

i)工fthemultiplicityofthecharacteristicrootsisat

(Kl)

mostr(≧2)andthecoefficientsofPbelongtosomeY

(・<K、 ・r≡、)・th・n

(・・6)・ 。(P)≧r≡ 、・

ThistheoremisduetoY.Ohya[1」,J.LerayandY.Ohya[2],

R.Beals[3],V.Ja.工vrii[4],J.M.Trepreau[5]andM。D・Bron-

・ht・in[6]・Wesh・u・dr・m・ ・kthatifuj・Yl蕊(・ ・」・m-・)and

f,Ylll)(・ 、≦・2・r≡f),th・nth・ …uti・na…b…ng・t・th・ ・am・

(K2)

Yloc・

ii)工nthecaseofconstantmultiplicity,thecharacteriza-

ti・n・f・0(P)wa・p・rf・rm・dbyH・K・m・t・u[7]andDePa「isand

Wagschal[8],cf.V・Ja・Ivrii[9]also・Concerningthecase

一3一



wheretheprincipalpartoftheoperatorhasconstantcoeffi-

cients,seeS.Wakabayashi[10].

iii)V.Ja.Ivrii[11]gavesomenecessarycorlditionsfor

膿t・b・anadmissib・ ・d・ta・ ・ass・f(L・).

工nthisarticlewewillconsidertheoperatorswithcharac-

teristicsofvariablemultiplicity,assumingitsmuユtiplicityat

most2・andwillgiv・an・w・ha・a・t・ri・ati・n・f・0(P)・whi・hi・

moreprecisethan(1.6).

§2.Statementofresults.

TOStateOUrreSUltSWeUSeSOmer10tatiOnS.

D・finiti・n2.・(r(K),rk・(K)3・ ≧・,k・ ・,・,_,・ ・).晩 ・嚇 貯

チ〔x)b。 ・。ng、t。r(K)ifthereexi,t。 。n。tant,ρandC,u。hthat

(2.・)IID隻fll・cρ 一1αll・11K,f・rany・.

匝 、久艸 瀬 卿b…ng・t・rk・(K)ifth・ ・eexi・t・ ・n・tant・ ρ

andCsuchthat

(2.2)・uplD隻Dl9(・,t)1・cρ 一(1α1+j)(1・1・ 」)!K,・ ・t・h,

f・ranyα,」(」 《k).H・r・llld・n・testh・Ll-一 ・

工tfollowseasilyfromSobolev,sle㎜athat

Y(Khc。(r(K)ぐY(K),

(2.3)

Y(K)(Ω)nc。(Ω)(r..・(K)⊂Y(K)(Ω)・

_4_



D・finiti・n2・2(B碁[§ 「(・)]).W・ ・aythath(・
,t,ξ)b…ng・

t・B碁[§ 「(・)],ifi)・h(・,t
,ξ)i・h・m・g・n丘 ・u。 。fd。greerinξ,

andii):thereexistsaconstantρsuchthat

(2・4)iD濃h(・ ・t・ξ)i・C」
。ρ旧1βllβ1!K,(・,t)・ Ω,1ξ1・ ・,

fo「any」(≦k)andanyα ・ β・wh・r・C

」αa・ec・n・tant・ind・p・nd・nt

ofβ.

WeconsidertheCauchyproblem(1.1)underthefollowing

condition.

Condition(C).Thefoユlowing(C-1),(C-2)and(C-3)are

satisfied:

(C-・)・ 。」(・ ・t)・Y(K)・

(C-2)ThecharacteristicpolynomialPm(x,t,ξ,丁)canbe

decomposedas

m-SS

(2・5)pm=

」垂、(τ一λ」(x・t・ ξ))」 垂、(τ一μ」(x・t・ ξ))・s`2m・

wh・r・ λ」・V」ar・r・a・-va・u・dandb…ngt・B碧 一'[§'(・)]・Furth・ ・-

morethereexistsapositiveconstantδsuchthatifj≠kthen

(2・6)1λ ゴ λkl≧ δ・1μj-Pkl≧ δ・1λ ゴPkl≧ δ・(・ ・t)・ Ω ・1ξ1…

(C-3)F・rea・h途j・ ・,th・reexi・t・aj(・,t,ξ)ξBl【 §・(・)】

suchthat

(2・7){・ 一μ」・τ一λ」}・t-1(μ 」一λ」)・j・

-5一



where{,}denotesthePoisson,sbracket.

Now・letL」(・ ・t・ ξ)b・th・L・vi'・fun・ti。n・ ・nam・ ・y

(2・8)L」(・,t,ξ)・P温
.、(・,t,ξ,μ 」1λ 」),」 ・・,_,・

wh・r・P孟
一・・la・Dtpm・ 養

」1、aξ」D・」Pm-pm-・3a・ ・溢 ・aξ β ξ」andPm-・i・

thehomogenuouspartofdegreem-lin(ξ,τ>ofP.Wedefinethe

numb・r・{ρ 」 ・σ」}」
.・
,...,。a・f・ll・w・ ・ロ

(2.9)ρ 」 ・inf{ρ ・・為,Bl[§m-2(・)]},

JJ

whe「e・iftheset。fρinthe「ightsideisempty・ ρ」=..・

(2…)・ 」 ・sup{…3t層 σL」・Bl[§m-'(・)]ま ・

wher。,ifth・,et・f・inth・right・idec・in・ideswithR+・{・3

0≦ σ<..}・th・n・ 」=..・

{}釜
LetK=K(P)bethenumberdefinedby

(2…)・ 襲・甥
≦。讐 ・

器.箭
wh・r…2ifρ 」=..f・r・ ・m・ 」(・v・nth・ughσ 」=..)・andK=..if

ρ」・・f・r・very」 ・Th・nth・f・ll・wingth・ ・,・mh・ld・ ・

Theorem.Underthecondition(C),ifl≦K<K,thenthe

Cau。hypr。b・ 。m(L・)i。r(K)w。 ・・-P・sed.Thati・t・ ・ay,f・rany

u.ξr(・)(。 、」≦m.・)andanyf・rk・(K),七h。reexi,t。auniqu。 …u-」

_6_



ti・nu・rm+k・(K)。fth。Cau。hyp。 。b・ 。m(・.・).H。 。ek・ 。,、,_,・ ・.

Co「011a・y・SupP・ ・eth・t・iseq・alt・s・meK
l(1〈Kl〈2)in

t呈ec。nd't'。n(C)anda's。'nthedef'n't'。ns。fρ
j・ σjand

K(P)・Then,unde,thecondition(C),

聾
(2・12)・o

.(P・)≧ ・(P)≧2・

欝ll諮li:{野 盤 、ll齢lllll2;1;ll:・t…ロ
ProofofCorollary.Sincethemultiplicityofthecharac-■

teristicrootsisatmost2andthecoefficientsofPbe=LOngtO

(Kl)

Y(1〈Kl〈2)・wea1・eadykn・wtheexi・t・nce・fth・d。m・in。f

finitedependence,cf.[2],[4].Therefore,usingapartitionof

unity,onecaneasilyverifythatthiscorollaryfollowsfrom

theabovetheorem.(q.e.d)

WegiveheresomeremarksonTheoremandCorollary.

旦elnarkl・ 工fl≦Kく2,theconsequenceofTheoremremainstrue

withoutassumingthecondition(C-3),cf.[2]。

Remark2.Corls●iderthecase:

tL」(Pゴ λ」)-1・Bl[§m-2(・)Lエ ・」…

釜 盤
whereρ.=landconsequentlyK(P)=。 。.Inthiscase,evenifK=K

J

theconsequenceofTheoremremainstrue,namelytheCauchyprob一

工・m(…)i・r(..)w…-P・ ・ed・H・r・Y(..)・B・r(..)・Dl2andB彗[§ 「(・・)]

-7一



i・th・u・ua・ ・ymb・ …assB著[§ 「]・fpseud・-diff・r・nt・aユ ・P・・a-

tors.Cf.[12],[13]and[ユ4].

Rema「k3・SupP・seth・tKi・equalt。 ・。meKエ(1<Kl〈2)in

theconditions(C-1)and(C-2),andunderthesetwoconditions

conside「thecase:fo「eve・yj(1≦ 」≦・)th・ ・eexi・tθ 」>Oand

δ」(・ ・t・ ξ)・Bl[§'(・ 、)]・u・hth・t

θ.

(2・ ・3)ロj一 λゴt」 δ」・inflδ 」(・ ・t・ ξ)1…(・ ・t)・ Ω ・1ξ!…

,

Inthiscase,thecondition(C73)isautornatica=Llysatisfied.

HenceitfollowsfromCorollarythat,whateverthelowerorder

termsOfPmaybe,

(2・'4)K・(P)≧ 翌者
、,2θ5/(θ5-')・ θ5=max{'・ θ」}・

Remark4.COnsiderthefollowingsecondorderhyperbo].ic

differentialoperatorasanexample・

(2・ ・5)P・Dl-t2㌔

,1.、 ・」kD」Dk-b・Dt-tm」1、b」D」-c

wherelll

三}Ω Σa」k(x't)ξ 」ξ～0'Σb」(x'0)ξ 」 ≠0'24andmaren.n聯

negativeintegers.エfど 一1≦m,thentheCauchy thisprOblemfor

。p・ ・at・ri・C..w・ll-P・ ・ed(seeth…m・ ・k2)・Th・r・f…w・

considerthecaseofε 一1>m,assumingthata工lofthecoefficients

b。 、。ngt.。.m。Y(K・)(・ ・K、 ・2).

Weseeeasilythatthecondition(C)issatisfiedandthat

..8_



K釜(P)・(2ε 一m)/(2-m-・)f・rthi。 。p。。at。r .・n七h。 。七h。rhand ,f。 。m

Ivrii[ll]weseeals・thatifthec・efficient・areanaly七icand

K>(22-m)/(ど 一m-・),th・nYlξli・n・tanadmissib・ ・d・t…ass
.

Thus・inthisca・eK(P)・ ・in・id・ ・with・

0(P)・

OurplanoftheproofofTheOremisasfollows.Modifying

μ」andλjnearξ=0・w・m・y・upP・seth・t

P」(・ ・t・ ξ)・ λ」(・ ・t・ ξ)ξB碧 一'[S'(・)]

(2.16)

1・ゴ ・kl・ δrξ 〉・1λj一 λkl≧ δ・ξ・・1・ 」一λkl≧ δ・ξ・・if」 ≠k・

wh・re<ξ ・・(・・1ξ12)'/2andB碧 一'[忌'(・)]i・a・ymb・ …ass・fp・eud・-

differentialoperatorswhichweintroduceintheAppendix.Set

△i=Dt一 りi(・ ・t・D
。)・i=1・ ・…m・

(2.17)

πi=△i△i
.1… △1・i=1・ ・…m・

wh・r・p。+i=λi(i=1・ … ・m-・)andμi(・ ・t・D。)i・th・pseud。-diff・ ・-

entialoperatorwithsymbolμi(x・t・ ξ)・

Since,withno工ossofgenerality,wemaysupposethe

initialdatatobenull,weconsidertheCauchyproblem

(1・1')Hmu=(㌃P)u+f・nulliniti・1d・t・ ・

Weconstructitssolutionbythemethodofsuccessiveapproxi-

mation.Letuしbethesolutionof

(E)るHmu6・f`4`,nu・ ・initi・ ⊥data,

の づ

wh・r・fo・f,ft'1・(Hm-P)uい1(i≧2)・ ・n§3w・wi・ ・d・riv・tw・typ・ ・

-9一



ofenergyestlmatesoftheso!utionof

(E)πmu・f・nulliniti・ld・ta・

In§4,combiningtheseestimatesbytheHδ1der,sinequality

(Le㎜a4.1),wewillobtainthesuccessiveestimatesofuLand

・h・wthec・nv・rg・nce・fΣ 墜
。、uしund・rth・assumpti・nK<K髪(P),

whichwillgivethedesiredsolutionof(1.1').

工ntheApPendixwewillintroduceaclassofpseudo-differ-

entialoperatorsw土thGevreycoefficientsandgi▽esomeresults コ
onitsca=Lculしls,whichweusethroughoutthispaper.

§3.EstimatesofthesolutiOnof(E).

工nthユssectionwearegOingtoobtaintwotypesofestimates

ofthesOlutionuOf(E).Thereasoningdonebelowowesmuchto

Mizohata-Ohya[15],Ohya[1]andNishitani[13].

3.1.Reductiontoasystem,工.Set

(3.1)

where

uO=u,

u=t

m-2A

L

b

蝿

E3

Ui=△iUi .P

(uO・uP… ・Um-1)・

Au・(2・)一 ヅ ・

「⊥

-

占

.

一

l

S

　

一

S

m

、

一

A

m
A

X・■

i=1,...,m-1,

F・t(0,_,0,f),

ξ〈ξ〉食(ξ)dξ
,食

_10一
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u(x).

(3.2)

(3.3)

Then

章

from(E)we

=HEU+Bl

H・[1'1

2}

B・・〔:1・1}:〕

H1(x・t・ ξ)is

N・(x'tず

N1(・ ・t・D
。)

have

EU十F3

「り1A

.1
● ●1

●
.'A

　
●

μsl

　 り 　 コの　 ト 　　 　 　ゴ

1λlA .,

1● ●

1●.。A

lλ
Im-s

1・b

l.1
●二

bl,ll=一 ～Sl

61.l」

1・

i●.b制

diagonalizedby

1
●

hasits

.n....

。'・.I」3nij=〈 ξ>」 一'

1

1eftinverse(inthe

,b∈Bl[SO(・)]・

コ

k。1.、(・i-・k)鱒'∈Bl[SO(・)]・

operatorsense)ofthe

form:

(3.4)

where

1

.r..

N≡'(・ ・t・D。)・1・ ・
.
.⊥ 」 ・

1
,

ri」(・ ・t・D
。)isdete「mlnedby

therecurrenceformtlla:

一ll一



(3・5)rij=-niゴ ・エ
,i.、ni.、,ゴ … 一・i,」.、n」.、,」 ∈Bl[80(・)],

andthe「ef。 「e「i」(・ ・t・ ξ)i・r・p・e・ent・d・ ・

(3・5')rij(・ ・t・ ξ)・<ξ ・」一'謁(・ 」一・k)一'・ ・{」 ・ ・三」∈Bl[S-'(・)]・

Th・diag・na・ize・N2・fH2andit…ftinv・ ・seN;'ar・ ・bt・in・d

inthesameway-

Hence,setting

(3・6)N・ 閾N-'・ 〔1≡'蹴

from(3.2)wehave

(3・7)DtNEU・DNEU・B2NEU・NF3

1
μ「

D・ 〔1十'● 冒・・λ
、.・B2・ 〔ゴ・li:〕・
●
・λ

m-

wh・r・B2・{NH-DN・DtN・NB'}N-',whi・hi・,・ ・nsequ・nt・yBl、andBl2

arealso,trigonom(ゴtricmatriceswhosecomponentsbelongto

Bl[SO(・)]・

工twillbeimportantinthenextparagraph3.2toreduce

th・ ・rd…fth・ ・ff-di・g・na…mp・n・nt・ ・fBl、t・ 一・.F・ ・thi・

purposewediagonalizethematrix

一12一



μ1

。 ・・.b'」(・ ・t・ ξ)3bi」 ・Bl[SO(・)]ar・ ・ff-di・g・na・
"sc・mp・n・nt・ ・fBl

、 ・

Thismatrixisdiagonalizedby

l,

N壬 ・

。・・1'」3n壬 」(・ ・t・ ξ)・Bl[S-1(・)]・l
wh・ ・en壬 」(i<」)is -d・t・ ・min・drecu・r・ntlyby

n王 」 ・(bi」+n壬
,i.、bi.、,」 ・ …+n壬,」.、b」.、,」)(・i-・ 」、)一'

Th・1・ftinv…e(inth・ ・p・ ・at…en・e)・fN1(・ ・t・D。)i・

1,

Nf'・
。●・1'i・ ・壬」(・・t・D・)・Bl[8-'(・)]・

whererで.isdeterminedbythesameformulaas(3.5).■J

Hence,ifweset

(3・8)N'・ 〔1壬1〕 ・N'一'・ 〔lf'1〕 ・V・N戸NEU・G・NF・

then(3.7)isreducedto

(E')DtV=DV+BV+G3

B・{N-N'・DtN'・N'B2}N'一 ・ ・ 〔1"ll:〕 ・

-13一



whereBisatrigonometricmatrix,theoff-diagonalcomponents

・fB、 、b…ngt・Bl[S-'(・)】andth・ ・ther・ ・mp・n・nt・ ・fBb・ …g

t・Bl[SO(・)]・

3・2・Reductiontoasystem,1工 。Set

δi=μi一 λi・i・ ユ・… …

(3.9)

Q・ ・ δ'・1
.δ/・Q・(1・1)・

e

Thenitfollowsfrom(E')that

(3…)DtQV・DQV・B3V・G;

B3・ ぽ ・li:)・ 〔[Q・'Dユ]+DIQ・+Q・B・・Ql:12〕 ・

B3i・trig・n・m・t・i・ ・Th・di・g・na…mp・n・nt・ ・fBl、ar・

[δi・ μi]+Dtδi+δibii

ま[D

t一 μi・Dt一 λi】+δibii・

H・nce,・wingt・thec・nditi・n(C-3),th・rea・ebi,b壬 ・B8[80(・)]

suchthat

(3.・ ・)(i,i)・ ・mp・n・nt・fBl、 ・t-'biδi・ ゼ'b王 ・

Sinceth・ ・ff-di・g・na…mp・n・nt・ ・fB、 、b…ngt・Bl[8-'(・)],

th・ ・ff-di・g・na…mp・n・nt・ ・fBl、b…ngt・Bl[SO(・)]・

_14一



Therefore,(3.10)iswrittenas

DtQV・(11Q'1:'2〕QV・t-'(1エ:)QV

(3.10)

・C暉IBエ・li:)V・G・

whe「eBi2=QIBI2-Ql'B12and・v・ry・ 。mp・n・nt・fB壬 ・B壬pB工2and

B22b…ng・t・Bl[80(・)]・ 　
Th・ ・ymb…f〔1'Q'1:12〕i・di・g・naエiZedby

(3・ ・2)飛(・ ・t・ξ)・ 〔:1'2);道ii・biバj・ δibi」(・i一 λ」)一'・

wh・r・ 五i」andbi」d・n。t・(i・ 」)・ ・mp。n・nt・f飛 ・2andB・2・r・ ・pec-

t've'y・The'nverseoperat.rof揃(x・t・D・)'s憎 畠1=〔1"1・2〕 ・

Hence,ifweset

(3・・3)一 飛QV・B-・ 飛〔lhlli:い ・t--G・

thenwehave

(E)DtW・DW・t-'BW・ α,

-15一



wh・r・B・Bl[80(・)].

3・3・Energyestimate,工.Ouraiminthisparagraphisto

obtainanenergyestimateofthesolutionof

(E')DtV・DV・BV・G・Vlt 。。 …

工tiseasytoseethat

(3・ ・4)器llA「vl・K。11A「vl・il[A「,D]vl国1A「Bvl・llA「Gl,

4
f・ranyr≧ ・・wh…K・ ・ID-D襲ll

£(L2,L2)・H・ ・eDb・ ・-g・t・Bl[S'(・)】

andBt・Bl[SO(・)]・

Thefollowing!e㎜aholds.

Lemma3.⊥.ThereexistconstantsρandKsuchthat

(3・ ・5)11[Ar・D]vl≦

」1、(ぎ1(2ρ)-」+'(」 一・)!KKIAr+'伽 」vl{

+(2ρ)一 「r!KKIIvl,

foranyr>0,and

r_1襲..

(3・ ・6)llA「Bvll㍉ 三
。 〔ぎ)(2ρ)"」 」!KKIIA「"」vl+(2ρ)一 「r!KKllvL

foranyr≧0,wherer!=r(r+1)andrdenotesthesmallestinteger

largerthanOreqUaltOr-

_16_



Theproofofthisle㎜awillbegivenintheAppendix.

Usingthislemma,wehave

畿11ArVll・(葬0+rK+K)ilArVl・ 」12(rl+')(2ρ)-」+'(」 一・)!KKilAr+'-」V

(3.!7)

・2(2ρ)一 「r!KKIIvll・llA「Gl,

foranyr≧0,where,incaseofr=0,the3-rdtermintheright

sidedoesnotaPPear・
9

Now,weassumethat.

(3・ エ8)ilA「G(・,t)1≦tsρ 一(「+P)(・+P)!KAK。(t),f・ ・any・ ≧・,

wheres(≧0),p(≧1)andA(≧0)areparametersand

K
r(t)・exp{KO・2(・+1)K}t・F…impli・ity・w…eth・abb・ ・vi・ti・n・

(3.・g)w。(・,P;t)・tsρ 一(「+P)(・+P)!KK。(t)・

Thenthefollowingpropositionholds.

ProPOsition3.!。Undertheassumption(3・18),thesolution

Vof(E')satisfiestheirlequality:

(3.2・)IIA「V(・,t)11・ 。旱、Aw。(・+・,P3t),・ ≧・,

whereCisacertaincOnstantindependentofs,p,Aandr.

一].7一



Proof・Whenr=0,the2-ndand3-rdtermsintherightside

of(3.17)donotappear.Therefore

lVl≦4t・(Ko+K)(t-u)Aw。(・ ・P;・)d・ ・ 。全、w。(・+・ ・P3t)・

Next,supPosingthat(3.20)isvalidforanyO≦r≦n,weshow.that

(3.20)isvalida!soforn<r≦n+1.Herenisanarbitrarynon-

negativeinteger-ItfollwsfrOm(3.17)that

llArVl{・ 垢t・(K・+(・ ㌔')K)(t-u){

」12(r;+')(2ρ)→+'(」 一・)!阪 ・

・
s睾 、Aw。.」.、(・+・ ・P・u)・2(2・)一 「・!KK,全 、w。(・+・ ・P3・)

+W
r(・ ・P;・)}du

・。全、wr(・+・・P3t){
」12(rl+')G士 皇)-K壽1

・鴛P)犀K謙
K・・}・

SinceK≧landp≧!,

{一}≦C
」12÷≒離 ・2≦ 号・2・

TherefOreitissufficientifweta1(eC=4.(q.e.d.)

_18_



Bytheway,thefirstscomponentsOfGin(E')arenu工1 .

H・nce・puttingV・t(v、,…,v
m),V、 ・t(vP…,v,)andV2・t(・,+P_,

Vm)・W・h・v・

(3・21)DtV1=DIVI・BユlVl・Bl2V2・

Thefollowinglemmawilloftenbeusedhereafter.

L・mm・3・2・ ・fB・Bg[80(・)]・ati・fi・ ・(3・ ・6)inth・L・ ㎜ ・3.・

andVsatisfiesthe,inequality:

lA「V(・ ・t)li≦Aw。(・,P;t),f。 ・any…,

thenithOldsthat

lA「BV(・ ・t)1≦CAw。(・ ・P3t)・f。 ・any・ ≧・・

whereCisacertaincOnstantindependentOfs,p,Aandr-

PrOof.工tfollowsfrom(3.16)that

r_1馨.

{IA「BVI・

」三。(三)(2ρ)糟 」」!KKAw・-j(・ ・P3t)+(2・)幽 「r!KKAw・(・ ・P;t)

r-!g昏 ・_κ.-K

≦KAwr(・ ・P3t){

」三。(ぎ)(「lp)2-」 ・2-「(「;P)}

≦3KAw。(・ ・P3t)・

ThereforeitissufficientifwetakeC=3K.(q.e.d.)
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N・w…tu・b・b・ ・kt・(3・2・)・Sin・eB、2・Bl[80(馳K)]andV2

satisfies(3.20),usingtheabove⊥e㎜a,weseethat

lA「Bエ2V21≦ 。旱、Aw。(・+・,P3t),f・ ・any・ ≧・.

Therefore,bythesamewayastheproofofProposition3.1,0ne

canprovethefollowingproposition.

P「op。siti・n3・2・IfG・ati・fi・ ・(3・18)・th・nV1・ati・fi・ ・

コ

(3・22)llA「Vエ(一 ・t)ll・(,+21争,+ヱ)w。(・+2,P;t),f・ ・any・ ≧・,

whereCisacertainconstantindependentofs,p,Aandr.

3.4.Energyestimate,工 工.Ouraiminthisparagraphisto

obtainanenergyestimateOfQV,assumirlgthatGin(E')satisfies

(3.18). が
工tfollowsfrom(E)that

器lA「Wll≦K。llA「W国[A「,D]Wll・t-'llA「 誉Wll・IA「 δ1・

Therefore,usingtheLe㎜a3・1,wehave

lA・Wlk∬ ・(K・+・ 襲K)(t-u)〈 著)K{
jl2〔 ぎ1(2ρ)-」+'(j-・)!KK・

(3.23)§

r-1聾.

・IIA「椰」+'wl・(2ρ)一 「r!KKIwll・ 吉

」三、(ぎ)(2ρ)『 」」!KK・

_20一



・lA「-」wl・ 吉(2ρ).「r!KK川t・llA「 さIPdu
,

2一几民4
where・in・a・e。fr・0,th・ β綱and多 一tht・ ・m・inth・right・id・

donotappear-

Byth・w・y,・in・e各 ・t騙'憲'V・ 黛G;踊 ・Bl[80(・)],u・i・gth・

Proposition3.landtheLe㎜a3.2weseethat

(3・24)lA「 ざ(・ ・t)ll≦CAw。(・,P3t),・ … が
LetusdenoteCAintheaboveinequalitybyA.Then,ifsislarge

wecanshowthat

バ

(3・25)liA「wl}・1全 、w。(・+・,P3t),・ …

工nfact,whenr=0,itfollowsfrom(3.23)and(3.24)that,

ifs≧2K,

ilWl≦ ∬ ・K・(t-u)㈲Kπw。(・ ・P;u)du

ノソ 　げ

・ 論w。(・+・,P;t)≦{美 、w。(・+・,P5t)・

Nex㌻,1。ttingnb・anarbit・a・yn。n-n・g・tiv・int・g・r,w・a・sum・

that(3.25)holdsfOranyO≦r≦n.Thenitfollowsfrom(3・23)and

(3.24)thatfornくr≦n+1

11ArWl≦ ∬ ・(K・+・..K)(t-u)㈲K{」12(め(2ρ)-」+'(」 一・)鴫 ・

-21一



お
・w
r.」.、(・+・ ・P3・)・(2ρ)一 「・!KKI全 、w。(・+・,P5・)

・蓋lll'(め(2ρ)-」 」!・Kll
、w。.」(・+・ ・P;・)

ぼ
・吉(2ρ)輔 「・!KKI全 、w。(・+・,P3u)・ πw

。(・,P3u)}du

・
・奎・w。(・+・・P3t){}12(ぎ 　 (ぎ士聖)-K鶴1・(r玄P)-K綜

ロ

・1三;'〔ぎり(・才PブK輪 ・(・;P)-Kl釜畏;1・
,皇喪圭、}・

SinceK≧landp≧1,ifs≧4Kthen

{・ 一・一}≦

」!…;「馨ま」+1×C…i≡≡呈=≡≡ヨ」・+!+=』1… 工1{…萎垂芝≡皇+§ ≦妄皐圭1

≦lc・3・

Therefore,ifwetakeC=18,(3.25)isvalidalsofornくr≦n+1.

Thus(3.25)hasbeenverified.

N・wth・tQV・ 衝葡'W3黄 一1・Bl[80(・)],u・ingth・L・mm・3・2and

(3.25)wehavetheproposition:

Proposition3.3.工fGsatisfies(3.18)arlds≧4K,thenthe

solutionVof(Eつsatisfiestheinequality:
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(3・26)IIA「QVII≦1全 、w。(・+・,P;t),f・ ・any…,

whereCisacertainconstantindependentofs,p,Aandr.

§4.C。nv。 。gen,e。fΣui.

AccordingtQthewayintheprecedingsection,weset

ul・u',u叢 ・ △kU麦 二工(k・ ・,…,m-・),

(4・ ・)U'・t(ul,・,・,u孟 .、),F'・t(・,…,・,f'),

V㌔N'NEUi,Gi・NFi.

Th。n(E)ii,。 。du,edt。

(E')'DtV'・DV'・BV'・G工 一',V'lt.。 ・ ・,i・ ・,2,… ・

4.・.R・f・ ・m…ti・n・fGi,i…T・king{・,HP…,・m .、}・ ・a

ba・i・ ・wecanrepre・entHm-Pintheform・

(4・2)Im-P=cOHm 。1+・IHm.2+…+cm-1・

ロ コ

Th・ ・ef・ ・e,r・markingth・tf'・(nm-P)u■ ・w・hav・

(4・3)F∴ ∴
。U'・ さ一 、1..δ 。

wh・r・ さm
-」 ・cm-」A9(　 」一')乏Bl[8'(・)]f・ ・ 」・・・・・・…

-23一
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さm
,」 ・・m.」 バ(m嗜 」)∈Bl[SO(・)】f・ ・ 」・・+・,…,m・

む
Letcm

.」(・ ・t・ ξ)b・th・p・i・ ・ip・1・ymb・1。f・m-」 ・Th・n・t・king

(3.η)～(3.6)and(3.8)intoaccount,weseethattheprincipal

,ymb。1。fth。(m,」)。 。mp。 。。nt。fth。m。t。i。 。p。 。ati。gt。Viin

(4.3)is

巳m .、 ・ξ・」一'鑑(・ ゴ ・k)一'・8m.2・ ξ・」-2鑑(・ ゴ ・k)一'・ ・

む

...十C..
m-」

Therefore,ifweset
,

(4.4)

thenwe

(4.5)

ら

Z」 ・{εm
.、 ・3m.2(・ 」一・、)・ ・・…8m-」lll(・ 」一・k)}・ ξ・-m+2・ ⊥・」…

L=

●

1
2

o

'泌

sO

●0

,

。an。epr。,entGi。,f・11・w・ ・

G'・BLV'・B'V'3B,B'・Bl[SO(・)]・

L」(・ ・t・ ξ)

symbolof

aboveiscloselyrelated

definedin(2.8).Let

n
m-P・Then・

om-1

σm -・(nm-P)=c・ 」≡、(τ 一"」)+

withtheLevi,sfunction

・
m.!(πm-P)d・n・t・thep「incipa1

■
1
一m

O

C十●●■十)
。-
)

μ一τ
(

2

■⊥

噸

冒且

=

m

.J

1

0

C
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Thereforeweseethat

(4・6)σm -・(nm-P)1…

」=乏 」・ξ・-m+2・ 」… … …

ontheotherhand,because

I
m-Pm=△m△m.1… ムゴ ムm・ △m.1・ … ・△l

m
=

i三2△m-・ ・△i・ ・{△i(△i-・.….△ ・)一 △io△i-・o…o△ ・}・

we・eeth・t・
m.1(πm-pm)i・equalt。

,

nG

」li{∂ ・(τ 一"」)Dt(τ 轄"i)+k三 、3ξk(τ 一"」)D・k(τ 一"i)}hli,」(τ 日"h)

・差∂
・Dtpm・lkl、 ∂ξkD・kpm・ き」li{・ 一・」・τ一・i}hli

,」(・ 一・h)

・執 μi
hli(一 ・h).

H・nce・u・ingthec。nditi・n(C-3)・wecan・ ・p…ent2」 ・・f。 …w・ ・

(4・7)Z」 ・(L」 ・m」)・ ξ・日m+23m」 ・t"'(・ 」一λ」)q」 ・q」 ・Bl[Sm-2(・)]

4.2.Successiveestimation.Weassumethatfin(1.1')

satisfies

(4.8)ilA「f(・,t)ll≦Aρ 一「r!K,0≦t≦h,f・ ・anyr≧0.
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Then,bytheLemma3.2weseethat

(4・9)llA「GOII・C、Awr(・,・3t),….

Theproposition3.ユbeingapPlicable,itfollowsthat

(4…)llA「V'II≦C2C、Aw。(・,・;t),・ ≧・.

F・ ・m(4・3)G'i・ ・ep…ent・d・ ・G'・MV'3M・Bl[S'(・)].R・ma・k

ingth・tA「G'・A「+1バ1MV';バ'M・Bl[SO(・)],byth…mm・3.2w・ ・e

g

that
　

(4.・ ・)}IA・G・ll・C3C2鑑r+∫ ・,・;t)・C三C2串 。(・,2;t),r・ ・.

ByrepeatingtheabOveargumentsitiseasilyshOwnthat

ilA「V'1・ 圭C三'一'CIC、Aw。(i・i3t)・r・ ・

(4.12)

lA「G'1・ 圭C§'CIC、Aw。(i・i・ ・3t)・r…

Lettingnbeanintegerlargerthan4K,werepeattheabove

successiveestimati!3guptoi=n.Fori>n,usingnOtonlythe

惚 αる¢

Proposition3.lbutalsothePropositiOns3・2and3・3,

。b・ 。t。givee,tim。t。,。fViandGi曲 鐸thanth。ab・v・.

F。 。m(4.、2)w。have"1疏 獅8肇 乞・・

(4・ ・3)llA「Gnl}・ 五w沖 ・n・ ・;t)・r…
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wh…A・%nC書C、A/n!・Th…f。 ・ebyth・p・ ・P・ ・iti…3 .ユ,3.2and

3.3weseethat

!IArvn+・ll・lllw。(n+・,n+・;t),

(4・ ・4)ilArV呈+111≦ 盤1

、)2w。(n・2・n+・;t)・

llArQVn・ ・1≦lllw。(n+・,n・ ・3t),f。 。any。 ≧。.

Wee・tim・t・A「L」v牙+1andA「 蚤」v牙+'(・ ・」・・),t・king(4 ・5)and

(4・7)int・acc・unt・H・ ・e二 」・L」A7m+2・ 煮」　 」バm+2andVn+ユ ・(v呈+1,

・・,v塗+1)・W・a・ ・assumingK〈K・ ・-Th・ ・ef・ ・e,fr・mth・d・fi・iti。n。

・f・ 」・ ・」and・ 芸 ・th・ ・ea…5・ ・」・ ・5・ ・」・ ・」・Bl[SO(・)]and

b」 ・Bl[8'(・)]・u・hth・t

ノ ノ

L」 ・t口 ρ」・ゴ δゴt曙 ρ」{・」δ」+a5},・5・Bl[80(・)],

σで

(4・ ・5)L」 ・t」b」 ・

2ρ で+σ で

K<K'莞=min」J≦K馨.

エ`」`sρ」-1

エnthecaseofρ 」=..・thefi「 ・texp・essi。n・fL」i・m・anlngless

andwillnotbeusedactually。

Hencewegetthefo].lowinginequalitiesfroln(4.14)using

theLe㎜a3.2.
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lA・L」V牙 ・・1≦1壬lw。(n+・ 一ρ5,n+・3t),…,

(4.16)

lArL」vワ+11・ 籍1
、)2w。+、(n+2・ ・5・n+・3t)・ ・≧一・・

Tocombinethese七woinequalitieswepreparethefo工lowing

6し ぜζ㌧几も6しγしt

lemma,whichis-oftheHδlder.sinequality.

1.emma4。!.工fp≧0,q≧Oandp+q=1,then

llA「ull≦ ・IA「-PulqliA「+q・IP.

Proof.BytheHδlder,sinequality,

llA「}Pul2qlA「+qull2P

・[み ・ξ・r-Plα(ξ)D2qldξ]q[∫{・ ξ・・+qlα(ξ)1}2pldξ]P

≧ ∫・ξ・2「1α(ξ)12dξ ・lA「ull2・dξ ・(2・)輔ndξ ・(q・e・d)

Combiningthetwoinequalitiesin(4.16)bythislemma,we

have

(η・・7)IArL」V牙+'1・
(nlll、.qW。+q(n+・ 」・n・・;t)・ ・…

wh・r・ ・ゴ1+(1+σ5)q一 ρ5P・lnth・ ・amewayonecanve「ifythat

(4・ ・8){1嬬+'ll≦
(nllll.qw。+q(n+2q・n・ ・3tい …
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Therefore,owingto(4.5)and(4.7)wehave

lArGn+'1・ 藩.qw。(n+・ ・n+・・q3t)・1幸IAw。(n…n+・3t)

wh・rev=min{1・2q・ ・P… ・・
,}-R・markth・t

(n・ ・)q(。+n+・)!・(r+、+n蕨 。+、+n)!～(。+、.。+q)!.

Then,finallywehave

(4・ ・g)IArGn+11≦ 誌1.qwr(・ …n…q…t)・r…

Hereqisregardedasaparameter.

工fv≧Owecanrepeattheabovearguments.TherefOrethe

followingPropositionisverifiedbyinduction.

Proposition」4.1.Ifv≧0,thenitholdsthat

(4・2・)ll醐 ≦
_)lli論 ・描(一 一t)・

(4・2・)1晒 ≦
(_.、)2謙1.」 叶、)副 一 ・2・-iq;t)・

(4・22)1べQ幽1≦
(計i叶 、)謙 差j…)・ 砧 一 ・-iq;t)・

(4・23)i1舳 ≦序ili}気
、)・硝(一 ・計・・一;t)・

r≧0.i=0,IL,2,....
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4・3・C・nverg・nce。fΣ ・i.R・m・ ・kth。tEUi・N-IN'-IVi3

N葡 ～N'-1・Bl[80(・)].Th・nf・ ・mth・P。 。p。,iti。 。4
.エw。have

(4・24)i1ArEvn+'+'ll≦

(n_、1聯+」 …)・ ・q㌧(n・ 一 ・iq3t)・

Byth・w・y・w・ ・an・ ・presentDl-'Am-」ua・f・ …w・ ・

Dl-'Am-j・ ・ 註ld」
,」.k△k… △、・

・'llla
お 」.kAm-2-kUk・llla」,j.kAm-・-k・k・

wh・r・d」

,」.k・Bg[8m曙'-k(・)]・dあ 」.k・d」,」.kバm+2+k・Bl[S'(・)]wh・n

k・ ・… … ・・一・・anda」

,」.k・d」,」.kA-m+'+k・Bl[80(・)]wh・nk・ ・,…,」 一・・

Th・r・f…,ifw・d・fin・th・n・ ・mllA「u配by

(4・25)IIIA「 ・町2・

」1、IDI-'Am口 」+「・12・r…

thenitfollowsthat

(4・26)llべ 譜+'・ ・ll≦
(… …)綜.」 …)・ ・q㌧ ・・一 …n…iq3ty・

Now,weremarkthefollowings:

f.(n+i・+1)q(・+n+2+iq)!・2q(。+n+2+iq)q(。+n+2+iq)!^・2q(。+n+2+ユq+q)!.

2兜(「+n+欝q)≦2「+n+2+'q+q・
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3兜nl。 。(n・ 」・+・)'+q・ ・('+q)'(i・ ・)!'+q-

Then,ifv>0,weseethat

(4・27)田A「un+'+'姐 ・C"Atn+1C'「(・+n+2)!K(Ctv)'illllill
q・

wher・C・C、32Kq・ 一('+q)ρ 一q,C-・e2Kh2Kρ 疇1andC"i・a・ ・n・tant

independentofrandi.

NowthatbyStirling,sformula

(iq)!K～{〆 商(iq/・)iq}K

i11+q{〆2。i(i/。)i}1+q,

wehavethefollOwingPrOpositiOn。

PropositiOn4.2.Ifv>OandqK<1+q,then

　 　

(4.28)ΣIA「u■ll≦ ・。n・t.ρ'一 「r!K,0≦t≦h.

i=l

Furthermore,evenwhenv>OandqK=1+q,theabovecOsequence

remainstruef・rO≦t≦hO・ifhOi・taken・uffi・i・ntlysmaエ1・

エfρj<..f…v・ry」 ・thenthec。nditionassumedaboveis

equiva!entto

(4.29)・ ・q・・,q・K圭 、,q・ ρでll≡1、,」 ・・,_,・.

JJ

Ontheotherhand,weareassumingthatlくK〈K榮.Hencethereisa

parameterqwhichsatisfies(4.29)3see(4.15)Inthecaseof
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ρ」=..f。 「s。me」 ・itissuffi・i・ntifw・t・k・q・1・

α
Thustheexistenceof鞭solutionof(1 .1')hasbeenproved.

BythelatterhalfoftheProposition4 .2,weseealsOthe

lOcal(int)existenceof廉sOlutioninthecase:ρ .=。。for

J

somejandK=K曇(=2).

Theuniquenessofthesolutionwillbeprovedasfollows.

Letubeasolutionof

(4・30)Hmu・(HガP)・ ・nulliniti・ ユd・t・ ・

Supposethat

(4.31)llA「 ・ll}≦ ・・n・t.ρ 一「・!K,f・ ・any・ ≧0.

Then,bythesamewayastheproofoftheexistencetheorem,we

canshowthat

(4.32)llA「u唖 ・ ・。n・t.C'「 ・!K(Ctv)i-1(iq)!K/i!1+q,

r≧0,i=1,2,...,whereC,C'areconstantsindependentofrandi・

Ifv>OandqK<1+q,thentherighthandtermin(4.32)tends

`

tozeroas多to◎ 。.Asshownabove,ifK<K馨thenthereisapara-

meterqwhichsatisfiesv>OandqK〈1+q.Hencetheuniquenesshas

beenproved,tOo・

Attheend,wegivesomeremarks:

ユ).Ifl<K<2,theconsequenceoftheTheoremremainstrue
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withOutassumingthecondition(C-3),becausewemaytakeq=l

forthecondition駕v>OandqK<1+q,'tobesatisfied.

2)。OnecanprovewhatwestatedinRemark2bytakingq=0,

becau・e…andbyt・king・ …g・ ・n・m・y・upP・ ・eth・tl幸1・ ・in

(4.lg).Cf.[16].

Appendix

Weintroduceaclassof(Gevrey)pseudo-differential・opera-,
torsandgivesomeresultsoni㌻scalculuswhichweusedthrough-

outthepaper,referringtoH.Kumano-go[17]andS.Steinberg

[18].

DefinitiOnA.1.Afunctionh(x,ξ)∈C。 。(Rn× 醍n)iscalleda

・ymb・1。f・lassSm(・,ρ),一 …m…,・ ・1,ρ ・0,ifit・ati・fi・ ・

(・)lhl留(・,ξ)1≦C。 ρ一1βliβ11K・ ξ・m騨1α1,(・,ξ)・Rn・Rn・

f・・anyαandβ,wh・ ・eh継;・a睾D隻h(・ ・ξ)andC。i・a・ ・n・tantinde-

pendentofβ.WeputSm(K)=USm(K,ρ).

ρ>O

Wedefinethepseudo-differentialoperatorcorrespondingto

h(x,ξ)∈sm(K,ρ)by

(2)Hu・h(・,D。)u・ 喪'xξh(・,ξ)u(ξ)dξ,

and・ayth・tH(・h(・,D。))b・ ・。ng・t・8m(・ ・ρ)・Weca…(H)・h(・ ・ξ)

thesymb。1。fH.W・ ・etSm(・)・ ∪8m(・,ρ).Th・nth・f・ll。wユng

ρ>0

擬 。.兜c肌 宛σa5.
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t。8m際 ρ1;∵1:寵譜ll∴ 駕'.蹴 誌ngS
asymptoticexpansion:ForanypositiveintegerN,

(3)・(H・H2)三

1。1.詣hlα)(・ ・ξ)h2(。)(・ ・ξ)・m・d・Sm'+m2-N(・ ・ρ')・

wherehi(x,ξ)=σ(Hi).

2).エfH・Sm(・,ρ),th・nH・ ξSm(・,の,ρ'・ ρ.M。re・v・r,f。rany

positiveintegerN, ,

(4)・(H聾)・

1。1.詞 詔(・ ・ξ)・'m・d・sm-N(…')・

whereh(x,ξ)=σ(H).HereH馨standsfortheadjointoperatOrofH,

namely

∫(Hu)(・)v(・)d・ ・ ∫u(・)(H・v)(・)d・,f・ ・any・,v・S・

TOprovethetheOrem,weintroduceaclassofpseudo-differ-

entialOperatorswithdOublesymbol.

DefinitionA.2.Afunctionh(x,ξ,x',ξ')∈Co。(Rn×Rn×RnxRn)is

ロ

call。dad。uble,ymb・1・fclassSm・m(・,ρ),一 …m,m'…,K>ユ,ρ ・0,

ifitSatiSfieS

(5)lhl考:言=;(・,ξ,・',ξ')1・C。
,。'ρ 一1β+β'llβ1!Klβ'1!K・ ξ・m-1α1・ ξ'・m'-1α

(・,ξ,ズ,ξ つ ・Rn・Rn・Rn・Rn,f・ ・any・,β,・',β',wh・ ・ehl翻 ・
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・a睾 ∂量=D隻D隻 コh(・
・ξ・・'・ ξ')andC。

,。'i・a・ ・n・tantind・p・nd・nt・f

βandβ'.

Wedefinetheoperatorcorrespondingtoh(x,ξ,x',ξ')(…

ノ
sm・m(・,ρ)by

Hu=h(・ ・D
。 ・・'・Dx-)u(6)

… 一∬e-'(yξ+y'ξ')h(・ ・ξ・x+y・ ξ')u(x+y・ ジ)dydy-dξdξ'・

u・B,wh・ ・… 一伽 ・n・t・ ・th・ ・sci豊t・ ・yint・g・a・,・f[・7].

ノ

Wesayth・tH(・h(・ ・D
。・・'・D。'))b…ng・t。8m'm(・ ・ρ)・

ThefollowirlgthreepropositiOnsarealready1(nown,see[17].

ノ
…fh(・,D

。,・',D。')・Sm'm(・,・)・then

h(・,D
。,x-,D。')u・ ∬ ・'(x-x')ξ+'ズ ξ'h(・,ξ,・',ξ')。(ξ')dξ'・d・'・dξ,

u∈S,wheretheintegrationissupPOsedtobedoneinthedescribed

order一

エ　の

2・L・tHi・S■(…)・ ・(Hi)・hi(・ ・ξ)・i…2・and・et

h(・,ξ,・',ξ')・h、(・,ξlh2(x-,ξ つ.Th・nh(・,ξ,x-,ξ')・Sm"m2(・,ρ)and

HIH2・ ・h(・ ・D。 ・・'・D。')u・uぐS・

3.L。tH、Sm(。,ρ),。(H)・h(。,ξ),and・et五R(ξ,ズ)・h(ズ,ξ).Th・n

ER(ξ,x')《sm・0(K,ρ)and
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H・u・ 這R(D。,・')u,・ ・S.

Therefore,TheoremA.lfollowsfrom

ノ
TheoremA.2.Leth(x,ξ,x',ξ')∈Sm'm(K,ρ),andset

hL(・ ・ξ)… 一∬ ・"'yηh(・ ・ξ…x+y・ ξ)dyd・ ・

Then,

・)・hL(・,ξ)・sm+mダ(・,ρ'),ρ 一・ ρ ・

■

2)・h(・ ・D
。 ・x一 ・D。')u=hL(・ ・D。)u…S・

3).FOranypOsitiveintegerN,

(7)hL(・ ・ξ)・

1。1.N諦:3;(・ ・ξ… ξ)・ ・N(・ ・ξ)・

wh・r・h緒:3(・,ξ,・,ξ)・sm+m'一 同(・,ρ つ,ρ'・ ρ,

rN(・ ・ξ)・N∫1(・ 一θ)N-'dθ ・・纏

1乱 卜 講 ・.'ynh圏(・ ・ξ・θ・・x+y・ ξ)dy♂ ・

m+m'-N(
K,ρ').andrN(・・ξ)・S

Toprovethistheorem,thefollowingle㎜aisimportant.

ノ
LemmaA.1.Leth(x,ξ,x',ξ つ ∈Sm,m(K,ρ)andα,β,α',β'be

arbitrarymulti-indices,andput
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q(・ ・ξ・ズ ・ξ')・h蹄;(・ ・ξ・・'・ ξつ,

qθ(・ ・ξ)… 一∬ ♂y"q(・ ・ξ・θ…+y・ ξ)dyd・ ・

whereθisaparameterwithlθ1≦1.Then,

lqθ(・ ・ξ)1≦c。
,。'ρ'-1β+β'llβ1!Klβ'1!K・ ξ・m+m'-1α1-1α'1,

(・ ・ξ)・Rn・Rn・ ρ'・ ρ・wh…C。
,。'i・a・ ・n・tantind・p・nd・nt・fβ ・β'

andθ.

LemmaA.landTheoremA。2areeasilyverifiedbyconsulting

[17],soweomittheseproofs.Attheend,wegivetheproofof

Lelnma3.1.

Pr・ 。f・fL・mm・3…L・tH・8m(・,・ 、),・(H)・h(・,ξ),m・ ・ …,

andr≧0.ThenbyTheoremA.2,

(8)・(ArH)・}ll

l。1.」毒 ∂睾・ξ・rh(・)(・ ・ξ)・ ・N(・ ・ξ)

whereN=r貸+mand

rN(・ ・ξ)・N∫1(・ 一θ)N-'dθ ・・ガ ざ'yη

1。〒.N護 ・ξ・θ・・rh(。)(・+y・ ξ)dy♂ ・・

ItiswellknownthatifPξSO,σ(P)冨P(x,ξ),then

(9)IPul≦clpl411uL
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wh・reCi・ac。n・tant,2i・anint・g・ ・,b・th。fwhi・hd・pend・nly

onn,and

(9')lp　 ㍉ 瓢 謂pl巷1(・ ・ξ)1・ξ・昂1α1・

Besides,weseeeasilythat

(・・)
1。〒誰1∂撃ξノ1・{(設ll;1;二」'1:1:ll:'"r㌔

whereCisaconstantindependentofrandj。

Thus,theproofofLemma3.lwillbeover,ifweshow

lh(。)(・,ξ)・ ξ・-mlど ≦C・ ≡iα1+m(1・1-m)!K,

(ll)

1・N(・ ・ξ)12≦Cρ;「 ・!K・

wh・ ・eCandρ2(〈 ρ1)・ ・ec。n・tant・ind・p・nd・nt・fαandr一

工tiseasytoshowtheformer,soweshOwonlythelatter-

Put

塾N(・ ・ξ)… ガ ・4yη

1。〒。論 ∂讐・ξ・θ・・「h(・)(・+y・ ξ)dyd・ ・

Then,

(o「N)9;・ ΣCY
pY2・ ・{ざ'yn・y>-2k'・D,・2k'…-2k・Dy・2k{Σ 翫

・∂1+Y・ ・ξ・θ…h親)(・+y,ξ)}dyd・
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・ΣC

YpY21。
、.ξ21≦2k,θ!v21C・p・2,、'・ ・一∬ ♂y・ Σあ ・y・-2k'

1μ'1≦2k

・D;・ …-2kal+Yユ+v2・ ξ・θ…hl詞
.、,)(・+y,ξ)dyα ・.

Becau・e(・+Y、 ・・2)!/・1・(N・2・2k')2+2k'
,

1多NIε ≦C4
,k,k-(N・4・2k')Z+2k'CN+ε+2kダ ρ≡N　 彦　2k(N・4・2k)!KK

ロ

×〈ξ・mノ≧y・-2k'dy∫ … 『～k・ξ・θ・・「-N♂ ・・

Hereweused(10).

エf2k'・n,th・n・y・-2k'issumm。b・ 。.エf2k・n,th。n

垢 司 、1.ξ 〉<・・騨2k・ ξ・θ・・r脚N…Ck・ ξ・r-N・

/1,1、1.ξ 〉<・・-2k・ ξ・θ・・r聰Nd・ ≦Ck・ ξ・學2k+n

Thus,ifweputk'=((n十1)/2)莞andk=((n+1+m)/2)馨,then

l多Nl↓ ≦Cn
,m,2(r聾+m十6十2k')4+2k'C画m+4+2k一 藺「ρ≡「馨一　 2k-2+「

ド 　

・(r襲+m+2+2k

r!K)!K〈 是)K(・ 壬/C)一 「r!K

≦c'ρ;「 ・!K,
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ノ
'ρl

whe「eρ1<ρ1・ ρ2=す 一・andC'd・p・nd・ ・nn,m,4,ρ,

doesnotdependonrandθ.

ThしLsthe工atterof(ll)hasbeenproved.
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