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Joint universality for the Riemann zeta-function with general 

shifts 

1 導入

中井啓太 (KeitaNakai) * 

名古屋大学多元数理科学研究科

複素数を sとして，実部を a,虚部をtとする． Riemannゼータ閲数〈（s)は， a>1なる複素数に対し，

((s)＝江:=1n―8 により定義される関数である．この関数はび＞ 1において絶対収束し，さらに全平面の有理型

関数に解析接続できることが知られている．さらに， Riemannゼータ関数は素数と密接な関係があることが知

られており，この関数の値の分布を調べることは素数の観点からも重要となる． Riemannゼータ関数の値の分

布を調べる研究の 1つの結果として，普遍性定理という Riemannゼータ関数によるある種の近似定理が存在

する．この定理は， 1975年に Voroninにより初めて証明され，現在では以下のような主張で知られている．こ

こで簡単のため， D(a,b)={s:a<a<b}とし， Cの部分集合Kに対し， K上で零点を持たない連続かつ， K

の内部で正則な関数からなる集合を H0(K)とする．

Theorem 1.1 (Voronin [8], 1975). K をCでコンパクトかつ補集合が連結な D(l/2,1)内の集合とし，

f国(K)とする．このとき，任意の c>Oに対し

阻屈f~meas{ TE [O,T]: !~f l((s + iT) -J(s)I < E} > 0. 
sEK 

ただし， measを賊上の Lebesgue測度とする．

大雑把な書き方をしてしまえば，零点を持たない正則関数は Riemannゼータ関数の虚軸方向の平行移動

＋けで一様に近似でき，さらに近似できる Tの集合は正の下極限密度を持つ．即ち，普遍性定理はある種の

Riemannゼータ関数の値の挙動の複雑さの定式化であるといえる．

実は，次の定理にようにlliemann予想と普遍性定理が関係があることが知られている．

Theorem 1.2 (Bagchi [2], 1981). Riemann予想が真であることと

限三meas{rE[O,T] :~四 l((s+ ir)-((s)l< e:}>o (1) 

がD(l/2,1)で成り立つことは同値である．
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ここで，不等式（1）がD(l/2,1)で成り立つとは， KがD(l/2,1)に含まれる補集合が連結なコンパクト集

合として任意に取れることを意味する． Riemann予想が成り立つならば，（1)が成り立つことは明らかであ

る．実際，Riema皿予想が成り立つならば， ((s)E H0(K)であるため， Theorem1.1から（1)が成り立つこ

とがわかる．この逆，即ち，（1)の成立から Riemann予想を導くのは，零点密度評価を用いる．この定理から，

Riemann予想へのアプローチとして不等式（1)を調べることは自然な流れであるが，Riemann予想と関係し

ているため，不等式（1)を直接調べるのは非常に困難である．そのため，（1)の類似を考えるのも自然な流れで

ある．この類似として，中村による結果が知られている．

Theorem 1.3 (Nakamura [6], 2009). d1 = 1, d2ぃ叫をQ上一次独立な代数的実数とする．このとき，

D(l/2, 1)において，

1 
戸f½meas{T E [O,T］：亨罪:l((s + idjT) -fj(s)I < c:} > 0 

が成り立つ．

この結果では， measの中で r個の近似を同時に考えている．このように r個の近似を同時に考える普遍性

定理を同時普遍性定理という．この結果でr=2とすると，以下のような（1)の類似を得ることができる．

Corollary 1.4 (Nakamura [6], 2009). dを代数的無理数とする．このとき， D(l/2,1)において，

隈翌与meas{TE [O, T]：四fl((s + iT) -((s + idT)I < E} > 0 

が成り立つ．

さらにこの結果は， Pankowskiにより次の結果まで拡張されている．

Theorem 1.5 (Pankowski [7], 2016). dを0でない実数とする．このとき， D(l/2,1)において，

1 
戸f~meas {TE [O, T]: ~~j l((s + iT) -((s + idT)I < E} > 0 

SEK 

が成り立つ．

d=Oであれば，この定理は Riemann予想となるが，この定理からでは d=Oとして取れない．しかしなが

ら， dキ0である実数に対しては（1)の類似の不等式が成り立つことがこの定理から言えるので，残る問題は

d= 0,即ち Riemann予想のみとなる． Pankowskiの手法は，く(s+iT)とく(s+ idT)の同時普遍性定理を示す

というものであるため，この手法では， d=Oを証明するのは不可能である．

中村や Pa丘kowskiの仕事のモチベーションは勿論Riemann予想である．一方で，彼らの結果は，平行移動

の取り方を変えた普遍性定理であるため，普遍性定理の観点から次の問題を考えるのも自然な流れである．

Problem 1.6. D(l/2, 1)において，（同時）普遍性定理

隈巴与meas{TE[O,T]：謬悶l((s＋巧（T))-fi(s)l<E}>o

が成り立つような実数値関数 ,1,・ ・ ・,rrを見つけよ．
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この問題には様々な解が存在し，さらに公理的に 11,• • •,1r を定めている論文も多いため，全てを列挙する

のは困難である．そのため， 2022年の Laurincikasによる結果を例として紹介する．

Theorem 1.7 (Laurincikas [4], 2022).（冗・・・心）は次の仮定を満たすとする：

1 ° 11, • • •, /rは＋ooに発散する [T。,OO）で定義された関数である．ただし， T。＞ 0とする．

2゚ 冗・・・心は連続的微分可能であり， 1{，．．．，1;は単調増加かつ

lim万(T)/1]+1(T) = 0, j = 1,…,r -1. 
T→OO 

を満たす．

3° j = l,...,rに対し，名(2r)/名(r)≪lが成り立つ．

このとき， D(l/2,1)において，同時普遍性定理

1 
覗三meas{rE [O,T]：謬悶l((s＋巧（r))-fi(s)l<c}>o

が成り立つ．

1つ目と 2つ目は自然な仮定なので， 3番目の仮定がこの結果を特徴づけている． 30を大雑把に言い換える

と，ァの微分がそこまで速く発散しないことを意味している．例えば，（TlogT，．．．，ザlogT),(T + 1，召＋T+

1,.．．，打＋Tr-I+...+ 1)はTheorem1.7の仮定をすべて満たすため，これらの平行移動に対して Riemann

ゼータ関数の同時普遍性定理が成り立つことが分かる．ここで，この具体例は多項式程度の発散速度しか持た

ないため，任怠の多項式より発散速度が速い関数はどうなのかという疑問が生じる．任意の多項式より発散速

度が速い関数の典型例は eTであるが， eTが30を満たさないことが直ちに確認することが可能である．した

がって，平行移動を指数関数にしたときに普遍性定理が成り立つか否かが，この Laurincikasの結果からでは

不明である．このような背景から， Laurincikasは2023年に開催されたとある研究集会で次の問題を提唱した．

Problem 1.8. Riema皿ゼータ関数の普遍性定理は，平行移動を 1(7)=e7としても成り立つのか？即ち，

D(l/2, 1)において，

liJ!.:~f imeas{T E [O,T]: !~j l((s +ieT)-f(s)I < c:} > 0 
T→oo T SEK 

は成り立つのか？

本稿の主結果では，この Laurincikasの問題を肯定的に解決でき，さらに同時普遍性定理まで拡張する．しか

しながら，筆者が初めて Laurincikasの問題を肯定的に解決したのでは無く， Anderssonらによる 2024年の結

果が初めて肯定的な解であることに注慈する．

Theorem 1.9 (Andersson et. al. [1], 2024).連続的微分可能な関数1が次の仮定を満たすとする：

(i),'は， 1'(7+ 1(7)/,'(7)) ≪ 1'(7)を満たす単調増加関数．

(ii),'(7)/,(7)は，ある A>Oに対し，

A―1sf(T)sf(T十王） sA+f(T)
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を満たす単調増加関数，または，ある B>0に対し，

を満たす単調減少関数

このとき， D(l/2,1)において，

,'I ¥'B  
-(T) 2 -
I T 

隈囲~meas{TE [O,T]: ~~f l((s + i,(T))-J(s)I < E} > 0 
が成り立つ．

例えば，次数が 1以上の多項式や， aP(T)'af3P<T)は， Theorem1.9の仮定を満たす関数であることが分か

るので，これらのシフトに対して普遍性定理が成り立つことが確認できるただし， a,(3>1, p(T)を多項

式とする． したがって，この Andersson達の結果は Laurincikasの問題に肯定的な解答を与えている． し

かしながら，この結果を Theorem1.7のような同時普遍性定理に拡張するのは一般には困難である．彼ら

の手法は， Lebesgue積分の変数変換をし既存の普遍性定理に帰着させるという手法である例えばシフト

("fl (T)置 (T))= (e T, ee)に対し，この手法を適用しようとすると，（T,が）に対する同時普遍性定理が必要と

なるが，これはLaurincikasの問題を同時普遍性定理に拡張した結果が必要であるということである．

2 主結果

主結果の導入の前に幾つかの準備をする．

Definition 2.1. Fを次の仮定を満たす関数1から成る集合とする．

(Fl)ある T。>0,T1 > 2が存在し， 7： [T。,00)→［T1,00）は狭義単調増加である．さらに， 1(T)→oo,

T→ 00である．

(F2) 1は連続的微分可能であり， 1'は[T。,00）で単調増加である．

(F3)ある正の数 0 が存在し， TごT。において， a1(T)~ T11(T)が成り立つ．

Definition 2.2. 11,...予 EFに対し，（冗・・・心）がadmissibleであるとは，（C1,...,Cr) E即＼ ｛O}に対

し，ある m= m(c1,,..,er)> 0とT=T(c1,,,.ふ） ＞〇が存在し，全ての T>T に対し， cn~(T)+ … +Cr1;(T)

は単調かつ |C1吋(T)+…+Cr'Y;(T)I> mが成り立つ．

大雑把な書き方をすると， 1~,...,/;が決して 0に近づかず，発散速度が大体異なるとき， 1l,・・・,1rE F 
2 

はadmissibleである．例えば，（Tr,ど） （r~l),(e八 e圧…， eTT),(e八eT,…,eTT),(e八が），（e圧 e2T+ど），

(e竺庄＋e□r(T))は全て admissibleである．ここで， admissibleの定義から，これらは全てアに属する．一
方，（e7,2り）は定義から admissibleでないことに注意する．

このような仮定の下，主結果は以下である．

Theorem 2.3 (Nakai, 2023+, [5]). (11，．．．心）を admissibleとする．さらに， KをD(l/2,1)内のコンパ

クトかつ補集合が連結な集合であり，JiE H0(K), j = 1,..., rとする．このとき，任意の E> 0に対し，

1 
戸f~meas{ TE [T, 2T］：謬霊に（s＋巧(T))-fj(s)I < E} > 0. 
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が成り立つ．

r = 1として，勺1(T)＝がと取ることは可能であるので，この結果はLaurincikasの問題に肯定的な解答を与

え，さらに Laurincikasの問題を同時普遍性定理に拡張した結果であることが分かる．

3 Main idea 

ゼータ関数の普遍性定理の証明は，現在ではBagchi[2]による確率論的手法が主流である．大雑把な書き方

をすると， Bagchiの手法においては，任意のコンパクト集合CcD(l/2, 1)に対し，

1 r2T 
三li農巴巧fT :!g k(S+ i1(T)) —伍(s+ i,(T))ldT=O (2) 

等を満たすび＞ 1/2で収束する Dirichlet級数

知（s)= f知（n）
n=1 が

を見つける必要がある．

元々の Dagchiの手法やTheorem1.7においては，このDirichlet級数を

知（s)=言卓exp(―（嘉）゚） (3) 

として取っている．ただし， 0E (1/2, 1)とする． Theorem1.7の3番目の仮定はこの取り方に由来する．即ち，

この取り方をしている以上は， Laurincikasの問題を考えるのは困難である．

ここで，次を満たす (0,00）で定義された滑らかな実数値関数rp(x)を1つ固定する：

1. XE  (O,oo)で， 0:;ゃ(x):; 1であり， XE(0, 1]で，ゃ(x)= 1. 

2. <pの台 {xE [O,oo):ゃ（x)* 0}はコンパクト．

このとき， Kowalskiのテキストブック [3]では， X>2に対し，

くx(s)= L ~ rp(n/X) 
n=1nS 

とおき， Riemannゼータ関数の普遍性定理を証明しているなお，r.p(x)の台はコンパクトなので，くx(s)は

有限和である．主結果である Theorem2.3の証明では，（3)では無く，このくx(s)を用いる．この(x(s)を用

いて (2)を示すのだが，まず次のある種の Dirichlet多項式の 2乗平均値が成り立つことを述べる．

Lemma 3.1 (Nakai, [5]). 1 E F とする．｛伍｝nと1を任意のc:>0に対し，伽＜＜こがを満たす複素数列とす

る．このとき，

JTeT I 〗 n6+9ア(t) dt <<C 6e T(~T) ~ +,(T)l-2u+2e log,(T)) 
n幻(t) nsT(cT) 

が十分大きい T>Oと， c>1, 1/2＜びく 1,0 < E < a--1/2に対し成り立つ．

この補題を用いることにより，次の補題を証明することが出来る．
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Lernrna 3.2 (Nakai, [5]). 1立とコンパクト集合CcD(l/2, 1)に対し，

1 r2T 
」四li巴四ffT :!gk(S+i7(T)) -<x(s＋灼（7))1dT = 0 

が成り立つ．

したがって，この補題はLaurincikasの問題で困難になっていた箇所を克服した近似の補題であるといえる．

なお，実際には [5]では，多次元の正則関数空間でこの近似の補題を考えているのだが，本質的にはLemma3.2 

である．この証町においては，（,1,".,fr)がadmissibleであることは必要ではない．

ここで，冗。を素数からなる有限集合，（旦ぃ・．．，旦』＝ （（n1p)peP0, • • • (nrp)peP。)E(z#Porとする．次の極

限を計算するのに (,1,•••,fr) が admissible であることを用いる：

巳釘（四・・・叩：＝｝四｝JT2直且。P―in凸（-r)ふ＝｛； 9
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（国・・．，旦』＝ （0,..., 0)であれば， 9T（旦1'...，旦r)= 1は明らかである．（旦1'...，旦r)キ(0,...,0)とする

と，あるj= 1,...,rが存在し，芯pc'Ponjp logpキ0である．ここで，一階微分判定法を用いる．

Theorem 3.3（一階微分判定法）． F(x)を区間 (a,b)において，微分可能な実関数で， F'(x)は単調かつ

IF'(x)l 2 mとする．このとき，

lb eiF(x) dxl ~ ~-
a I m 

いま，

] JT2Tり且。P'□ （T)加＝」［し(-噂如）羞。njplogp)dT 

であり，（江p<'Pon1p logp,...,乙心0nrp logp)キ0である．したがって，（11,・..，万）がadmissibleであること

から，ある T'>0とm>Oが存在し， T>T'において，（Lp<'Pon1p logp)吋(T)+・・・+(Lp<'Ponrp log p),; (T) 

は単調かつ 1(Lp<'Pon1p logp)吋(T)+…+(Lp<'Po nrplogp),;(T)I > mである．ゆえに一階微分判定法から，

T>T'であれば，

] JT2直且。P―叫巧(T)む <<Po,njp?j} 

が成り立つ．すなわち，（旦i, ··•,!!r) キ (0,...,o) に対し，

lim gT（国・・．，旦』＝0 
T→OO 

が成り立つ．これにて示したかった極限を得ることが出来る．ここまで書くと気付いている方もいるかもしれ

ないが， admissibleとは一階微分判定法を用いるための仮定なのである．したがって， admissibleをもう少し

一般化する余地はあるのかもしれない．しかしながら，元々の Fをもう少し一般化するのは，現状では出来て

いないアに属していない関数を具体的に取り，それらに対し（同時）普遍性定理を示すことは勿論可能である

が，一般的な枠組みでの証明にはまだ至っていない．
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