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概要

内積空聞では直交が非常に重要な意味を持ち，ノルム空間にも一般化された
直交の概念がいくつも定義，研究されている．内積空間において三平方の定理が
成り立ち，その等式で定義されるノルム空間における Pythagorean直交の概念
が存在する．三平方の定理と Pythagorean直交における等式を脱2上 £2ノル
ムを使って表現されていると捉え，一般化を考えた

MSC: 46B20, 51B20, 52A21. 

1. Introduction 

Theorem 1（三平方の定理）．

Xが内積空間であるならば，

llxll2 + IIYll2 = llx -Yll2⇔ x上y(〈x,y〉 =0).

が成り立ち，数千年前から世界各地で認知，利用されている．

内積空間では内積が 0であるとして 2つの元の直交を考えることができ，内積空

間における直交の概念は有用かつ興味深く，幅広く研究が行われている．一方，ノル

ム空間では内積が存在するとは限らないので，ノルムに関する等式や不等式により

直交を拡張した複数の概念が定義，研究されている ([2,3]等を参照）．

ノルム空間では，三平方の定理における等式により Pythagorean直交が定義さ

れる．

Definition 2 (Pythagorean直交）．ノルム空間 X の元 x,yに対し， xがyに

Pythagorean直交する (X上PYと表記）とは，

llx||i+ IIY||食=||x-y||尖

が成り立つ事を言う ([6]).

Pythagorean直交の条件式は， 2次元上の通常のノルム仔normII・ 112を用いて

ll(llxllx, IIYllx)ll2 = (llx||え+||YIIえ）112= llx -Yllx 

と表現できる．
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p乗に関する一般化があらかじめ考察されていた．

Definition 3（ら直交）．ノルム空間 X の元 x,yに対し， xがyにら直交する（

X J_Lp yと表記）とは，

llx||~+ IIY||久=||x-y||久

が成り立つ事を言う ([8,12]). 

ら直交の条件式も， RP-normII・ 加を用いて

ll(llxllx, llvllx)llp = (llx||~+llvll久） 11P = llx -vllx 

と表現可能である．

以上から，次を考える．

Definition 4.||』を実2次元上のノルムとする．ノルム空間 X の元 x,yに対し， X

がyにgeneralizedrelation of Pythagorean orthogonality by II・ IIを持つ (XJ_ll・IIGP y 
と表記）とは

ll(llxllx, IIYllx)II = llx -yllx 

が成り立つ事を言う．

性質 normalized:II (1, 0) II = II (0, 1) II = 1を仮定できる ([1]).0以上である llxllx,

IIYllxに対して ll(llxllx,IIYllx)IIを考えるので， absoluteノルムを考えれば十分であ

る． 2次元上のノルム II・ IIがabsoluteであるとは

ll(a, b)II = ll(lal, lbl)II (v(a, b) E IR2) 

が成り立つことを言う ([5,11]). 

generalized relation of Pythagorean orthogonality by II・ IIはら直交を含め，あく

までノルム空間における Pythagorean直交の一般化であり，ら直交の段階で既に，

内積空間の直交をノルム空間に一般化したものではなくなっている(p-:/ 2)点に注

意が必要である (3節で例を挙げる）．

しかしながら，ノルム空間における Pythagorean直交が満たす3つの存在定理を，

generalized relation of Pythagorean orthogonality by II・ IIも満たすことが判明した

2. Results 

Pythagorean直交は一般のノルム空間において以下3つの存在定理を満たしている．

Theorem 5 (existence). X をノルム空間とする． このとき，任意の一次独立な

x,y EXとp> 0に対して， a,bE恥 b> 0, llzll = Pおよび x上pzを満たす
z=ax+byが存在する．

Theorem 6 (a-existence). X をノルム空間とする．このとき，任意の x,yEXに

対して， x上pax+yを満たす aE恥が存在する．
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Theorem 7 (orthogonal diagonals). X をノルム空間とする． このとき，任意の

x,y EXに対して， x+ry..lPx-ryを満たす r>Oが存在し，

1 ||x||x 1 ||x||x 

げ I|y ||Y ：~こ⑪— 1|| y ||x.

これらの一般化をgeneralizedrelation of Pythagorean orthogonality by 11 • 11に対
して証明した ([10]).

実2次元上の absolutenormalizedノルム全体を AN2と表記する．

ll(a, b)ll1 = lal + lbl 

で定められる II• II 1に関してはgeneralizedrelation of Pythagorean orthogonality by 

II • II 1は三角不等式の等号成立であり，以下では除外する．

Theorem 8 (existence). X をノルム空間とし， II• II 1ヂ11・11EAめとする．このと

き，任意の一次独立な x,yEXとp>Oに対して， a,b E恥 b> 0, llzll = Pおよび

x..l||・IIGP zを満たす z=ax+byが存在する．

実2次元上のノルム II・ IIに対しては一般に ll(b,a)II= ll(a,b)IIが必ずしも成立し

ないので， x..lll・IIGPY は必ずしもy..l||•||GP X を意味せず， x+ry..l||||GP X - ryも
x-ry..l ||•||GP X + ryを意味しない．

Theorem 9 (orthogonal diagonals). X をノルム空間とし， II• II 1ヂII・ II E AN2と

する．このとき，任意の x,yEXに対し， x+ry..l||||GP x-ryを満たす r>Oが存

在する．

また x-sy..l ||•||GP X + syを満たす s>Oとの間に

||(1, 1)|| ||x||x ||(1, 1)|| ||x||x 
:S max{r, s} :S 

2 ||y||x 2 -||(1, 1)|| ||ll||x 

が成立する．

a-existenceを示す際 sharptriangle inequalityが有用だった

Lemma 10 (Sharp triangle inequality [9]). X をノルム空間とする．このとき，任

意の x,yEX¥ {O}に対して，

llx + YII :S llxll + IIYII -(2-~ -~II) min{llxll, IIYII}-

Theorem 11 (a-existence). X をノルム空間とし， 11.111 1= 11. 11 E AN2とする．こ
のとき，任意の x,yEXに対して， x..lll・IIGPax+ Yを満たす aE屈が存在する．
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Proof. 

J(t) = ll(llxllx, lltx + Yllx)II -llx -(tx + y)llx 

= ll(llxllx, lltx + Yllx)II -ll(t -l)x + Yllx-

で関数J(t)を定義すると，ノルム II・ IIのmonotonicityから

f(t) 2: lltx + Yllx -ll(t -l)x + Yllx 

が成立する． sに関する IIY+ sxllxが convexなので，十分大きなt2: 0に対して

f(t) 2: lltx + Yllx -ll(t -l)x + Yllx > 0. 

一方，十分大きな負の数tに対して， llxllx::; lltx+yllxが成り立つので， 11・11E AN2 

に対して sharptriangle inequalityを用いると

f(t) = ll(llxllx, 0) + (0, lltx + Yllx)ll -ll(t -l)x + Yllx 

:=; llxllx + lltx + Yllx -(2 -11(1, 1)11) llxllx -ll(t -l)x + Yllx 

1 1 
= (11(1, 1)11-1) llxllx + ltl llx + fYII" -ltl llx + f (y -x) t~ llx''II. t w'llx 

= (11(1, 1)11-1) llxllx -1E±}言― ||x||x

+ ||x+ |(y -X)||X―||x||x 
1/t 

であり， N_(x,y -x) = N_(x, y) -llxllxとII• II -=I= II • II 1から，

t ]~00 f(t) :=; (II (1, 1) II -1) llxllx -N_(x, y) + N_(x, y -x) 

= -(2 -11(1, 1)11) llxllx < 0 

を得る．ここで， N_(x,y)は xにおけるy方向の leftGateaux differentialである．

以上よりJ(to)= 0をみたすt。 E罠が存在し， x..lll・IIGPt。x+y.

ロ

sharp triangle inequalityの応用にもなっているため，こちらの証明は紹介した

3. Examples 

容易に得られるgeneralizedrelation of Pythagorean orthogonalityの例として，

ll(a, b)||。。 =max{lal, lbl} 

で定められる II• llooに関し次が得られる．
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Example 12.任意のノルム空間 X において， llx-zll :S 1を満たす x,zE Sxを
とりy=x-zとする．このとき，

ll(llxllx, IIYllx)lloo = llxllx = 1 = llzllx = llx -yllx 

なので XJ_ll・II(X)GP Yが成立する．

あくまでノルム空間における Pythagorean直交の一般化であり，内積空間の直交

をノルム空間に一般化したものではない例としては，次が挙げられる．

Example 13.通常のノルム 11• ll2と内積を持つ 2次元空間において，釘＝ （1, 0), 

四＝（0,1)に対し e1J_ e2であり，直角三角形や三平方の定理の一例として 3:4:5

は非常に有名であるが， 2とは異なるpE[l,oo]に対して

ll(ll3e1ll2, ll4e2ll2)llpヂ ll(ll3e1ll2,ll4e2ll2)ll2 = 5 = ll3e1 -4⇔||2 

より 3e1l-11-llpGP知である．一般の absolutenormalizedノルムに関しても 11(3,4)11ナ
5ならば通常の 2次元空間において 3e1l-11-IIGP 4e2である．

空間およびgeneralizedrelation of Pythagorean orthogonalityで使用するノルム

により，あるベクトルに対してだけは Pythagorean直交や内積空間における直交と

同一の関係となる場合も有る．

Example 14. (a, b) E配に対し

II (a, b) II = max { II (a, b)oo,喜ll(a,b)ll1} 
で定義されるノルム II・ IIについて，空間（即， II・||)におけるgeneralizedrelation of 
Pythagorean orthogonality by II • IIを考える．本稿の内容は一般的に2つのノルムを
考えるが，ここでは同一のものを使用する．

釘＝（1,0), e2 = (0, 1)に対して，

lle1 -e2II = 11(1, -1)11 = v'2 = 11(1, 1)11 = ll(lle1II, lle2ll)II 

なので e1_l_GPll・II e2が成立する． Theorem8としては x= e1, y = e2, p = lに対し

て a=0, b = lであり， Theorem11としては x= e1, y = e2に対して a=Oと言

えるまた，

ll(e1 + e2) -(e1 -e2)II = 2lle2II = 2 = ll(v'2, v'2)11 = ll(lle1 + e2II, lle1 -e2ll)II 

が成り立ち，釘十e2_l_GPll・II釘-e2である．同様に e1-e2 _l_GPll・II釘＋e2も判明し，

Theorem 9に関して r=s=lである．

これらは e1,e2に加えて e1士四に対しても II• II, II • ll2における値が等しい

故であり，他のベクトルに関しては空間（配， II• II)におけるgeneralizedrelation of 
Pythagorean o仕hogonalityby II • IIを見つけ出すことは，上記ほど容易ではない
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