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永井　保成

既約シンプレクティック多様体とLagmngeファイバー空間．標準因子が自

明な射影代数多様体は，代数多様体の分類理論にとって重要なばかりでな

く，数論幾何や数理物理といった隣接分野においても興味を持って研究され

ている対象である．その中のひとつとして，既約シンプレクティックKahler

多様体がある．

定義1．Xを2η次元のコンパクト焔ωεr多様体とする．　Xが既約シンプレ

クティックK員hler多様体であるとは

ωX上にいたるところ非退化な正則2一形式σκが存在し，正則2一形式の空

間が（X（妾）はσxで張られる．

ωκは単連結である．

　σκをκの（正則）シンプレクティック形式という．Kahle卜Einstein計量の

存在（Yauの定理）を用いると，任意の標準因子が自明なコンパクトKahler

多様体は，有限エタール被覆に持ち上げれば，複素トーラス，Cal　abi－Yau多

様体とこの既約シンプレクティックKahler多様体のいくつかの直積に分解

することが知られているので，既約シンプレクティックKahler多様体を研

究することには意味がある．

　既約シンプレクティックKahler多様体の最も簡単な例は次元が2の場合

であり，これはK3曲面の場合に他ならない．　K3曲面は，既約シンプレク

ティックKahler多様体の理論のプロトタイプである．

　高次元，すなわち次元が4以上の例をいくつかあげよう．

（1）いわゆるHilbert型．ぷをK3曲面としたとき，その上の長さが〃の0次

　元部分スキーム（解析部分空間）のモジュライ空間x＝Hilb”（ぷ）は次元

　が2ηの既約シンプレクティック多様体である．より一般にK3曲面上の

　安定層のモジュライであってコンパクトで連結なものは既約シンプレク

　ティック多様体になることが知られており，そのようにして得られる例

　はすべて変形でつながることが知られているq20】など）．

（2）いわゆるKummer型．λをAbel曲面としたとき，　Albanese写像Zニ
　Hilb”＋1（λ）→メのファイバーはすべて同型である．これをKum”（∋と書

　　き，一般化されたKummer多様体と呼ぶ．一般化されたKummer多様

　体は既約シンプレクティック多様体である．より一般にAbel曲面上の安

　定層のモジュライ空間のアルバネーゼ写像のファイバーとして既約シン

一 114一

代数幾何学シンポジウム記録

2004年度   pp.114-118

1



　プレクティック多様体が得られることが知られている．これらもまたす

　べて変形同値である（［2η）．

（3）◎’Gradyの例．ぴGτady［16，蓋7］は，ある種の特異点を持つK3または

　Abel曲面上の半安定層のモジュライ空間のクレパントな解消を考える

　ことで，Hilben型やKummer型と変形同値でない既約シンプレクティッ

　ク多様体の例を2つ構成した．それぞれ，次元は10と6である．

　一般に，小平［8］の複素曲面の理論などからも知られるように，ある多様

体を調べるときにその上のファイバー空間の構造を調べることは重要であ

る．既約シンプレクティックK魏leぎ多様体上のファイバー空間の構造にっ

いては松下［9，10］による基本的な結果がある．

定義2．κを2η次元の複素多様体とし，（アκをその上のシンプレクティック

形式く非退化な正則2一形式σκであってdσκニOとなるもの）とする．射

ノ：X→ぷがLagramgeファイバー空間であるとは，∫は相対次元がηの等

次元の射であり，σxの任意のファイバーの任意の既約成分への制限が0に

なるもののことを言う．

定理3（松下［9，10D．射影的な既約シンプレクティック多様体κからの射

∫㌧r→ぷであって∫Ox＝Osかつ0＜dimぷくdimXとなるものは
加9Mηgeファイバー空間である．

　既約シンプレクティック多様体からのLagrangeファイバー空間の最も簡

単な例はK3曲面ぷ上の楕円曲面の構造∫：ぷ→Plである．

　高次元の例をいくつか挙げてみよう．

（1）S→P1をK3曲面上の楕円曲面の構造とする．このとき，誘導される射

　∫1．Y＝Hilぴ（ぷ）→Sym”（3）→Sym”（P1）≡P”はLagrangeファイバー空

　間である。

（2）8をK3曲面であって，滑らかな種数gの曲線Cを含むものとする．こ

　のとき，S上の（適当な豊富束に関して）安定な純ねじれ層ぴであって，

　その台が完全線形系iqに属し，その曲線の上での次数が4となるもの
　のモジュライ空間㌘は既約シンプレクティック多様体であるが，これは

　　自然な射∫：Z4→lq≡P9をもつ．これはLagrangeファイバー空間で

　ある．

　他にも，Kummer型や◎℃radyの例と変形｛司値な既約シンプレクティッ

ク多様体からのLagrangeファイバー空間の例が作れることが知られている

（［5，21，18］など）．ここで注意したいのはいずれの場合も，これらのLagrange

ファイバー空閥の底空間は次元が全空間の次元の半分の射影空間になって

いることである．そこで自然にうかびあがってくるのが次の問題である．

問題．Xを2η次元の既約シンプレクティック陥〃θア多様体とし，ノ㌧r→ぷ

をその上のL4g泡鍵g¢ファイバー空間とする．このとき，ぷは射影空間Pと

同型であるか？

一 115一

2



　この問題に対しては，趙一宮岡一Shepherd－Barronによる注目すべき結果が

ある．

定理4（超一宮岡玉hepherd－Barron［4］）．　Xを2η次元の射影的な既約シンプレ

クティック多様体とし，ノニX→ぷをその上の垣g瀕gεファイバー空間と

する．もしノが大域切断5：8→Xをもてば，ぷは射影空間官に同型．

　ここで最も目を引くのは，大域切断の存在の仮定である．Lagrangeファ

イバー空間の例（2）においてZ◎→P9はもとのK3曲面の上の構造層から誘

導される自然な大域切断を持っが，一般のZ4→P9は大域切断を持たない．

しかしながら，Z4は底空聞の十分小さい開集合に制限すれば切断を持ち，が

とZゴはある種のtw｛stで関係付けられている．

双対ファイバー空間とその上のシンプレクティック形式．∫二X→ぷを射影

的射であって，一般ファイバーがAbe1多様体であるもの（Abe1ファイバー

空間と呼ぼう）とする．∫が平坦であって五〇x＝塔，かつ，（解析的）局

所切断をもつ，すなわち，任意のぷの点に対して，そのEuclid位相での開

近傍が存在して，その上に制限すれば切断を持つ，と仮定する．このとき，

伍o也闘dieckまたはA由nの結果17，玉1によれば，ピカール関手を表現する

解析空間（または代数空間）piC蹴が存在する．　Pを，ノの一般ファイバー

Fの構造層に対応する点｛OF］を含む連結成分とする．　P→ぷは群空間，す

なわち解析空間における群対象であるが，ノが既約でないファイバーを持

つ場合は…般には分離的でない、EをOxから誘導されるP→ぷの切断の

閉包とすると，E→5はPの部分群空間である．そこでρ＝P／Eとおく
とπ：（〕ヲぷは分離的な群空間になる（［3，19】参照）．πの一般ファイバー

はノの一般ファイバーの双対Abel多様体になっているので．π：0→ぷを

∫lX→ぶの双対ファイバー空間と呼ぶ．一般にπ：（1→ぷは固有でないこ

とに注意しよう．

　この双対ファイバー空間に対して，元の∫がLag磁geファイバー空間で

あるとき，次の定理が証明できる．

定理§（｛15］）．Xを複素多様体，σxをX上の正則シンプレクティック形式と

し，∫：X→ぷをその上の射影的な肋g’朋gθファイバー空間とする．さら

に，ノはω解析的局所切断を持つ，ρノメOx＝仇，③R正メOxは局所自由

層，を仮定する．このとき，

θ〈2→ぷは滑らかな射．

θジΩ上に自然なシンプレクティック形式が存在する．

色りπ：g→5はθりのシンプレクティック形式に関してLα夢α〃gθファイ

バー空間である．

　ここで，局所切断の存在の仮定からぷは滑らかであり，ノは自動的に平坦
になることに注意しよう．また，X承射影的な既約シンプレクティック多様

体なら松下｛121によって条件σ）は自動的に満たされることに注意しよう．

　　　　　　　　　　　　　句
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　この定理の応用として，趙一宮岡一Shepherd－Barronの定理を一般化するこ

とができる．

系6．κを2η次元の射影的既約シンプレクティック多様体とし，∫：κ→8

をその上の桓g斑〃gεファイバー空間で解析的局所切断を持つものとすると，

ぷは射影空間Pと同型である．

　この系は，趙一宮岡一Sh¢ρheぎ法Ba汀on［4〕の議論をわれわれの双対Lagrange

ファイバー空間ガo→ぷに適用することで得られるのである．

　定理5は，向井｛Blによるモジュライ空間上のシンプレクティック形式の

存在定理の類似のようにも見えるが，筆者の知っている証明は向井による

議論とはまったく異なり，幾何学的にシンプレクティック形式を構成する方

法である．コホモロジー論を用いた向井式の証明ように，概念的に定理が

成り立つ理由が明確になる証明のほうが好ましいと思われるが，そのよう

な方向での証明はいまのところわからない．類似の定理を｛6］にも見出すこ

とができる．

　最後に定理5の証明のアイディアをごく大雑把に述べよう．局所切断の

存在を仮定したので適当に3を縮めれば切断が存在できる．さらにいま，

ノ：κ→ぷが滑らかであったとしよう．ノ遭富束Lをとってくるとそれに

よってぷ上相対的なis賠㈱y免：o→κが存在する．これはエタール射で

あるから，碗σκはg上のシンプレクティック形式である．∫がトロイダル

退化を持つ場合も同様にして0上にシンプレクティック形式が作れる．この

ようにして局所的に作られたシンプレクティック形式は，ノがLagrangeファ

イバー空間であるという仮定を用いると互いに張り合うことが示せる．松

下【11，121によれば，射影的なLagrangeファイバー空間は，∫の余次元が2

以上の部分集合を除いて，楕円曲面の場合［8］と類似の，滑らかか，高々ト

ロイダル退化を持つAbelファイバー空間への明示的な還元をもつ．この還

元の記述を用いれば，∫が滑らかな部分で作られたシンプレクティック形式

が余次元1の特異ファイバーまで伸びるごとがわかる．条件（ii）によって0

が正則であることが簡単にわかるが，これによって，このシンプレクティッ

ク形式はo全体に伸びる．

謝辞．この場を借りて有用なコメントを下さった先生方，および，公演の機

会を与えてくださった主催者の皆様に感謝の意を表します．

R滋狂i斑…NC£s

p】Adm，　M．，4句6βm顕〃oηげヵ’z〃o∫〃10㎡’∬ノ，　G｝oba】Analysls（Papers　ln　Honor　of　K、

　Kodaira）Univ、　Tokyo　Press（1969），21－71．

｛2］B艶uv滋e，　A．，％W岳5κ∂剤編e朋e由刀r縁ρ卿婬W　cloぷ3εパεC〃栃eぷξ癩《θ，1．ぴ任

　Geom，18（1983），755－782，

〔3］Bosch，　S．，LUtkebohmert，　W，Raymud，　M．，泌♪ゆ〃Mo∂θ∫ぷ，　Spdng¢r－Verlag（1990）

判Cho，　K．，　Mya◇ka，　Y，　S加俳erd－B紺◎n，　N、ξ，　CM迂’ぴz斑這㎡ρ轡どε伽ε埴Ωεe孤♂

　／｛ρρ81cα’jo”ぷ’o　Co〃茸ρ∫θxミvη1ρ∫ec’ノc　Mo刀り～）λα3，　AdvL　Std．　in　Pure臨th．35（2◎◎2），1－88．

一 117一

4



［5】Debarre，　O．，0η仇θEμ伽c肋Mαθrj5’jc（ゾge〃em1∫zeゴ砲η1，ηεアvoγiε〆’θ∫，　Amer．　J．　Math．

　　　　12】1（1999），577－586．

［6］Donagi，　R．，　Markman，　E．，与ec％／covθ”，α～gθbγα∫cα妙co咋／θ’θly∫η’¢gro6／θ，　Hα7〃ゴ〃o〃一

　　　　’〈η1卯’ε〃2s，αη∂moぬ〃q〆加〃漉∫，　Integrable　systems　and　quantum　groups（Montecatini

　　　　Terme，1993），　Lecture　Notes　in　Math．，Nb．1620，　Springer－Verlag（1996），1－l　l　9．

　［7】　Grothendleck，　A．，　1セcんη∫gμθぷ　詑　coη∫ぴμcご’oη　θn　g〔｝o〃1∂’”θ　αP2α｛ンτ’4με，侃　9z‘θ47μθ∫

　　　　ρm61e〃7eぷ｛弛〃70ぬ’e∵，　Seminaire　Henri　Cartan　1960／61，No．16．

［8】Kodaira，　K．，0ηco〃1〆ex　oηα脚c　3μψcεぷ，π〃，　Ann．　Math．77（1963），563626；

　　　　78（1963），1－40．

［9】Matsushi臼，　D．，0ηβ6陀卯αcθぷ仇c飯㎎5　q／αρ，ρノec’元wぴ’召血c功／θ至γ，ηρ1εα∫c願ηφ厄

　　　　τbpology　38（1999），79－8　L　Addendum　40（2001），431－432．

［101－，勾μ励雁〃3輌oηα’匡り・（ヅL49㎜9～ωτ劫m‘輌・ηぷoηんoわ励㌘ん’c鋼」ρ1eα∫c〃～αψ騰，

　　　　Math．　Res．　Letters，7（2000），389－391．　　　　　　　　　　　　　　　　’

［11」一〇η∫fη9μ伝r劫佗∫（ヅL昭㎜9輌㎝貝みMf∫・η∫ovθ功・わmoηψ’・鋼ρ／θc‘匡c　m㎝φ姑，

　　　　Math．　Ann．321（2001），755－773．

｛121－，苗9乃θア直佗cτ加1㎎θぷ（ゾo磁α〃zξ’η9ぷ乃θαvθ30／Lo9㎜9輌07τノ｝bm”oη5，　Prepnnt．

｛B］MUkai，　S．，助ηρ∫θcτ輌cぷぬα姫q／功θmo品1’Ψαcθ（ゾぷんθαvθ∫oηωτα6θ〃ωτoアκ3ぷμr一

　　　　βπθぷ，Invent．　Math．77（1984），101－116，

［14］MUmford，　D．，肪θ／匡αηwlr輌θ’∫θぷ，　Oxfbrd　University　Press（1970）

［151Nagai，　Y，Dμα∫ガδmf’oη（ゾαρπ～1εc’輌vθ勾9mη9’αn．β6m’∫oη，　P「eP「int’

［16］0’Grady，　K．，　Dθ∫輌ηg〃ωr’zθゴ朋oぬ〃3ραcθぷq／∫んεαvε50ηακ3，　J．Reine　Angew　Math．

　　　　512（1999），49－ll7．

［17】一，Aη⑳v　3jxイ加昭η∫ioηα’∫’理～ぬcめ1臼吻ρ∫θc’輌c　vα’∫θり！，　J．　Alg．　Geom．12（2003），435－

　　　　505．

［18】Rapagne仕a，　A．，7bρoわg∫cα〃nvαア輌α姶q／0’Gγαφノ苫5α直mθη∫foηα1∫ητ品cめ々与〃ηρ1εα∫c

　　　　vαア∫θ〃，Preprint

［191Raynaud，　M．，5戸εc’α〃ぷα‘∫oηぬノ6ηc’θμr鹿P励π輻Publ．　Math．旺IE　S　38（1970），27－76．

［20】Y6shioka，　K，，Sb加θθ㎜ρ々∫（ゾMμ肱日力φθc∫io賂oηκ3∫μψcθぷ，∫．　Reine　Angew　Math．

　　　　515（1999），97－123．

［21】　一，協ぬ／iΨαcθ∫（～ノ「ぷ’α6化∫カεαvθぷoηαbe1’07T∫μり白cθぷ，ぬth．　Ann．321（2001），817－884，

　　YAsuNARI　NλGAI，　GRADuA陀ScHooL　oF　MATHEMA皿cAL　SclENcEs，　UNIvERslTY　oF　ToKYo，3－8－l

KoMABA，　MEGuRo，　ToKYo　153－8914，ムpAN

　　E一朋α」’1αゴ伽ぷぷ：nagai＠ms．u－tokyo．ac．jp

一 118一

5


