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階数制御を行う Matrix-F5型のグレブナー基底計算法

Rank-Controlled Matrix-F5 Type Algorithm for 

Grabner Basis 

神戸大学大学院人間発達環境学研究科 長坂耕作＊1

KOSAKU NAGASAKA 

GRADUATE SCHOOL OF HUMAN DEVELOPMENT AND ENVIRONMENT, KOBE UNIVERSITY 

Abstract 

In this talk, we briefly introduced our new polynomial representation used with a matrix-F5 type 
algorithm for computing a Grabner basis. This approach allows us to control the rank range of 
specific rows of the Macaulay matrix, which is suitable for computing an approximate Grabner basis 
for a set of polynomials whose coefficients may have a priori numerical errors. 

1 はじめに

本講演では，行列を用いたGrabner基底の高速算法である応アルゴリズム [Fau99]に基づいた，係数に誤差

を含む多項式系の Grabner基底計算法として提案した構造化Grabner基底計算アルゴリズム [Nag09,Nagll] 

の改善に資すると考えられる理論的な考察を行った。特に，厳密な（本稿では，誤差を含まない通常の問題

をこのように表現する） Grabner基底の高速算法である凡アルゴリズム [Fau02]に対して，多項式環での

解釈等を与えた野呂・横山［野横21]によるアルゴリズムを取り上げ，その構造化 Grabner基底への適用可

能性を議論した長坂［長22]のアプローチに対する理論的裏付けが可能であることを示した。

注意 1（厳密な計算への適用可能性）

本稿で議論している内容はすべて通常の Grabner基底計算を対象としているが，誤差を含む問題に適用す

るために厳密な問題では不要となる付加的な情報・計算を大量に求めている。そのため，応や凡などの

アルゴリズムを高速化するという観点からは，非常に遅くなる手続きを多数含むことに留意してほしい。<l

2 階数制御とは

本章では，タイトルに含まれる「階数制御」が何を意図するものであるかを説明しておく。以下では，広

く知られていると思われる「部分終結式行列の階数」と「最大公約因子の次数」との関係を用いて階数制御

の意図するところを説明した後に， Grobner基底計算における意図(「Macaulay行列の階数」と「S多項

式が0に簡約されるか否か」）について説明する。

*1 E-mail: nagasaka伽 ain.h.kobe-u.ac. jp 
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2.1 多項式GCD計算での階数制御

K[x]を体K上の多項式環とし，その多項式f(x),g(x)E K[x]の最大公約因子（以後， GCD)について

考える。ここでは簡単のため，これらの多項式の次数はともに nであり（つまり， n=deg(!)= deg(g)), 

かつ nは十分に大きいとする。f(x)とg(x)のr次の部分終結式行列Sylr(f,g) E K(2n-r)x(2n-2りは次の

ように定義される。

Sylr(f,g)= (Cn-r-1(!) Cn-r-1(9) f 
ここで Ck(P)は，多項式p(x)E K[x]のK次の畳み込み行列であり， K次の任意の多項式q(x)に対して

h(x) = p(x)q(x)とおけば， Ck(p)q= hを満たす(qと hはそれぞれq(x)とh(x)の密な係数ベクトルを
表す）。このとき，部分終結式行列に関するよく知られている性質 (Sylr(f,g)が階数落ちする最大の整数

をrとすれば，f(x)とg(x)のGCDの次数はr+lである）から次のことを順次確定させられる。

• deg(gcd(f, g)) = nの可能性(f(x)とg(x)のGCDの次数がnである可能性の判定）

n-1次の部分終結式行列は，f(x)とg(x)の密な係数ベクトル（横ベクトル）をそれぞれ『と§と

すれば次のような構造となっている。その階数は，仮定より多項式の次数が1以上なので，次のよう

に[1,2]CZの範囲（階数の変化の幅が高々1である範囲）に含まれていることがわかる。

1 S rank（日
以下，この階数は 2であったと仮定する。

• deg(gcd(f, g)) = n -1の可能性(f(x)とg(x)のGCDの次数がn-1である可能性の判定）

同様に， n-2次の部分終結式行列は次のような構造となっており，その階数は，既に赤い部分の階数が2

と判明していることから，次のように [3,4]CZの範囲（階数の変化の幅が高々1である範囲）に含

まれることがわかる。

1)~2 

以下，この階数は4であったと仮定する。

3三rank[;§f 

• deg(gcd(J, g)) = n -2の可能性(J(x)とg(x)のGCDの次数がn-2である可能性の判定）

同様に， n-3次の部分終結式行列は次のような構造となっており，その階数は，既に赤と青の部分の階数

が4と判明していることから，次のように [5,6]CZの範囲（階数の変化の幅が高々1である範囲）に

含まれることがわかる。
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5 <::: rank •f :<:: 6 

以下，この手続きを繰り返す限りにおいては，常に対象の部分終結式行列の階数を高々1の変動の幅

に抑え込むことが可能である。この何らかの性質を行列の階数で判定する際に「高々1の変動の幅に

階数を抑え込む」ことを本稿では階数制御と呼んでいる。
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2.2 Grabner基底計算での階数制御

R=K［王］ ＝ ［X1，．．．，四］を体K上の多項式環とし， Rの元のうち幕積(powerproduct)全体の集合を

Tとする。多項式f（歪） ERの幕積tETの係数を coeft(f)で表し，f（在）の台 (support)を supp(!)= 

{ t ET I coeft(f) i= 0}とする。有限集合F= {!1,..., h} CRに対して，その生成するイデアルI=〈F〉
のGrabner基底を求めたいとする。このとき，本稿における Macaulay行列を次のように定義する。

定義 1(Macaulay行列）

有限集合H= {h1,..., hT} CRとTの項順序--<に対して， Hの台の和集合{tぃ．．．，ね｝ ＝uhEH supp(h) C 

Tを項順序---<で順序付けられたものとする（降順）。このとき，（i,j)成分がcoeft;(h,)である T行ん列行

列を HのMacaulay行列と定義する。 ＜］ 

なお， Macaulay行列の掃き出しにより I=〈F〉の Grabner基底を計算する方法 ([Laz83]など）では，定

義内の H は{t•f l f EF, t ET} の部分集合となる。以下本稿においても，｛t•f l f EF, tET}の部分

集合HのMacaulay行列を，単に Macaulay行列と呼ぶ。

Grabner基底計算での階数制御とは，次の条件を満たすMacaulay行列を構成することとする。

• s多項式が0に単項簡約されるなら， Macaulay行列は行階数が1だけ不足 (rowrank deficient by 1) 

• s多項式が0に単項簡約されないのなら， Macaulay行列は行フルランク (rowfull rank) 

このような行列を構成することは冒頭でも述べたが，通常の Grabner基底計算において必要性は薄い。

特に，毎回の単項簡約の際に生成元のみから構成される Macaulay行列を再構成することは，販存の掃き出

し結果を再利用しないこととなり効率が悪い。しかしながら，係数に誤差を含む多項式系の Grabner基底

計算においては，誤差の拡大を防ぐことやイデアルの次元に基づく係数の摂動を行うために，繰り返し異

なる Macaulay行列を構成することや，その行列の階数を制御することは重要となる。例えば，階数制御さ

れていない冗長な行列を構成した場合，階数だけから（数値的には特異値などから）単項簡約結果が0で

あるか否かを判定することは難しい（実際，構造化Grabner基底計算アルゴリズム [Nagll]では複雑な条

件充足を求めている）。

上記の条件を満たす Macaulay行列を構成することは，構造化 Grabner基底計算アルゴリズム [Nagll]

で用いた凡アルゴリズム [Fau99]では難しい。前述の通り，既存の掃き出し結果を再利用すると生成元の

みを用いた Macaulay行列ではなくなってしまうことや，仮に掃き出し前の行列を再利用しても階数制御が

困難となるからである（階数制御のためには，冗長な部分を削除したり別の生成元由来のものと交換した

りする必要があるが，その正当性の保証を瓦アルゴリズムはしていないため）。このため，長坂［長22]で

は凡アルゴリズム [Fau02]の一種である野呂・横山［野横21]によるアルゴリズムを用いることを提案して

いたが，理論的枠組みを示すに至っていなかった。本稿後半ではこのアプローチの正当性を説明する。

3 多項式環でのsignaturebased algorithm 

本稿で必要となる範囲において，野呂•横山［野横 21] によるアルゴリズムを簡単に紹介しておく。なお，

このアルゴリズムにおいて用いられる碁底候補の表現は通常の Buchbergerアルゴリズムと同じく多項式環

の元であるが，後述の加群の元を用いた表現を採用しているアルゴリズム [Sak20,Sak21]や，これらのト

ロピカル版と解釈可能なアルゴリズム [VYl7, Vac15, VVY18]も必要に応じて参照されたい。

繰り返しとなるが， R=K［司＝ ［m,．．．，四］を体 K上の多項式環とし， Rの元のうち窯積(power
product)全体の集合を Tとする。有限集合 F = {f1,...,h} C Rに対して，その生成するイデアル
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アルゴリズム 1signature based algorithm （野呂横山［野横21],抄）

入力： F= {!1,..., fe} CR, compatibleなRとだの項順序 -<Rペ

出力： I=〈F〉の 6-Gri:ibner基底

1: G = F, S = ¢, D:擬正則ペアの集合 (Fの元のペアの部分集合）

2: while D f= ¢ do 
3: s = min-<{sig(p) Ip ED} 

4: if s'lsとなる s'ESが存在しないthen

5: P={m・glgEG, mET, m-sig(g)=s} 

6: m・g← argminm,gEP lpp(m • g) 

7: if m • gを主成分とするpEDが存在then

8: r←擬正則ペアpの S多項式の 6柵約の結果

9: if r = 0 then 

10: S←SU {s} 
11: else 

12: G←GU {r}, sig(r) = s, Dの更新 (rを含む擬正則ペアの追加）

13: end if 

14: end if 

15: end if 

16: D← D ¥ {p E D I sig(p) = s} 

17: end while 

18: return G 

I=〈F〉の Grabner基底を求めたいとする。 Fに対して，がを基本ベクトルの組｛昼，．．．，西｝を基底とす

る凡加群とし，炉から Rへの写像（加群の元を多項式に写す写像）をpoly:Re→R, h→こに凸ふ
(h = (h』ERりで定める。だの元のうち墓積全体の集合を M とする (M=LJにT西）。勺RをT(R)
の項順序とし，ぺを M(Rりの加群項順序とする。ただし，勺R とぺは compatibleであるとする（即ち，

t,s ETがt郊 sを満たすならば，tei-< sei (i = 1,..., £)を満たす）。f（在） ERとhEがそれぞれの非ゼ

口係数をもつ幕積のうち，これらの順序（-<R,-<)による最大順序のもの（先頭項）をそれぞれlpp(j)ET 

とlpp(h)EMで表す。以下の定義のもと，アルゴリズム 1はI=〈F〉の 6-Grobner基底を計算する。

定義 2((minimal) signature) 

f（x) E J ¥ {0}に対して，次式で定める sig(j)をf(x)のsignatureと呼ぶ。

sig(j)＝呼｛lpp(h)I h Eが，poly(h)= f} E M 

＜
 

定義 3(6ー簡約と 6ー既約）

犀） EIの先頭項lpp(f)をg（五） EI で単項簡約する際， sig(f)~sig(m· g) (m=闊芯｝）が成り立つとき
6摘約と呼ぶ（正確には6-top-簡約）。f（王）を G簡約するg（王） EIが存在しないとき， 6-既約という。<l

定義 4(6-Grobner基底）

Gelが，任意の 6既約な h（五） E Iに対しg（五） EG, m ETが存在して lpp(h)= m • lpp(g), sig(h) = 

m • sig(g)を満たすとき， GをIの6-Grobner基底と呼ぶ。 ＜］ 
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定義 5(s以下（未満） 6-Grobner基底）

s EMに対し， G ぐ I=〈F〉が，任意の 6既約で sig(h)ゴs(sig(h) --< s)を満たす h（丑） € Iに対し

g（豆） EG, m ETが存在して lpp(h)= m • lpp(g), sig(h) = m • sig(g)を満たすとき， GをIのs以下（未

満） 6-Grobner基底と呼ぶ ＜］ 

定義 6（擬正則ペア）

f（在），g（在） EIのS多項式 CJffif.f(x) -Cgffig  • g（歪） （CJ,  cg EK, m1, mg ET)が， mf • sig(f) # mg • sig(g) 

を満たすとき，（f,g)を擬正則ペアと呼ぶ。このとき， mf • sig(f) >--mg • sig(g)ならば m1・ f（豆）を，

町・ sig(f)--<mg • sig(g)ならば mg.g（x)を，擬正則ペアの主成分と呼ぶ。また，主成分に対応する

町・ sig(f)（またはmg• sig(g))を擬正則ペアのguessedsignatureと呼び， s1g(f,g)で表す。 ＜］ 

4 Pivot表現による signaturebased algorithm 

本稿の目的は，アルゴリズム 1の第9行目の分岐条件（6-簡約結果が0であるか否か）を，前述の階数

制御された Macaulay行列のみを用いて判定することである。このため，基底候補に含まれる多項式（初期

のFに含まれる多項式だけでなく，その後に Gに追加される多項式も含む）を，多項式環Rの元ではな

く，はたまた凡加群だの元としてでもなく，下記で導入する Pivot表現を用いて表現する。

仮定 7(lower finiteな加群項順序）

Pivot表現によるアルゴリズムでは，加群項順序ぺがlowerfi.nite（任意の元よりも順序が低い元は有限個）

でなければならないため，以後，加群項順序ぺは lowerfi.niteであるとする。なお， Schreyer順序ぺと全

次数逆辞書式--<Rの組は lowerfi.niteである。

4.1 Pivot表現（多項式の部分空間表現）

行列の掃き出しを用いて Grabner基底を計算する方法 ([Laz83,Fau99]など）では，掃き出し対象の行

列の行ベクトルが， S多項式を構成するペアの多項式や， S多項式を単項簡約する簡約子 (reductor)に

対応する。繰り返しになるが本稿では，｛m・ flfEF,mET}の部分集合 H のMacaulay行列のみを
Macaulay行列と呼ぶ。逆説的な定義となるが，これら Macaulay行列の個々の行ベクトルに対応する概念

として， singlepivotを導入する。

定義 8(single pivot) 

Macaulay行列の行ベクトルに対応する多項式 m• J，（x) の R加群における表現 mei = sig(m. f,)と，その

行ベクトルの行主成分の列に対応する慕積t= lpp(m • f,)のペアで表される sp(m召i,t) EM  x Tをsingle

pivotと呼ぶ。また，このとき m西を singlepivotの(guessed)signatureと，tを先頭項と呼ぶ。 <] 

下記は， singlepivotの概念図である。右側がMacaulay行列を想定しており，左側に各行ベクトルに対応

する singlepivotを記載している。

sp(x針，lpp(xfi))

sp（孔lpp(fi))

sp(yみ，lpp(yf叫）

sp(z西，lpp(zf叫）

sp（西，lpp(h))

sp（西，lpp(h))

•ふ
• J~ 

動!2
l 

●zf2 
l 

•f; 
l 

• J; 
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注意 2

single pivotを MxTの元として表現することは冗長のように見える。実際には M の元は signatureを，

Tの元は先頭項をそれぞれ表しており， singlepivotではどちらも同じ元に対応しているため冗長に見える

が，以後で導入する reducedpivotや virtualpivotでは異なるため，この形式を用いている。 <1 

single pivotの有限集合ScMxTに対して，｛poly(m勾 sp(m蔚，t)ES}のMacaulay行列を M(S)

で，｛m叩 sp(mぢt)ES}の張る K上の線形空間としてのがの部分空間を span(S)Cだで表す。この

部分空間に含まれる元の多項式としての先頭項の集合として， Sの先頭項集合lpps(S)を定義する。即ち，

lpps(S) = { lpp(poly(h)) I h E span(S)}とする。 Sの各元sp(me;,t)がすべて異なるtを持てば，先頭項
集合の要素数はSの要素数に一致する Cllpps(S)I = 1s)。Sの台も同様に，部分空間に含まれる元の多項
式としての台の和集合として supp(S)を定義する。即ち， supp(S)= LJ,;Espan(S) supp(poly(h))とする。
本稿の目的であるアルゴリズム 1の第9行目の操作（擬正則ペアの S多項式の Gー簡約）を，階数制御さ

れた Macaulay行列 M(S)で実現する場合， G=Fである限りにおいては， singlepivotのみを用いて G

を表現することが可能である。しかしながら，はじめて 6ー簡約結果が0とならなかった以後はGが変化し

GヂFとなるため， singlepivot以外のpivot表現が必要となってくる。例えば，主成分をfl（五）とする擬

正則ペア(Jぃf2）の S多項式の G簡約において，簡単のため，簡約子が他に存在しなかったとする。図 1

は，このG簡約結果が0にならなかった状況を表している。 signatureとして sig(f1)（赤い丸印に対応）を

もち，先頭項がlpp(h-fリ（緑の丸印に対応）である多項式がGに追加されることになる。この様相を

多項式環の元を直接用いて表現せず， singlepivotのような表現を用いて表すため，以下の reducedpivot 

とprimarycomponent linkを導入する。

臼
/’ 

1)→ ( : f;-f~ 
＼

）

 

図 1：擬正則ペアの S多項式の掃き出しに関する様相（左：掃き出し前，右：掃き出し後）

定義 9(reduced pivot) 

Macaulay行列 M(S)が階数制御されているような singlepivotの有限集合SCMxTに対して， Uc

lpps(S)をM(S)の行階段形 (rowechelon form)に現れる既知の行主成分に対応する幕積集合とする。即

ち,|UI= llpps(S)Iであるか1u1= I lpps(S)l-1であるかを満たしている。 UI= I lpps(S)l-1であるとき，
M(S)の行階段形に現れる既知でない行主成分を含む行ベクトルを reducedpivotと呼び， rp(s,t)E MxT 

と表す。ここで， sはma四 {slsp(s,t)ES}であり，tはlpps(S)¥ Uのただ一つの元である。 <1 

定義 10(primary component link) 

擬正則ペアの S多項式のeー簡約に対応する階数制御された Macaulay行列 M(S)により， reducedpivot 
として rp(s,t) E M x Tが生じたとし，この擬正則ペアの主成分に対応する singlepivotまたは reduced

pivotをpEMxTとする。このとき， rlink(p,rp(s, t))← (MxT戸のことをprimarycomponent link 

と呼ぶ。また， このprimarycomponent linkのpをparent,rp(s, t)を childと呼ぶ。 <1 

以上の定義により，図 1においては， singlepivotの集合 S= {sp（角，lpp(/1)),sp（西，lpp(f分）｝から
reduced pivotの集合冗＝ ｛rp（名，lpp(f2-h))}が生成され，その関係性がprimarycomponent linkの集

合£= {rlink(sp（針，lpp(/1)),rp（蔚，lpp(h-fリ））｝として表現されることになる。色のついた丸印で表現
するならば， S=｛●，●｝，冗＝ ｛●}，£=｛●→●｝となっている。この表現を用いてアルゴリズム 1内の多

項式を表現するため，次の virtualpivotを導入する。
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定義 11(virtual pivot) 

single pivotの有限集合S,reduced pivotの有限集合冗，primarycomponent linkの有限集合£が次の条

件を満たすとき， virtualpivotと呼びvp(S,R,£)と表す。

1. 1s1 = I lpps(S)Iであり， lpps(S)= { t I sp(s, t) ES} U { t I rp(s, t) ER} 

2. IRI =1£1であり， VeER,ヨpC SUR，ヨrlink(p,c) E [, 

3. 1s1 = 1かつ R=£=rpでなければ，ヨrp(s,t) ER, t = min勺,lpps(S) 

また， sig(vp(S,R, £)) = max-< { s I sp(s, t) ES}とし， lpp(vp(S,R, £)) = min--<R lpps(S)と定義する。

なお，条件 1または 3が満たされていない場合は，guessedvirtual pivotと呼びvp(S,R,£)と表す。<1

条件 1は， Macaulay行列M(S)が行フルランクであることと， M(S)の行階段形に現れる行主成分に対

応する慕積がすべてSURに含まれていることを保証する。条件2は，冗の元が擬正則ペアのS多項式の6-

簡約の結果に由来していることと，その情報を含むことを保証する。なお，primarycomponent linkにおい

てparentと childのsignatureは同一であるため，条件2は， signature最大のものがSに含まれることを暗

に含む。条件3の前半の条件は， singlepivotそのものを表現していることに対応する。そうでない場合， 6-

簡約（6-top—簡約）に不要であることが自明な single pivotはSに含まれないことを意味する。結果として，

vp(S欠，£）の表す多項式は，単元倍の不定性があって， hE span(S)かつlpp(poly（局） ＝min勺,lpps(S)を
満たすものとなる。 virtualpivot p = vp(S, R, [,)に対して，pの表す多項式をpoly(p)で表すこととする。

表記を簡単にするため， virtualpivot p = vp(S, R, [,)と幕積 mETに対して，これらの積m・pを次の

ように定義する。 singlepivotと reducedpivotに対しては， m・ sp(s, t) = sp(m ・ s, m ・ t)と m・ rp(s, t) = 

rp(m ・ s,m • t)とする。そして， m • p = vp(mS,mR,m[,)とし， mS= {sp(m • s,m • t) I sp(s, t) ES}, 

mR  = { rp(m • s, m • t) I rp(s, t) ER}, ml,= { rlink(m • Pl, m • P2) I rlink(p1,P叫E£}とする。なお，こ

れらの演算はMacaulay行列において，行ベクトルの各要素を左方向にシフトすることに対応している（同

じ幕積mに対して，各行ベクトルの各要素のシフト世は同じでないことに留意すること）。

4.2 6ー簡約と Pivot表現による階数制御

アルゴリズム 1では，その第9行目の操作（擬正則ペアのS多項式の6ー簡約）を除き， signature(guessed 

signature)と先頭項のみを用いた処理が行われている。このため， virtualpivot (Pivot表現）でアルゴリ

ズムを動作させるためには， G-簡約を virtualpivotに対応させる必要がある。以下では，アルゴリズム 1

における Gはvirtualpivotの集合であり，その初期値はG={vp({sp（心lpp(f;))},¢, ¢) I f; E F}として
定めたものとして扱う（実質的には， singlepivotの集合である）。まず， virtualpivotによる S多項式に

ついて定義を行う。

定義 12(virtual pivotによる S多項式）

加．g1を主成分とする擬正則ペア(g1,gりの S多項式（ヨm1,m2 ET, m1 • lpp(g1) = m2 • lpp(g2)とする）

を，guessedvirtual pivotを用いて v~p(S,R,.C)と表す。ここで，釦＝ vp(S1爪比£1),92 = vp(S2爪なら）

に対して， S=m1ふLJm2⑤,R=m戊 1Um2応，,C= m1£1 LJm2らである。 ＜
 

実際の S多項式に対応するだの元がsp皿(S)= span(m1ふUm2S2)に含まれることは明らかであるが，

このままではMacaulay行列M(S)の階数制御を保証できず，かつ， G-簡約を行う Gの簡約子に対応する

行ベクトルも含まれないため不十分である。そこで， S多項式のguessedvirtual pivotをアルゴリズム 2を

用いて， 6-簡約（階数制御された Macaulay行列）に対応するよう更新する。
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アルゴリズム 2guessed virtual pivotによる S多項式の minimumsignature representation 

入力：主成分を m1• g1とする擬正則ペア(g1,g2),s = m1 ・ sig(g1)未満6-Grobner基底 G

（主成分m1• 91でない方を m2• 92とし，g1= vp(S1]ふ，£1),92 = vp(S2, R2，ら）とする）

出力：擬正則ペア(gい92)のminimumsignature representationであるguessedvirtual pivot 

1: vp(S戊，£)←v~p(m心 Um心， m1R1Um2応， m凸 Um凸）， L←supp(S) 
2: while L -f= ¢ do 

3: t← min--<RL, L←L¥{t},T←{  p E SLJR I lpp(p) = t, sig(p)-< s,孔rlink(p,c) E £} 

4: if T = ¢ then 

5: V← {m・glgEG, mET, m-sig(g)-<s, m-lpp(g)=t} 

6: if V -f= ¢ then 

7: vp(Sr, Rr, Lr)←min-< V, L←LLJsupp(Sr), S←SLJSr, R←RU凡，£ ←£U£r 

8: end if 

9: else 

10: f5 = argminpET sig(p), T←T¥ {f5} 
11: for p'ET do 

12: S←S¥ {p'}, R←R ¥ {p'}, £←{ rlink(p, c) E £ I c i= p'} 
13: end for 

14: V←{  m • g I g E G, m ET, m • sig(g) -< sig(f5), m -lpp(g) = t} 

15: if V -f= ¢ then 

16: S←s ¥ {f5},冗←R¥ {f5}, £←{ rlink(p, c) E £ I cヂf5}
17: vp(Sr]ぶ，£r)←min-<V, L←LLJsupp(Sr), S←SLJSr,冗← RURr, £ ←£U£r 

18: end if 

19: end if 

20: end while 

21: return v~p(S, R,£) 

定義 13(minimum signature representation) 

m1 • 91を主成分とする擬正則ペア(gぃぬ）の S多項式は，ヨm1,m2 E T, m1 • lpp(g1) = m2 • lpp(g2)を

満たすとする。poly(g1)とpoly(g2)のS多項式を rERとし，｛poly(g)I g E G}による G簡約の結果を

fERとする。このとき，guessedvirtual pivot vp(S, R, £)が次の条件を満たすとき，擬正則ペア (91,92) 
．． 

のminimumsignature representationであるという。

→ ゴ→ゴ

1.ヨh,h E span(S), poly(h) = r, poly(h) = f 

2. 1s1 = I{ t I sp(s, t) Es} u { t I rp(s, t) En  }I+ 1 

3. IRI =I心であり， VeE冗，ヨpESLJ冗，ヨrlink(p,c) E £ 

4. Vt E supp(S) n{m -lpp(9) I 9 E G, m ET, m • sig(9)--< s },ヨpESLJR,lpp(p)=t 

5. Vt E { lpp(p) I p E S LJ R }, I { p E S LJ R I lpp(p) = t } ¥ { p I rlink(p, c) E £ } I = 1 

ここで， 91= vp(S1爪'.1,£1), 92 = vp(S2爪ふら）であり， s= m1 • sig(91)とする。 ＜
 

定理 14（停止性）

アルゴリズム 2は停止性をもつ。 v
 

証明台集合 (L)に含まれる幕積tを消去する簡約子が新規に追加される際（第 7行と第 17行）は，加

群項順序＜最小の簡約子が追加れる。仮に同じ寮積tに対して，二度目のループがあったとしても，既に
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最小の簡約子が追加されているため，第5行と第 14行では V＝のとなり，台集合（L)は増加しない。ま

た，加群項順序--<はlowerfiniteであり，擬正則ペアの主成分のguessedsignatureよりも順序の低い先頭

項をもつ簡約子も有限個である。よって，新たに追加される簡約子には限りがあるため，台集合 (L)が増

加し続けることはなく，アルゴリズム 2は停止する。

定理 15（正当性）

アルゴリズム 2は擬正則ペア(g1,92)のminimumsignature representationを出力する。

ー

v
 

証明アルゴリズム 2の出力"p(S,R,.C)が，定義 13の5つの条件を満たすことの概略を示す（略証）。

1. :3h, h E span(S), poly(h) = r, poly(h) = f 
M(S)の構成から S多項式に対応する hが含まれることは明らかであるが， G-簡約後の既約な hが
含まれることは，次のことから保証される。台集合Lの各元に対して， 6-簡約可能な簡約子が存在

する場合，第7,17行目において行空間に追加されている。また，第 12,16行目では，幕積tに対す

る簡約子を 1つを除き削除しているが， s未満6-Grobner基底の性質から，冗長な簡約子を削除して

も結果に影警は与えない。なお， reducedpivotを構成する簡約子の削除も，台集合Lに削除された

簡約子の分も含めていることから，同理由により，行空間に影響は与えない。

2. ISi = l{tl sp(s,t) E S}LJ{tl rp(s,t) E R}I + 1 
第 1,7, 17行目の和集合の形成前には，それぞれが virtualpivotであることから，行空間の次元と

single pivotの要素数は一致 (ISi= l{tl sp(s,t) E S}LJ{tl rp(s,t) E R}Iに準ずる）している。 S多
項式を構成した直後（第 1行目），少なくとも主成分に対応する嘉積においては重複が発生している

ため，差は「1以上」ある。主成分に対応する部分以外で重複がなければ差は「l」となるが，それら

の重複部分は第 12,16行目で削除が行われる(parent要素はchild要素の慕積を表すことにも注意）。

3. IRI = I.Clであり， VeE冗，ヨpESLJ冗，ヨrlink(p,c) E.C 
vp(S閃，£）がvirtualpivotであれば，この条件は満たされるため，第 1行目の幕積倍，第 1,7, 17 
行目の和集合の形成，第 12,16行目の部分集合の形成，の直後にも条件を満たしていることを示す必

要がある。まず，幕積倍はM(S)における左シフトで順序関係も維持されるため，明らかに条件は満

たしている。他の操作による変化は， s未満6-Grobner基底であることと，guessedsignatureの低

い擬正則ペアから計算を行っていることから， rlink(p,c)となる cが重複することはない（一旦生成

されれば， cに対応する簡約子が存在するため）。このことから，冗と£の要素数は常に一致する。

4. Vt E supp(s)n{m -lpp(g) I g E G, m ET, m • sig(g)-< s },ヨpE SLJR, lpp(p) = t 
簡約子が追加されるたびに台集合Lを更新しており，行空間に含まれる慕積に対して簡約子が存在す

るならば，その簡約子は第7,17行目において必ず追加されているため，この関係式は成立している。

s. VtE{Irr(P)lpESLJn}, l{pESU冗 lpp(p)= t} ¥ {p I rlink(p, c) E.C }I= 1 
この関係式が成立しないならば，第 12,16行目で冗長な簡約子が削除されるため，成立している。

＇ 
注意 3(lower finiteの必要性）

アルゴリズム 2において，台集合 (L)の各寓積tに対して， signature最小となる簡約子を随時追加（ま

たは更新）している。実際には同じtに対して簡約子の追加（または更新）が繰り返されることはないが，

加群項順序がlowerfiniteでない場合，台集合 (L)が空集合になることを保証できない。通常のアルゴリ

ズム 1 では， 6-簡約 (6-top—簡約）の手続きで用いる簡約子の先頭項は狭義減少列となるため，手続きは
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有限停止性を有する。しかしながら， virtualpivot表現における 6ー簡約では， vp(Sr,1も，£r)が簡約子と

して追加される。このとき virtualpivotの性質から，ふにはtよりも多項式環における順序が高い先頭項

をもつ singlepivotが存在し得るため，台集合 (L)に関して狭義減少列を構成できない。実際に，以下の

系の Schreyer順序と辞書式順序の組み合わせでは，アルゴリズム 2は停止しない。

I=〈x炉＋yz4-2x2y -3,炉＋xy2z + x2 -2xy +炉＋z2,-x3y2 + xy召＋炉＋xy2z-2xy〉

なお，定理 15の証明において，幕積による左シフト後に簡約子の交換が発生した場合にも同一の reduced

pivotが生成されることの保証で，交換前の台集合に対する簡約子の充足性を必要としている。 ＜］ 

4.3 計算例

次のイデアル〈f1,f2,f砂 CIC[x,y,z]を対象に， Schreyer順序と全次数逆辞害式順序の組み合わせでの

6-Grobner基底を， virtualpivotを用いて求める場合の計算例を示す。ただし，講滅時の実装において，

Schreyer順序における基底添字の優先度を，大きな添字の基底ほど高い順序としていたことから，本報告

でも本来の「小さな添字の基底ほど商い順序」ではなく，「大きな添字の基底ほど商い順序」とした計算結

果であることに留意してほしい（つまり，f1とf3の添字が入れ替わっている結果となっている）。

〈fl=-5企＋yz-x -1,'2 = 3xy +炉＋2x,h = xz -2召＋x-3y〉

参考までに，実際の 6-Grobner基底は次のとおりである。

{xz -2丑＋x-3y,3xy +炉＋2x,5x2 —yz + x + l, yz2 -20z3 + 5炉ー29yz+ 18丑＋27y-z -l, 
y2z + 120z3 -20炉＋ l74yz-104z2 —156y + 6z + 6, 
15炉＋3240z3-559炉十4680yz-2808z2 -20x -4185y + 162z + 180, 
1560z4 + 78768z3 — 17140炉＋ 114129yz -70866z2 -20x -106386y + 4086z + 4026 } 

最初の擬正則ペアは(y.j3, Z• fりとなり，それぞれの先頭項に対応する部分に， h は赤色，f2 は青色，f3

は緑色を用いて強調表示をすると，次のようなM(S)が構成される（左側の行列）。各列の対応する幕積は左

から xyz,y伍，yz汽xy,y汽xz，丑，x,yとなっている。この擬正則ペアの minimumsignature representation 

である M(S)の掃き出しを行った結果，得られた新しい行主成分をもつ行ベクトルが右側のものである。

(j;ー：rq-;;―；)→ (0 ① 6 0 10 0 4 0 6) 
結果として，紫色で先頭項を表している新たな多項式hに対応する virtualpivotとして，

vp ({sp(ye3,xyz), sp(ze2,xyz)}, {rp(ye3,y2z)}, {sp(ye3,xyz)→rp(y西，y2z)})

が得られたことになる。

次の擬正則ペアは (x.j3, z• fl) となり，次のような M(S) が構成される（左側の行列）。各列の対応す

る器積は左から丑z,xz叉yz2,z汽x叉xy,y叉xz,yz,z叉x,y,z,lとなっている。この擬正則ペアの minimum

signature representationである M(S)の掃き出しを行った結果，得られた新しい行主成分をもつ行ベクト
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ルが右側のものである。

0 00 0 0 00① 0 -2 1 -3 0 0 

① -2 0 0 1 -3 0 0 0 0 0 0 0 0 

O① 0 -2 0 0 0 1 -3 0 0 0 0 0 

0 00 0 0@ 1 0 0 0 2 0 0 0 

0 0 0 0@ 0 0 0 1 0 -1 0 0 -1 

◎ 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 0 

→ (0 0① -20 0 0 5 0 -29 18 0 27 -1 -1) 

結果として， マゼンダで先頭項を表している新たな多項式f5に対応する virtualpivotとして，

vp ({sp(xe3, x2 z), sp(ze3, xz2), sp(z召i_,x2z)},{rp(xe3,yz2)}, {sp(x召3,x2z)→rp(xe3, yz2)}) 

が得られたことになる。

3 つ目の擬正則ペアは (x• f2, y•fl) となり，次のような M(S) が構成される。各列の対応する幕積は左

から丑y,xy叉y汽丑z,xyz,y2z,xz叉yz2,z汽丑，xy,y叉xz,yz,z2,x,y,z,1となっている。この例では，同一

の幕積に対応する行主成分をもつ行ベクトルが，擬正則ペアの主成分以外にも存在していることがわかる。

掃き出し結果を再利用しないことから発生するもので，定理15の証明などが必要になる要因となっている。
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この擬正則ペアの minimumsignature representationである M(S)の掃き出しを行った結果，得られた新

しい行主成分をもつ行ベクトルが次のものであり，その下側の virtualpivotが茶色で先頭項を表している

新たな多項式f6に対応するものである。

(0 0 ① 0 0 0 0 0 216 0 0誓 0 312 ―苧ー］ー279 閉 12)

vp ({sp(x,召2,x2y), sp(yぞ2,xy2), sp(yぞi,x2y)},{rp(x召z,y3)},{sp(x召z,x2y)→ rp(xiぅ'2,y3)}) 

以後，計算は続いていくことになるが，冗長であることと紙面の関係もあり省略する。

5
 
まとめと今後の課題

本報告では，野呂•横山［野横 21] によるアルゴリズムにおける多項式表現を変更し，入力多項式のみが

現れる Macaulay行列の階数制御を行うことで， 6-Grobner基底を求めるアルゴリズムの提案を行った。こ

のアルゴリズムでは， virtualpivotという表現により，擬正則ペアが必要か不要かを Macaulay行列の階数

が1変化する否かに帰着させた。これにより，入力多項式の係数を摂動させる必要のある近似 Grobner基

底計算アルゴリズムなどの改善が見込まれる。しかしながら，現時点においては， lowerfiniteな順序を用

いる必要があり，辞書式順序での計算を実現できていないことが，今後の課題となっている。
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5.1 近似Grabner基底計算への応用

構造化Grabner基底の近似計算アルゴリズム [Nagll]では，凡アルゴリズム [Fau99]に基づいていたた

め，誤差により次元の下がった (Macaulay行列の階数が上がった）多項式系の係数摂動を最後に一括して

行う必要があった。この必要性は，すべての S多項式の計算を完了させるまでは，誤差を含む入力多項式

のみに基づいて（なんとか）計算を進めることを求めており，計算可能な系の拡大に大きな課題が残った。

本報告での階数制御を実現した virtualpivotによる signaturebased algorithmと，近似 GCD向けに開

発した SLRAInterpolation[Nag23, Nag25]を組み合わせることで，逐次的な係数摂動を可能とする構造化

Grabner基底の近似計算アルゴリズムが実現可能である。アルゴリズムの概略のみ述べる。まず， G-簡約

の際は Macaulay行列が階数制御されていることから， 0に簡約される否かの判定は安定的に可能である。

以下の計算例では，階数制御により 1つ以外の行主成分が確定している情報を活用した Householder変換

に基づくQR分解と特異値分解に基づく SLRAを併用することで， 0簡約される可能性が高い場合は係数

摂動を実施している。すべての係数摂動は連動し，計算済みの virtualpivotや 0簡約の性質を変化させな

いことが必要であるため，その部分の実現に SLRAInterpolationで用いたブロック対角行列向け SLRAを

人れ子構造で使用する（これを SNLRAと呼んでいる）。最終的にすべての擬正則ペアの計算が完了した段

階で， virtualpivotから実際の多項式表現を得るため，確定している行主成分の情報に基づいて，最小二乗

法を利用する。なお，すべての計算は Mathematica上に実装して実験をしている。

例 1(Example 3 [Nagll]) 

次の多項式系 ex3は，構造化 Grabner基底の論文 {Nagll]のExample3で使われている。

ex3 = {0.002 + 1.0lx2 -2.09炉， 3.06xy+ 4.03x2y, 0.504丑＋1.504xy+ 2.04x2y -1.02炉｝

イデアル〈ex心の全次数辞書式順序 (x>--y)の構造化 Grabner基底として，次の集合が得られる。

{1.58287e-13 + 1.01198x2 -2.08901砂ー7.57713e-14y+ 0.365673xy +炉｝

＜
 

例 2(Example 1,2 [Nagll]) 

次の多項式系 ex3は，構造化 Grabner基底の論文 {Nagll]のExample1とExample2で使われている。

ex1,2 =｛企＋企y汽 x2炉—y汽l.000001x2 -丑y+ 0.999999炉＋x炉｝

イデアル〈ex1,2〉の辞書式順序 (x>-y)の構造化 Grabner基麻として，次の集合が得られる。

{ -3.4 7964e-18炉ー炉＋9.07052e-14炉＋8.99276e-16炉＋y見

x炉ー3.21114e-16炉＋y4,

企＋0.999999炉ー9.02731e-14炉ー0.999999炉ー0.999998炉 ｝ 

辞書式順序に対しては，本報告のアルゴリズムの有限停止性は無保証となるが，この計算例では停止し上

記の結果を得ることが出来る。なお，元論文が辞書式順序のため，辞書式順序を用いた計算例とした。 ＜］ 
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