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1 Introduction 

流体乱流や生態系など様々な系が大自由度カオス力学系と考えられる。これらの系では、基礎

方程式の非線形性と大自由度性により、理論的な解析はきわめて難しい。例えば、 Navier-Stokes 

乱流の間欠性を、 Navier-Stokes方程式にもとづいた理論により定量的に再現することはできてい

ない [1].

一方、平衡状態にある分子多体系という大自由度カオス系に対しては、平衡統計力学がその巨

視的性質を極めて強力に記述する。成功のカギは、状態アンサンブルによる確率的記述により、運

動方程式を解析する必要がなくなったことにある。特に、巨視的性質の記述には正確な確率分布

は不要であり、むしろ、大自由度性により簡単な確率分布が正しい巨視的性質を再現する。した

がって、大自由度カオスの巨視的性質記述のための簡単な確率分布を見つけ、発展方程式を解析

する代わりに確率的アフローチをとるのは有望に思える。

普遍的で扱いやすい確率分布を見つけるのは極めて難しいであろうが、近年、大自由度カオス

の巨視的性質を記述する状態アンサンブルが一本の不安定周期軌道(UPO)から構成できることを

示唆する研究がなされた [2，3].最初の研究では、壁乱流の速度場の平均と分散のプロファイルが

Navier-Stokes方程式の一本のUPOから得られた [2].つづいて、乱流の間欠性を特徴づける速度

揺らぎのスケーリング指数がGOYshell modelの一本のUPOから得られた [3].

これらのUPOは、 15，422次元のNewton-Raphson法や、 24自由度のshellmodelのリミット・

サイクルの分岐を追跡することにより得られた。これらの特別なUPO以外に巨視的性質の異なる

UPOも数多く存在するはずであるから、これらの UPOは無限個の UPOの中から選りすぐられ

たものだと考えられる。しかし、 Newton-Raphson法の初期値や分岐追跡のためのパラメータ変

化プロトコルは試行錯誤で決められたため、 UPOの選択基準は不明である。そこで、本研究の目

的を、それ一本により巨視的性質を精度良く記述できるような特別なUPOを選択する基準を見つ

けることとする。

なお、本稿では、巨視的物理量とは多くの自由度にわたる平均として定義される物理量のこと

とし、また、巨視的性質とは自然測度による巨視的物理量の期待値の大自由度でのリーディング・

タームとする。

1本研究は、佐々真ーさん(東京大学総合文化研究科)との共同研究である。

2E-mail:ロホawasaki@eng.凶igata-u.ac.jp 
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モデル

ここでは、本研究で解析するモデルを説明する。我々の目的のためには、乱流を研究する必要

はなく、むしろ、多くのUPOを探索できる簡単なモデルのほうが望ましい。そこで、我々は坂口

により提案されたcoupledmap lattice (CML)を解析する。 0から N-1のN個の格子点からな

る一次元格子を考えるに t番めの格子点上にはいわsi)εト1，1]xト1，1]の二つの力学変数がは

2 

りついているとする。

れという補助変数を「スピンj

(1) 

と呼ぶことにし、以下のように定義する。

(-1三ぬ<ムi)，
(ム4三均三 1).

1
i
1
i
 

十

一

r
S
E
E
-
J

、BE
E
t

、

一一一cu 

i = t + 1 (mod 2)の格子点にある(ぬ，ムi)の時刻tでの局所写像は

(zt+14?ム件1i) =制?ムtMnhl;(st4-1十九1)]) (2) 

ここで、 kは正のパラメー一方、 i= t (mod 2)の格子点についてはいt+lゎムt+li) = (xtゎムら)• 

タであり、 f(xtゎム九)は次のように書かれるBernoulli写像とする。

(3) 
2(Xti十s九)

f(x九，ム九)== す -s 
l+s九ム九

ここで、写像f(x，ム)の不連続点はx=ムに位置し可変であり?スピン変数Siをf(xゎムi)の記号

力学系の記号とみなすことができる。以下、このCMLをBernoulliCMLと呼び、 xt+1= F(Xt) 
と書くことにする。ここで、 xt三 {xtゎムら}お
坂口が示したように、 BernoulliGMLは次のような面白い性質を持っている [4].まず、

配位の自然測度はIsingmodelのカノニカル分布に一致する。このことをあらわに書くために、

J(s)をスピン配位 S三 {Si}お 1に対応する状態{Xi，ム}お1の集合とする。すると、 J(s)上の自

然測度は、 μ(J(s))= const. X exp[(k/2)玄おIS山 +1].で与えられる。さらに、初期確率分布が

自然測度としたとき、スピン配位 Sから別のスピン配位s'への遷移確率T(sls')はT(s2tls2t+l)= 

日出-1(1 + s2t+12i十1ム2削 2i十d/2，T(s2削 Is2t+2)= n~;-I(l 十 s山2iム叩2i)/2 となる。

スピン

UPOアンサンプル

いよいよ、 BernoulliCMLにおいて、それ一本のみから巨視的性質を再現できるUPOのアンサ

ンブルを構成する。構成の第一段階として、記号列とUPOの聞に一対一対応があることを示す。

記号列[s]三 (AA ，sP一1)があるとしたとき、 [s]に対応する周期点XO三 {XOゎムOi}お 1を発
見することを試みる。{ム九}とる1は定義により直ちに記号列から決まる。 XP三 FP(XO)のある成

分はがi=日?会-ldtd4+23ffH?L71α2tis2t' -2 i (α2t' -2ー 1)+ Sp-2i(α，P-2ー 1) ここで、 p

は偶数、 ati三 2/{1+ムム九)とした任意の記号列にたいし日?2-1d4#1のため、周期点の条

3 

3坂口は2次元格子上のモデルを考えたが、ここでの目的には1次元格子で十分である。
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件XOi= XPiを満たす点が必ずーっ得られる.このようにして、与えられたいlに対し、 XO= XP 

であるようなXO三 {XOi，ムOJお1が得られる。これがいlに対応する周期点であるためには、逆
に、 XOから生成される記号列がいlに一致することを示す必要がある。我々は、ランダムに生成

された 106個の記号列に対し、数値的にこのことを確かめた。これらの結果にもとづき、任意の

記号列と UPOの聞には一対一対応があるといえる。

この一対一対応があるため、記号列のアンサンプルをつくることでUPOのアンサンプルを得

ることができる。記号列をサンプルする確率測度の一つの自然な選択は、初期状態分布が自然

測度で与えられるときの記号列の頻度分布を採用することである。この記号列 [s]の頻度分布は

P([s]) = μ(J(sO))T(sOlsl)T(Slls2)... T(sP一11sP)と書くことができる.この表式は単純なものに

見えるが、ほとんどのモデルにおいて自然測度を得るのは簡単なことではない。多くの力学系を解

析するためには、巨視的性質についてはP([s])から得られるのと同じ性質を持ち、かつ、より扱

いやすい確率測度を用いるのが望ましい。このような確率測度として、 P([s])中のμを定数Z-l

で置き換えたQ([s])を考える。この確率測度は次のように書かれる

Q([s])ニ exp[-lnID(u) FP(XO)Il/Z. (4) 

ここで、 ID(U)FP(XO) Iは、記号列 [s]に対応する周期点XOでの Fのp回写像を不安定部分空間

に射影したもののヤコビアンである。また、 Zは規格化の定数である。この記号列の頻度分布の

表式は、文献[5]で既に得られたものである.Eq. (4)により定義される確率測度は、あらゆる力学

系で、 P([s])よりも容易に評価できる.

4 解析結果

本節では、 BernoulliCMLの巨視的性質が、 Eq.(4)の確率測度でサンプルされるたった一つの

UPOから得られることを数値的に示す。まず、 Eq.(4)の確率誤，IJ度によるサンプリングはMonte

Carlo法により実行される。記号列[s]は、 1+1次元のpxN格子上のスピン配位とみなすこと

ができる。さらに、 Eq.(4)の確率測度はカノニカル分布と同じ形をしている。したがって、我々

のもとめる UPOアンサンブルは、 lnID(u) FP(XO)Iを1+1次元のIsingモデルのハミルトニアン

とみなしたMetropolisアルゴリズムによる MonteCarlo法を使って得られる。 UPOを得るため、

tニ Oとt=p-1の時間方向の境界において周期境界条件を課す。

周期pのUPO上の周期点に等しい重みl/pを与えることで、一つのUPOからスピン配位Sのアン

サンプルが得られる。一つのUPOから得られるこのスピン配位アンサンブルを用いて、巨視的物理

量 -2ごと;518484+1/N のアンサンブル平均が次のように得られる εN 三一乞仁'~Lお1 ムsti+d(Np).

図 1では、 50，000個の UPOのサンプルから計算された、 εNの期待値と標準偏差が異なるシステ

ムサイズNに対しプロットされている。 Nが大きくなるとともに、標準偏差がゼロに近づき、 εN

の期待値が自然測度μ(J(s))による値-tanh(k/2)に収束することが確認できる。以上のことは、

ある UPOから得られた値と別のUPOから得られた値との違いがN→∞とともに小さくなるた
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図 1:N = 2n (3 ~ n ~ 12)， k = 1， Pニ 64の場合に、 50，000個のUPOサンフルから計算された、
εNの平均(円)と標準偏差(エラー・バー)。破線はN →∞の極限での自然測度による期待値

-tanh(1/2)を表す。

め、 -lごと;81納 +dNの自然測度による期待値が、一つのUPOから得られた状態アンサンブル
平均として再現されたことを意味する。

5 単一のUPOによる記述

本節では、なぜ巨視的性質が単一のUPOにより記述されるのか、そのメカニズムを議論する。ま

ず、初期状態分布がなめらかなときの定常状態への緩和を考えよう。このとき、記号の関数である

物理量A(s)の期待値は、ある緩和時間iAの後に、初期分布によらず同一の値に漸近する。したがっ

て、初期状態分布が一様な場合、つまり、記号列 [s]の頻度分布がQ([s])で与えられる場合の漸近

値は、初期測度が自然浪.'l度μで与えられた場合の値、つまり、自然測度による A(s)の期待値に一致

する。このため、 t> iAの時間領域で、 (A(st))Q三乞[slQ([s])A(st) c:= (A(s))μ三Lsμ(J(s))A(s)

が成立する。

この性質を用いると、 A(s)の時間平均の期待値が次のように評価できる。〈ε口A(st)/p)Qc:= 
L;~Ol (A(st))Q/p+(p-i A)(A(ル/P 周期p を緩和時間 'TA よりも長くとれば、 (Lf':~A(グ)/九三
(A( s))μとなる。ここで、緩和時間はエルゴード時間 ieよりもずっと短いことに注意すると、周

期 p は 'TA~P~ 九のように有限にとれることが分かる。

最後に、 A(s)がεNのような巨視的物理量である場合を考える。大数の法則は、定常状態にお

ける、このような量の揺らぎは大自由度の極限で無視できることを主張する。したがって、 Q([s])

によりサンプルされたほとんど全ての記号列 [s] にたいして、2:f，二.~A(st)/p c:= (ε?二ciA(st)/p)Q 
が成立する。

したがって、 Q([s])に関してほとんど全てのいlについて、 2ご?二ciA(st)/p c:= (A(s))μ・UPOと記
号列の一対一対応により、 Q([s])によりサンフルされた一つUPOに沿った時間平均は(AN(S))μ

の良い近似値を与えることが結論される。以上の議論により、大自由度性と巨視的物理量に適用
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される大数の法則が、単一のUPOによる記述にエッセンシャルであるといえる。

6 UPOによる乱流記述の解釈

以上の結果にもとづいて、 UPOによる乱流記述の成功[2，3]の理由を解釈する。特に、文献[2，3] 

で見つかったUPOとEq.(4)によりサンプルされるUPOの関係に注目する。

過去の二つの研究の周期軌道探索において、試行状態点は何らかの方法により真の周期点XOの

近くに置かれ、その状態点の時開発展は発展方程式を時間積分することにより得られた。軌道が

試行状態点の近くにもど、ってきたときの相空間中の距離がある関値6よりも小さいとき、その試

行状態点は周期点と判定された。

簡単のため、試行状態点の集合は周期pの真の周期点XOの6。近傍にばらまかれると考える。

このとき、この集合は時間発展とともに不安定方向に引伸ばされる。 duを不安定多様体の次元、

80を十分小さいとすれば、集合の不安定方向の体積は、一周期後に8guID(u) FP(XO) 1となる。し

たがって、試行状態点から発した軌道と試行状態点の距離が一周期後に関値6よりも小さい確率

は8du/(8gu ID(u) FP(XO) 1)と見積もられる。このととは、周期点XOを数値的に発見する確率が

ID(U) FP(XO) 1-1に比例することを意味する。ここで、 ID(U)FP(XO)I-1がEq.(4)に現れるファク

タであることを思い出せば、文献 [2，3]で得られたUPOはEq.(4)に近い確率測度でサンプルさ

れたものと考えることができる。

UPOによる乱流記述と我々の結果との対応をつけるために、あと2点ほど議論すべきことがあ

る。まず、我々の議論は大数の法則が有効な巨視的物理量に関するものであるため、文献 [2，3]

で解析された物理量が多くの自由度にわたる平均と考えられることを示す必要がある。まず、壁

乱流の場合に調べられた物理量は壁に平行な面内での平均であった [2]。次に、文献 [3]で解析

された、舌L流速度場のスケーリング指数が多くの自由度にわたる平均と考えられるか議論する。

エネルギー・カスケードと慣性領域における自己相似性により、 q次のスケーリング指数Qは

(q = q/3 -ln((Ej十dEj)qj3)と書くことができる [6]。ここで、 Ejはj番目の shellのエネルギー散

逸率である。自己相似性により(.)を慣性領域での多くの異なる shellに関する平均で置き換える

ことができるため、 ((ω/Ej)州立 (l/N)L幻(Ej+内 )qj3 したがって、スケーリング指数Q
は同一分布にしたがう確率変数の平均と考えることができる。

最後に、文献 [2，3]で研究された系における統計的に独立な自由度の数が、 Eq.(4)によりサン

プルされた複数のUPOから得られる巨視的物理量の値がその期待値に近いことを保証するほど

大きいかいなかを議論する。図 1に見るように、 N=8や 16の結果が既に良い近似値を与えて

いる。したがって、乱流の問題においても、統計的に独立な自由度の数は十分であったと考えら

れる。
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7 Discussion 

文献 [2，3]や上述の解釈によれば、 ID(U)FP(XO)Iー1の重みでサンプルされたUPOは乱流の巨

視的性質を記述すると考えられる。したがって、単一のUPOによる巨視的性質の記述は広く適用

できることを示唆する。

双曲力学系では、周期軌道展開を用いて、相空間中の集合R上の自然測度μが

μ(R) = limp→00 Lj ID(u) FP(Xj)I一1と書かれる [7，8，9]。ここで、 R内にある FPの全ての回定

点Xjに関して和をとる。関連した研究として、大自由度カオス系を周期軌道展開により解析した

研究がある [10，11， 12].周期軌道展開では、一つのUPOの重みはlimp_→∞ID(U)FP(Xj)I-1であ

る。これはEq.(4)に類似しているがが、自然測度を得るために極限p→∞をとらねばならない。

対照的に、我々の結果は、巨視的性質を記述するためならば有限の周期で十分であることを示唆

する。
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