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本稿は城崎代数幾何学シンポジウム 2025で話したことの報告書である。 1

局所自明変形についてその定義から解説する。主結果は、正標数の特異曲線

であって、その局所自明変形関手がSchlessingerのH1条件を満たさない例を
構成することである。これは [2]の問いに対する否定的な答えを与えている。
H1条件とは関手の表現可能性に関わるものであり、 smallextensionに沿った
関手のファイバーの大きさを制限する条件である。局所自明変形関手につい

てそのファイバーの構造をある程度明示的に決定する方法を与える。それに

は二つの完全列が関わっている。これらはスキーム上の（非可換）群の層の

列である。そのうちの片方の完全列がH1に関わっているのだが、多くの場合

それは項の一つがつぶれている（例えば標数0のときやsmoothなとき）。こ
の事実は、それらの場合に H1が満たされていることの一つの説明になってい

る。標数pの場合でも、 degenetateしない場合に必ず H1の反例になるわけ
ではない。のちほど構成する H1の反例では、層の全射がglobalsectionのレ
ベルでは全射になっておらず、そのことを使って H1を満たさないことを示せ

る。本稿は［7］、 [6]にもとづく。

1 局所自明変形

本節ではKを任意標数の代数閉体とする。まずは局所自明変形の定義を述べる。

Definition 1. 1.圏Aを次のように定義する。まず、 Aの対象はK上のアル
ティン局所環A=(A, ffiA)であって、その剰余体がKであるもの全体とする。
Aの射は K代数の局所準同型とする。 ロ

Definition 1.2. X。を K上の代数的スキームとする。 AをAの対象とする。
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このとき、次の cartesiansquare 

X 〉X。
』7r 』
Spee A -------+ Spee k 

は、 Tがflatであるとき、 X。の A上の変形と呼ばれる。簡単のためこれを
X/AやXと書く。 X=X。XkAのとき、これを自明変形と呼ぶ。 ロ

上の状況で、 X。と Xは同じ位相空間をもっため、変形を開集合に制限す

ることが可能である。

Definition 1.3. X / AをX。のA上の変形とする。 X/Aが局所自明であると
は、任意の点XEX。に対し、開近傍xEUであって、 Xluが自明変形であ

ることをいう。 ロ

Remark 1.3.1. X。がsmoothのとき、任意の変形は局所自明である。

アルティン局所環Aを固定したとき、変形全体の集合（同型除く）をDefx。(A)
と書く。局所自明変形全体はDef'x。(A)と書く。 Defx。と Def'x。はeovariant

funetors A→(sets)をなし、前者を変形関手、後者を局所自明変形関手と呼ぶ。
これらのような関手A→(sets)をfunctorof artin ringsと言う。 Funetorof 
artin ringsが、 R= k[t1,..., tn]/ Iの形の完備環で表現可能かどうかについて、
Sehlessinger [8]は必要十分条件を与えた。それは4つの条件H1,H2, H3, H4 
からなる。本稿では主に H1を扱う。

Definition 1.4. F : A→(sets)をfunctorof artin ringsとする。 Fが凡を
満たすとは次が成立していること：次を A内の任意の eartesiandiagramと
する。

刀― A"

』』9
A'~A 

ただし eartesianというのは刀＝ ｛（a, b) EA'x A"lf(a) = g(b)}ということ
である。fが全射であると仮定する。組(X,Y)をXE F(A'), Y E F(A”)で
あって F(A)での像が同じものとする。このような任意の組に対して、そのリ
フトがF(A)にとれる。（次図）

ヨZ--_______〉 YEF(A") 

lF(g) 

F(f) 
X E F(A') ~ F(A) 
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ここで、 Defx。は任意標数で H1条件を常に満たしている。 ([8])また、標
数0ではDe恥も凡条件を満たしている。 ([2][1])正標数でも、 X。がsmooth
なら二つの関手は一致するので H1は満たされている。本稿では正標数におい

てDe恥が凡条件をみたさないような X。を構成する。
本節の最後に H1条件のgroupactionによる解釈を説明する。まず、 H2
条件のもとではFについて自然な群作用が定まることが示される。

Definition 1.5. Small extensionとは、完全列

0→(t)→ A’ → A→ O 

であって、 A’ → AはAの全射であり、(t)C:::'kであるもののこと。 ロ

Proposition 1.6 ([8]). F: A→ (sets)をfunctorof artin ringsとする。 Fが
H2条件を満たしていると仮定する（たとえばDefx。,De恥は任意標数で H2

を満たしている。詳細は省略）。任意のsmallextension 0→(t)→ A'/4 A→ O 
を取る。 k[c]:= k[c]／召と定める。このとき、任意の XEF(A)に対して、
ファイバーヘの自然な群作用

F(k[c])へF(f)―l(X)

がある。（言い換えると、自然な群作用 F(k[c])へF(A')があって、 F(f)の
各ファイバー上で作用している。） ロ

このもとで、 H1はファイバーでのtransitivityだと解釈できる。

Theorem 1.7 ([8]).上の Propositionで、 Fが凡条件を満たしていると仮
定する。もしファイバー F(f)―l(X)が空でないなら、 F(k[c])はそのファイ
バーにtransitiveに作用する。 ロ

直感的に言うと、ファイバーの大きさがF(k[c])で押さえられるというこ

とが几に対する必要条件になる。後ほど構成する几の反例では、 F= Def'x。
に対し、ファイバーがDef'x。(k[c])より大きくなることを確かめることで H1
を満たさないことを示す。

2 Hasse-Schmidt derivations 

以降はKを標数p>Oの代数閉体とする。本節は [6]にもとづく。ファイバー
の構造を調べるための道具として Hasse-Schmidtderivation (HS-derivation) 
を導人する。ここでは少し一般化した定義を用いる。
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Definition 2.1. AをAの対象とする。 RをK代数とする。 HS-derivationの
群HSf(R)は次の要素からなる： A-自己同型A翫 R→A翫 Rであって、 mA
で割ると恒等写像kRkR→ K釦 Rとなるもの。 mAはAの極大イデアルで
ある。 ロ

Remark 2.1.1.上の定義で、 A=k[t]/(t門の形とすると普通のHS-derivaiton
の定義と一致する。 [9][4]

Remark 2.1.2. Aの射 B → Aに対して、テンソルで誘導される自然な射
HSf(R)→ HSf(R)がある。また、 K代数の局所化R→ R'に対しても自然
にHSf(R)→HSf(R')が誘導される。
Rem叫： 2.1.3.k-代数的スキーム X。に対して、 HS-derivationの群の層匝紺
が自然に定義される。この層の 1次チェックコホモロジーはA上の局所自明

変形と同一視される。（次の定義）

Definition 2.2（例えば [3]を参照）． Sを位相空間とし，アを S上の非可換
群の層とする。il=｛に｝iEIをSの開被覆とする。

Lコサイクルとは9ijE F(Ui n Uj.)の族であって

9ij約k= 9ik 

を満たすものである。

2つの 1ーコサイクル(gij)(gじ）は

約＝ hi9iJザ

となる hiE F(Ui)が存在するとき同値であるという。この同値類の集合を

か(il,ア）と書く。

が（S,F)＝四が(U,F)
u 

をX上の非可換チェックコホモロジーと定義する。これは{1}をdistinguished

elementとするpointedsetとなる。 ロ

は

上のRemarkにより、 smallextension 0→(t)→ A'/4 A→ 0があるとき

De恥(f):De恥(A')→De恥(A)

が (X。且紺）→が(X。且紺）

と同一視される。

上の射はある種の非可換チェックコホモロジーのlongexact sequenceから
誘導されるものである。それを記述するのがHS-derivationに対する obstruc-

tionである。その obstrucionはcoherentとなる。
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Theorem 2.3.任意の smallextension <I> : 0→(t)→ A'→ A → 0を取る。
Rを有限形k代数とする。このとき、有限R加群Ob災が存在して、次の完
全列が存在する：

H領(R)→H甜(R)→ Ob災→ 0.

また、 Ob魯はRの局所化に関して compatibleである、 口

Remark 2.3.1.この事実は、 obstrucionがfirstcotangent module Tk/kに住

んでいると考えて証明される(firstcotangent moduleについては、例えば[10]
を参照）。 Ob災はT恥の部分群であるが、そのまま部分R加群とはならない

（適当なiをとって、 R凡部分加群となる）。また、 Ob魯はsmallextensionの
取り方に依存している。 smallextensionは無限個あるのに対し、 Ob災がとり

えるのは有限個しかない。このことは [6],[5]を合わせて得られる。

Remark 2.3.2. Rがsmoothの場合Ob魯は常に 0となる。また、標数0の場
合には、 HS-derivationはsmallextensionに沿って常にリフトするのでこの
場合も必然的に0である。このことは本質的に [4],[1]で証明されている。

Proposition 2.4. Theorem 2.3の状況で、 HS{(R)→ HSf(R)のimageを
IHS虐(R)と書くことにする。このとき、次の二つの完全列が存在する：

1 →IHS虐(R)→HSf(R)→Ob災→ 0,
0 →Derk(R)→HS{(R)→IHS虐(R)→1.

ロ

Remark 2.4.1. Rがsmoothもしくは標数0のときはOb災が0のため、上側
の完全列はtrivialである。のちほどわかるように、このことは H1条件を満

たすことの説明となっている。

Remark 2.4.2. k-代数的スキーム X。に対して、上の完全列の暦のバージョン
として、 X。上の非可換群の層の完全列を次のように書く：

1→坦塁→匹¢→ Ob気→ 0,

0 →Derk(Ox。） →臣：’→坦泣→1.

Proposition 2.5.上の remarkの完全列は、非可換チェックコホモロジーの
長完全列を誘導する (X。上のコホモロジーである） ： 

1→ H°(lHS虐）→ Ho（罪内→ H0(0b気） →か(lHS虐）与が（罪む→が(Ob気），

0 →H0(Derk(Ox。))→ Ho（血灼→ Ho（坦塁） → 
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→か(Derk(Ox。))→が（臣灼二が(IHS虐） →が(Derk(Ox。)).

ここで完全というのはpointedsetsの意味である。（P1,P1)→ (P2,P2)→

(Pふp3)が完全とは尺の像がp3の逆像と等しいことを言う。 ロ

ここで、調べたいのはH1(X。，旦§釣→が(X。且試）のファイバーであっ
たが、この射はまさにし 07fのことである。

上の完全列から群作用

が (Derk(Ox。))へが（国岱）

が定まる。これはチェックコサイクルの計算による。実は、これは 1節の群作

用と一致する（か(Derk(Ox。))=De恥(k[c])である）。この作用で打1（匝紺）
を割るとそれは7fのimageと等しくなる。

が（血灼／が(Derk(Ox。))':::::'Im1r.

つまり、バま群作用の軌道を 1点に潰す写像である。この事実を使って群作

用がファイバーでtransitiveでないことを示せば、 H1を満たさないことを証

明できる。

3 主結果

この節でも Kを標数p>Oの代数閉体とする。まず H1条件に対する反例とな
る特異曲線を構成する。

Theorem 3.1.曲線C。を Speck[tP, t p+l]とSpeck[s2P+l, s2P+2]をsmooth
lociでt→ S―1により張り合わせたものとする。このとき、 C。の局所自明変

形関手De恥は凡条件を満たさない。 ロ

この定理の証明に上の長完全列を使う。 X。=C。として、 smallextension 
には

<I> : 0→位） → k［入］／入p+l→ k［入］戌→ 0 

をとる。この場合に上の完全列を考察すると、次がわかる。

(1)が (Derk(Ox。))= 0より、

が（駆灼／が(Derk(Ox。))".::::'Im1r＝が（IHSぼ）．

とくに、 {1}E H0（匹f)をtrivialcycleとすると、 (lo 7r）ー1({1})C 
か（靡灼をか（Derk(Ox。))の群作用で割るとそれは L―1({1})に等し
しヽ。
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(2)曲線の具体的な構成を用いて計算すると、globalsectionの射

Ho（酪内→ H0(0b気）

が全射でないことがわかる。これに exactnessを使うと、しー1({1})が2
点以上からなることがわかる。

(3)上の二つを合わせると、 Def'x。(A')→Def'x。(A)の自明変形のファイ
バーに対する De恥 (k[s])の群作用は、transitiveでないことがわかる。

これにより、 De恥が凡条件を満たさないことが示せ、 Theoremの証明
が完了した。また、同様の考察により、 obstructionが0のときは常に群作用が

transitiveになっていることがわかり、 H1を満たしていることの説明となっ
ている（あくまで凡条件のための必要条件であり、十分ではない）

最後に、一般的な状況に戻って、ファイバーの構造に関する定理を述べて

終わる。先ほどはtrivialcycleのファイバーをを考えたが、一般のファイバー
についても次が言える。

Theorem 3.2. X。を K代数的スキームとする。

<I> : 0→k • t→ A’→A→O 

をsmallextensionとする。 XEDef'x。(A)をとる。

a: De恥(A')→De凡(A)

とする。このとき、

(1) Xに対して
叫X)Eが (X。,Ob気）

が存在する。もし巧(X)-/: 0ならQ―1(X)= 0である。

(2)叫X)= 0と仮定する。このとき、次の全単射がある：

a―1(X)/ H0(Derk(Ox。))~ kerv度／L(X).

ここでL(X)C H0(x。,Ob気）かつ唸： H0(x。,Ob気） →炉(X。,Derk(Ox。))
は非可換チェックコホモロジーにより定まっている（詳細は [6])

(3)もし X。がsmoothalgebraic schemeに閉埋め込みできるなら、 ker唸
はH0(x。,Ob気）の K部分アフィン線型空間であり、平行移動を除いて
一意となる。

口
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