
ゲージ場及びスピン格子系の相転移

ゲージ場及びスピン格子系の相転移*)

A.A.ミグダル (川畑有郷訳 )

格子系の臨界現象を近似的に記述する簡単な recursionequationを提案する｡d次元

のスピン系と 2d次元のゲージ系に対する方程式は一致する｡ 興味ある結果は,2次元

Heisenbergmodel及び 4次元 Yang-Millsmodelで転移温度がooKにな ることである｡

これは,場の理論の asymptoticfreedom に対応している｡

Introduction

笥2種の相転移は,きわ立った普遍性をもっている｡臨界領域では,系のミクロな構

造は本質的ではなく,系の次元及び内的対称性の群のみが重要である｡内的対称性が高

くなると,相転移は起 りにくくなるo即ち, orderedphaseが存在しはじめる次元 d｡

一臨界次元数-が大きくなる｡たとえば,離散的な群 SO(1)(Isingmodel)に対 しては

d｡- 1, 連続的な群 SOh)(Heisenbergmodel) に対してはdc- 2である｡最近,

群のパラメーターが格子上の点に依存する様なゲージ場の系が導入された.D達観的ゲー

ジ群に対しては,dc-4 であると期待する理由があるo この様な系勘 ゲージ不変な

状態スペクト/レを持った相対論的場の理論に対応する｡この際,不変でないobject (

quark) は,不変 な object (Hadron) の内部に,長距離力により引きとめられるo

著者の論文2)において,ゲージ場系の臨界現象を記述する recursionequation を提案

した ｡

以下では同じ方法を用いて,スピン系に対する recursionequation を求める｡ゲージ

場の方程式と同様に,空間次元-の依存性が明瞭な形で表されている｡ この時,d次元

のスピン系と2d次元のゲージ場系との間に,注目すべき類似性がある｡即ち,これら

に対する recursionequation が一致するoしたがって,特に離散的群に対 してd｡- 2

ゲージ場の連続的群に対してd｡-4であるO 一般には recursionequation の数値解に

*)JETP 69(1975) 1457 なお, A.A.MigdalJETP69(1975)810｢RecursionEqu-

ationinGaugeFieldTheories｣の訳が素粒子論研究5月号に揚載されますO
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よって求められる臨界温度や臨界指数もd-d｡のべきで展開できるo 臨界指数に対する

展開の0次と1次の項は正確である｡ この様な関連で,我々の方程式は,スピン系に対し

て4-dでの展開の第一項を与える Wilson3)の方程式に似ているo

1.正確な recursionformula

2次元のHeisenbergmodelを考察することにして,それに対するZ-functionalを導入

するo Z-functionalは即ち,境界上のスピンを固定した統計和であり,境界上のスピン間

のcouplingは,定義により半分の重みをもってエネルギーにふくまれる. ベレジンスキJ)

によって注意されたように, Z-functionalは乗算の特性をもっている. 即ち, とな り合う

2つの領域を1つに合同させる時, Z血nctionalを2乗して共通の境界上のスピンについ

て積分しなければならない｡簡単のために正方形の領域を考える｡そうすれば,長さ2L

の辺をもった正方形の functional Z2Lは, 4つの ZL･functionalの積の平均に等しいO

Z2L tS,)-∫H(dSin.)i=klZL ISr.)1

(dS)…dnS∂(1-S2)T(n/2)がn/2.

ここに, tSr) は2Lの正方形の境界上のスピンの集合, tSriIはLの正方形の境界

上のスピンの集合, tSin.)はLの正方形の境界で2Lの正方形の内部にあるものの上

のスピンである(1図を見よ)0

1図 2次元Heisenbergmodelの correlationfunctionalに対する正

確な recursionequation 正方形の辺上のスピンの分布が,矢

印で示してある｡ 内部にあるスピンについては,平均をとる｡

(1)は, functionalrecurrenceequation であり,elementarycellにおける初期条件
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Z｡- exp (g i与ISiSi十1+ 言 ii.S i )

h 4

の下に解くべきものである (2図 )｡類似の方程

式をd次元の場合にも書くことが出来る｡(1)にお

ける因数はこの場合 2d となる｡明らかに我々は

統計的極限L--における自由エネルギーに興味

がある｡ 自由エネルギーは,一般の形でnormaト

izedequationに関係づけることができる｡これは

次の様にして行われる.(1)の Z-functionalから I

S)についての平均即ち普通の統計和を分離しょ

う｡

ZLtS)-<ZL>WLISI (4)

そ うすれば,correlationfunctionalWに対して我々は

< <

W2I,- R(WL)/<R(WL)>･

2図 elementarycellの

correlationfunctional

(3)

(5)

の形の normalizedequationを得る.そして,統計和は, correlationfunctional を通じ

て recurrencerelationにより表現される｡

<Z2L>-<ZL>2d<R(WL)>

この様にして我々は自由エネルギー,-PF- limL~dln<ZL>を得るo即ち,

∞ <

-pF (P, h )- 2 2~ kd ln < R (Wk - I )>+ ln<Za> ･
k= 1 2

(61

(7)

recursionの approachでは一般的な事であるが,自由エネルギーの特異性は,correlation

functionalに対する方程式

wL-W ISi+ (p-βC)Ll/y¢1iS)+hLd-A¢2iSi (8)*

の不安定な固定点に関係 しているO 臨界指数 y及びAはW のまわ りに線形化した方程*
式からきめられるO'¢1及び¢2はそれぞれ固有値 2小 , 2d-A をもつその方程式の固
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有状態である｡そ うすれば,自由エネルギーは,よく知られた scalingform

F (β, h )- (β-P c )v d f ( h (β- βC )(A -d)y )+regularterm (9)

をもつ o singularterm は,2k- (p-pc)-p又は 2k～h-1/(d-A)となる様な大きな
距離によってきまる｡

2.低温近似

これまでの所では,我々の考察は正確な ものであり,本質的には Kadanoff-Wilsonの

一般的な方式と異らない｡この方式は,functionalequationに対す るある適当な近似手

段が十分とみとめられれば,現実的な意味をもつ ｡ よく知られた Wilson の近似は,ス

ピンのゆらぎが Gaussianに近いd- 4-8において正しいO

我々は,別の近似 を提案するOこの近似は, d-dc+ Eの時正しく,このとき転移

温度は小さい｡

低温近似においては,正方形 (さしあたりd- 2とする)の辺にそってのスピンのゆ

らぎを無視する.そ して, Z-functionalを,相対する辺の平均のスピンの関数の積の形

において求めてみよう｡

ZL- FL( S., S; )FL ( S2 ･ S '2 )

(1)における内部の平均 された4つのス ピンについて積分すると(3図 )

F2L(S,S′)-(Ff)…S′ al)

を得る｡ ここに, F2は convolution

(F2)ss′- ∫(dS〝)ド(S,S〝)ド(S〝,S′)
3円監

d次元空間においては,我々は, 2dの境界

の各々の上の平均 したスピンを考え, Z-func-

tionalを,相対する2つの辺上のスピンの関数

FIJ(Si･S;)のd個の積の形において求め
る｡ 2倍の大きさの立方体を構成する2d ヶの

立方体の辺の,内部 にある もの上のスピン
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について積分すると,

F2L(S,S′)-(Ff)…sd,-1 3円監

を得る｡

最後に,ゲージ場の理論の時2)と同様に,方程式を,2倍でなく任意のスケール変換

の場合に一般化するのが便利であろう.同じ様なや り方で,我々は, Adヶの立方体を

合同させる場合には,

FIL(S,S′)-(Fまfssd,-1

を得る. ここに, Flは 右重の convolution である.

u4)

Aが整数でない時には,このcOnVOlution は,球面調和関数による展開の助けにより

定義出来る｡ 磁場がない場合には,Fは,スカラー積 (SS′)のみによっており,この

展開は,

FL- 君 f｡(L )x｡( SS′)N｡ u5)

の形をとるo Fourier成分 fp(IJ)に対しては,(14)から方程式

x,(1,fp (lL )- ∫ (d S ) [招 (L ) xq(S S′)Nq] ス d - 1 x,( ss′),
旧税

を得る｡この方程式は,

A- ス2,L-L2,d-d/2 (17)

というおきかえを行えば,ゲージ理論の方程式 となるou5),脚 こ入っている球関数 xp

(Z)はn-2,4に対して,それぞれU(1),SU(2)の群の charactorに一致する｡ この

ように,Ⅹ-Y modelはphotodynamics,即ちAbelean格子ゲージ理論と類似であり,

4成分Heisenbergmodelは,Yang-Millsの格子理論と類似である｡

これらの類似は,偶然ではない｡ポリヤコフは,場の理論の方法で, 4次元のphot-

odynamicsでは, 2次元のX-YmOdelと同様にorderなしに相転移が起ることを示

した.又, 2次元のHeisenbergmodelはOoKで特異性をもつが,これは,たとえばYang･

Mills理論における asymptoticrreedom に関係 している｡

我々の近似の枠内では,類似性はもっと先まであり,臨界指数の間の関係をあたえる｡
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たとえば,

Agauge(2d)/Aspin(d)- yspi｡(d)/yg｡｡ge(2d)- 2･ 誕監

3･ⅠsingModel

まず, Isingmodelからはじめる. この場合には,方程式朋)は,最後まで解析的に調

べることが出来る｡

normalizedcorrelationfunctional

wL-1十 SS′thβ(L)- eP(｡ss′/chP(L)

の係数に対しては,方程式は次の形に帰する｡

th [P(lL)̂ 1-d]- thlβ(L), β(a)-P.

(19)

伽E

方程式を固定点Pcのまわりに線形化して･我々は(8)の指数 A′- d-y11を得るO

A′-(lnjrlln
sh2β｡

第二の指数Aは,解 を

1
w L- - eXP (PcS S, thLd-A (S+ S,)
chβ｡

の形におき,(14)をhについて線形化すれば得られる｡ このとき,我々は

A-1+2βC(Al~d-1)/lnl

(21)

但2)

(23)

を得る｡臨界温度及び,臨界指数が modelparameterノ‖こ依っていることは,我々の近

似が正確でない事を示している｡

)を ス~1に変えて,同時に転移温度を Id~1倍すれば指数は変らないのは興味ある事

である. この様な観点からすれば,i-1と選ぶのが最適である(i- 1における見か

けの特異性は,あらゆるオーダーで消えている)O 2次元モデルに対する, i- 1にお

けるパラメーターの数値的な値を表に示した｡
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表 1

PeIⅢeX托e
OtICarepa

ln(1十1′g)-0,881

y2-1n(1十yE)-1,246
1-1n(1+1巧 -0,119

ln(1+
+Vg
l

り8

臨界温度は,正しいものと一致する｡ orderparameterのべきAは5%,エネルギー

密度のべきA′は25%ちがっているOいうまでもなく, 2次元 IsingModelに対して

は,このような粗い近似は意味をもたないo 又,同じくrecursionapproachに基いてお

り,より小さな誤差を与える KadanofTの方法があるo しかし残念ながら,この方法で

は群の dis｡reteneSSを本質的に利用しており,一般化が出来ないo

我々の方程式は,転移温度が0に近ずくd-1十 Eでは正確になるはずであるoこの

ときには

ln1 1-12

2β｡-
1-1~6 3(1- ス~8 )

2
』/-1+-

3

12- 1 -4/タ
- e C十0(e
lnA

1 12-1
A--
3 ln}

e-4Pc+o(e-6Pc )

ー6Pc

e-4βC+o(e-6βC)

伽

C5)

配

を得る.e展開の第一項 2βC- e-1,A′- 1, A - 0は = こ匪存 しないo したがっ
て,これ らは正確であると期待出来る.この証明を得ることは出来なかったo E展開の

第一項が, 2次元 ⅠsingModelに対してあまり悪 くない近似を与えることは興味ある事

である｡

類似のゲージ場モデルにふれれば,次の様な事が知られている05)

d=2の時は,1次元の IsingModelに帰し,我々の方程式によって正確に記述され

る｡ d-3では,自由エネルギーはβC-0･76 リ-0･62をもつ3次元 IsingModel

に帰する.最後に,d-4のときは,転移温度は2βC- ln(1+√す )であることが
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わかっているo我々の方程式は((20)で =̂ 1として(17)のおきかえを行う)d- 3ではβC

-o･9, y- 1･05,d-4では 2β｡- ln(1+√訂 ), 〟-0･66 を与える｡

まとめとして, discreteな群は,我々の方程式によって,他の recursionの方法にく

らべて満足すべき精度で記述されると言えよう｡我々の方程式の憂れた点は,連続群の

場合に現れるのであり,他の方法は応用できない｡

4.対称性の連続群

連続的な対称性をもっ系においては･criticaldimension はdc- 2であるO方程式19)

の解を,d- 2+Eの時にGauss型

FL (cosO)- exp(A(L)-β(L)C2/2)

の形において求めてみようOここにβ~1(L)は小さなeffectivetemperatureである｡

鞍点法で積分を行い,～β及び-1の項をのこすと,β(L)の関係式

β(lL)- le月(L)+(1/6)(n-2)lE(ト 1)+o(β~1 )

を得る｡ これから,転移点が求まり

n-2 1-1 n-2 }-1

β｡-
6 re-1

≡E=丁二二二 ⊥
6e lnl

+0(1),

又指数 〝は

y- E-1+o(1)

となる｡第2の臨界指数』は非等方的解

FL- exP(A-PcC2/2+hLd-A(S+S,)(1+aO2))

に対応する｡

方程式仙を磁場hについて線形化し,鞍点法で積分すれば,

α- 1/12

2-A- 1-(n-1)/12Pc+ o(Pc-2)
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を得る｡ A-2のときeg)のPcを代入すれば, e展開の笥一項

A-
n- 1 e
- I-+ o ( 8 2)
∩- 2 2

周到6

を得る.この指数に対する E展開の正確な線形項はポリヤコフにより場の chiral理論に

より求められた.我々の結果(SOL(34)は正確なものに一致する｡ これは驚 くべき事ではな

い.というのは,転移温度はEに比例 して0になるのであり,我々のモデルは低温の極

限で正確だからである0位9)で, ePcの比例係数は, 小こ依っており,正確な値

Eβcexact- (n-2)/2打 (35)

とは異る. i- 1では差はせいぜい5%である｡

それでは,2次元ではどうなるのであろうか｡ e- 0における特異性の温度のべきは,

exponentialになる｡たとえば,

･C～ (1-を了- exp(若)-exp(誓 )

空間のスケールL-の紋存性べきは対数的となる｡

n-2 1｣
P(L)-p-- ln-

27E a

(∩-I)/2(∩-2)

hLd-A -jhL2

鍋

濫刊

髄)

これを確認するのは難 しくはない｡ e-0におけるGaussian近似のrecursionequation

を考えればよい｡2次元のHeisenbergmOdelで転移温度が0であるということは,の定

理に対応して全温度領域で orderが無い事を意味する｡

X-Ymodelは特別の場合であり,これに対応する群は Abeleanである｡ 6-0,n
- 2の時,(34),(35)で転移温度及び指数 Aは不定となるo correlationlength(36)払 Gau-

ssian近似田)が使える十分低い温度では無限大となる｡ Gaussian近似-の補正は eXPO-

- 11 1-



A･A･ミグダル (川畑有郷訳)

nentialに小さいOというのは.それは,スピンの2次元ベクトルの角度についての積

分領域 凧 < 打 の端に関係しているからである. もし,積分を困 <∞に広げると,

任意のβをもっ Gaussianform は固定点となる. 方程式(ll)を,n-2の場合に,縮退し

た Gaussian解

FL- exp(A-202･

h(S+S′)

ls+S'F L2-A択e,) (39,

のまわりに線形化すれば,我々は積分方程式

2-Av(0,-P ESdpexp (-P(p-;)2jcos誓ow(甲, (M,
を得るo この解は β2とT…β~1 の2重級数の形で求めることが出来る｡

β2 7T ′β2g- 1-- (1+- -- 十･･････)
24 90 80

A ln2- 芸 言 (吉 )2+･･-･

廻日日

(42)

方程式他をn-2(磁場なし)の場合に数値的に解くと,出発値 (関数 )をFo-exp

(βcosP) とすると,数回のiterati｡nで

Gaussian f.rm exp(A--pp2/2)(声-

β+o(1))に移行する.β≧1のときは:,

Gaussianform は極めて長くつづく,そし

て,急速にF-1となるが,これは,order

のない相に対応しているo β>β｡=1･7に

おいては,行われた iteration の範囲では

(loo回)Gaussianfbrm のままであった｡

これ払 実質的には,P>βCではcorre]a
lionlengthは無限大であること,即ちβ>

β｡の領域は ｢転移線｣ であることを示し

ているO これは･ 4図のTc(e)の曲線に

対応している. この曲線は,方程式u6)をl

-112-
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-21/(d-I) として数値的に解いて得られた

ものであるが,その場合には方程式のFour-

ier標示は簡単になる｡

ゲージ場系とスピン系の analogyに対応し

て,上にのべたことはすべて4次元の pho-

todynamicsに も適用することを注意 しよう｡

これらの結果払 べレジンスキー 4)のX-Y

modelについての一般的結論とも,又ポ リヤ

コフのphotodynamicsについてのものとも一

致する｡

Conclusion

この論文の結果は5,6図にまとめられて

いる｡ 5図によって,相転移が臨界次元数で

どのようになくなるかを見て理解できる｡ 6

図は,この際次元* (指数 )のスペクトルに

Z
CnuJJOOb/CCuCrTlCMb/

2 3 y 5 6■
NaJTudpoOovF/OICCuCmC〝b/

5図 SO(∩)の対称性をもっゲー

ジ場及びスピン系についての空

間次元と転移温度の定性的な関

係･ recursionequation から求

めたもの,十字印は, discrete

なゲージ群 SO(1)-Z2に対する
ref5)の正確な結果,円は,

Isingmodelに対する正確な結
果である｡

何が起るかを示す.d- 4-6のスペクトル

のふるまいQj:, wilson3)の仕事から知られるO 上にある曲線は,エ ネルギー密度 の

operatorの次元 A′-d-リ~1である. この図に払 それを構成するoperator一つ一つ

の次元は示してないOこれらの次元は,d- 2+Eの場合にも,線形化した recursion

equationにより求められる｡モデルの実際的な応用について言えば,一番興味があるの

は,おそらく,2次元の磁性体の状態方程式であろう｡ これは, recursionequationの

数値解によって求められる｡ この際,スピン空間の異方性を考えに入れることが出来る

が,それによって,スピンの成分の一つ又は二つのゆらぎが抑えられるはずである｡

最後に,協力者であるA｡M.ポリヤコフ,Ⅴ｡1｣｡ポクロフスキr C.B.′､フラ

チェフの多くの discussionと criticalな remarkに感謝する｡又,数値計算を助けてく

れたE.B.ボゴモリニイ及びⅤ.Ⅴ.バシキンに感謝する｡

訳者注* 空間の次元と混同せぬ事｡
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A.A.ミグダル (川畑有郷訳)

6図 一般化されたHeisenbergmodelSO(n)に対する,スピン

の次元 (A)とェネルギー密度の次元 (A′)の空間次元-の

定性的な陵存性｡d- 1及びd- 2におけるふるまいはre-

cursionequation･d-4の場合はe展開からもとめたもの｡

×印は,2次元及び3次元の知られている指数を示す｡
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