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1 はじめに

本論文では，高次元小標本データに対する 2クラスの判別分析を考える．独立な d次

元の母集団が 2個あると考え，各母集団 7ri(i = 1, 2)は平均に未知の d次ベクトル μi,

共分散行列に未知の d次正定値対称行列 :Ei(> 0)をもつと仮定する．ここで，高次元

データに対して :E1= :E2を考えることは現実的でないため，共分散行列の共通性は仮定

しない．各 i= 1,2について，埒集団 7riから， m個の訓練データ屯1'...'屯n; を無作為

に抽出する．但し， N = n1 + n2とする．簡単のため，訓練データを， (x1,... ,XN) = 
(x11, ・ ・ ・, X1n1, X21, ・ ・ ・, X2n2)と表記する．また，訓練データのラベルYiを， i= 1, ... , n1 

に対しては，ー1,i = n1 + 1, ... , N に対しては， +1と定義する．判別するテストデータ

を，尤o(E 7rlもしくは E乃）とし， XoE 7riを誤判別する確率を e(i)と表記する．ここで，

Xoは，訓練データと独立に抽出されたものとする．

高次元の2群における判別分析について， 2群の共分散行列が等しいと仮定すれば， Dudoit

et al. (2002)や Bickeland Levina (2004)による標本共分散行列の対角成分だけを使った

判別方式などがある．しかし， 2群の共分散行列が等しいと仮定する問題設定の単純化は，

高次元データが本来もつ 2群の差異に関する情報に目を瞑ることになる. 2群の共分散行列



2

が等しいことを仮定しない 2次判別分析の場合， Dudoitet al. (2002)による標本共分散行

列の対角成分だけを使った判別方式， Chanand Hall (2009), Aoshima and Yata (2014) 

等のユークリッド距離に基づく判別方式， Aoshimaand Yata (2011,2015)による高次元小

標本の幾何学的表現に某づく判別方式がある．さらに， Aoshimaand Yata (2019)は，非ス

パース性と適当な正則条件のもと，一般的な高次元判別方式に e(i)→0, d→ oo, i = 1, 2 
なる一致性が得られることを証明した．

工学における機械学習の方面から，高次元データ解析の方法論に関する研究が膨大にあ

る．例えば，判別分析は，機械学習の領域では教師あり学習という立場で広く研究され，代表

的な手法に Vapnik(2000)が考案したサポートベクトルマシン (SVM)がある.Nakayama 

et al. (2017, 2019)では，高次元小標本データにおける SVMの漸近的性質を導出し，一致

性を与えるための正則条件も導出した．一方で， Marronet al. (2007)は， SVMが高次元

データに対してオーバーフィッティングを起こすことを指摘し，その問題を解決するために

Distance weighted discrimination (DWD)と呼ばれる新たな判別手法を提案した．しかし

ながら，理論的に DWDの精度保証を与えるような研究が乏しく，理論研究に改羞の余地が

ある．本論文では，高次元小標本データにおける DWDの漸近的性質を導出し，一致性を与

えるための正則条件も導出する．

2節では， DWDの判別方式を説明する.3節では， DWDにおける判別関数の漸近的性

質を導出し，一致性を与えるための正則条件も導出する.4節では，数値シミュレーション

により，高次元小標本における DWDの精度を検証する．

2 DWDによる判別方式

本節では， DWDの判別方式を紹介する.w E股dを重みベクトルとし， bE政を適当に

選択すれば，分離平面とデータ点ュのマージンは， ri= Yi(wTxi + b)と表すことができ
る．訓練データが，超平面で分離可能であるとき， DWDは， 1/riの和を最小にするよう

に，分離平面を求めていく．ここで，高次元小標本データは線形分離可能であることに注意

する．従って， DWDの定式化は，以下の最適化問題として表すことができる．

N 
1 

min -subject to八=Yi(wTxi +b) > 0, i = 1, …, N, llwll =1 
w,b L i=l ri 
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但し， II・IIは，ユークリッド距離とする．上記の最適化問題は，次のように書き換えること
ができる．

max min {立＋立i(八-Yi(wT Xi+ b)) +入(wTw-l)
a, 入>Ow,b,T

i=l 乃 i=l 

但し， a=(aい・・心N汀である．次に，

N N 
1 

A=LG+L叫Ti―Yi(w五+b)) +入(wTw-1)
i=l i=l 

とおくと，

を得る．そのとき，

8A 

OTi 
=0⇔叶＝

1 

叫

8A 1 
N 

-=0⇔ W=云区疇叫
如

i=l 

8A 
N 

面 =0⇔ど疇 =0
i=l 

N 2 

炉翌。｛国況—八 ~°'iYふ—入｝
なる最適化問題を考えれば良い．また，

N 
1 
N 2 

とおき，

A*=2LJc戸ー〉暉iユー入
4入

i=l i=l 

fJA* 1 
N 

ぬ =0⇔入 =2I: 饂屯
i=l 

に注意すると，最適化問題 (2)を次のように書き換えることができる．

N N N 

閃~{心占—｛立叩lいlデ,}

｝ 

(1) 

(2) 

(3) 
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N 

subject to a1 ?: 0, j = 1, …, N,L疇 =0
j=l 

ここで， 
N N N 

L(a)~2幻匹—｛饂a;a,y辺l吋叩
j=l j=l l=l 

とおき，

& = (ふ，….,伍）T = argmaxL(a) subject to (4) 
°' 

とする．このとき， (1)と(3)より，

N 
1 

心＝ 心：N A A T 
ど崎j叱

j,l=l句a1YjYl叱叩 j=l

である．切片項bは，適当な jを用いて，

も=Yj AT  

占
-w初

として与えられる． したがって， bを以下のようにその平均を用いて与える．

N 

b= 責 L(__½_—ー記叱
j=l 占

上記で求めた (b,心）を用いて，判別関数を

y(xo) =副位。+b

） 

(4) 

とし，判別方式を， y(xo)< 0のとき尤oE 1r1, y(xo)~0 のとき Xo E四とする．詳細は，

Marron et al. (2007)や Qiaoet al. (2010)を参照のこと．

3 高次元データにおける DWDの漸近的性質

裔次元小標本 (d→oo, N は固定）の枠組みで，漸近的に目的関数 L(a)を評価する．
△ = llμ1―μ21ドとし， d→00の高次元のもとで，以下を仮定する．

(A-i) 
Var(llxij -μ 旧）
△2 → 0, i = 1, 2 

tr(迂）
(A-ii) → 0, i = 1, 2 

△2 
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母集団に正規分布を仮定したとき， Var(llxij―μi112) = 2tr(:E『）が成立し， (A-i)と(A-ii)
が同値であることに注意する．

補題 1.(A-i}と(A-ii}を仮定する. (4)のもと， d→ooのとき次が成り立つ．

N 

L(a) = 2L四—
j=l 
？（立）2 {1 +叫1)}+ tr図）文吋＋心）シ吋
j=l j=l j=n1 +1 

次に， L(a)の最大化を考える．△＊＝△+ tr(~1)/n1 + tr(~ 叫／四とする．ある正の定

数Bについて，制約条件Ef=lの=Bを考える．このとき， (4)のもと，以下が成り立つ．

翠~n (心）〗叶 +tr図）j=t+l a;)= り cr~~1) + tr巴） (5) 

このとき，補題 lょり， Nakayamaet al. (2017) と同様にして， B=2(✓町+Ji百）町△＊

とすることで， L(a)を漸近的に最大化することができ，以下を得る．

補題 2.(A-i}と(A-ii}を仮定する．このとき， d→00のもとで，以下が成立する．

（占＋占）2
も= {1+叫1)} j = 1, …，n1, 
mふ

（占＋因）2
も= {1+叫1)} j=n1+l, …，N 

四ふ

さらに， XoE叩， i= 1, 2 (i'=J i)について， d→00のもとで，

が成立する．但し，

ぷ/2
△ 
如 o)= 
(-1)国
N 
+ 8 + Op(l) 

3/2 3/2 

0=-
屈ー巧）△* tr(江）ーtr(:E叫

＋ 
N(占＋因）△ N△ 

である．

次に， d→CX)のもとで，以下の仮定を考える．

(A-iii) 
mm・ 

limsup lbl < 
i=l 2 ni ， 

d→ oo N 

このとき，次の結果を得ることができる．

(6) 
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定理 1.(A-i)から (A-iii)を仮定する.DWDについて， d→00の裔次元のもとで，以下
が成立する．

e(l)→ 0, e(2)→ 0 

一方で， (A-iii)が仮定できないとき，次の強不一致性が成り立つ．

系 1.(A-i)と(A-ii)を仮定する.DWDについて， d→00のもとで，以下が成立する．

liminf r5 > 四
N 
ーならば， e(l)→1, e(2)→ 0, 

d→OO 

r 釦
1msupr5 < --

N 
ならば， e(l)→ 0, e(2)→ 1 

d→OO 

系 l ょり， DWD は， m と四や tr(~1) と tr(江）の不均等さによって，強不一致性を与

えることがわかる．

4 数値シミュレーション

本節では，高次元小標本のもとで， DWDの精度を数値的に検証する．母集団ni(i=l,2)

について，訓練データ Xij-μi, j = 1, …, niを

(i)芯 (0,Ei); 

(ii)平均 o,共分散行列 Ei, 自由度 10のd次元t分布切(Ei,10), 

のいづれかから抽出するものとする．最初の「d2/3l個の成分が 1,それ以外が 0である

μ1 = (1, …，1, 0, …，0汀とし，匹 =0とする．ただし，「xlはx以上の最小の整数を表す．
共分散行列とサンプル数について，次の4つの場合を考える．

(a)母集団 (i)'江=1.2虹，昆＝江， (n1,四） = (15, 5) 

(b)母集団 (ii),E1 = 1.2虹， E2= E1, (n1, 四） = (15, 5) 

(c)母集団 (i),E1 =虹，江=2E1, (n1, 四） = (10, 10) 

(d)母集団 (ii),E1 =虹，昆=2E1, (n1, 匹） = (10, 10) 

｛且し，む=B(o.3li-jl113)B, B = diag({0.5 + 1/(d + 1)}112, …, {0.5 + d/(d + 1)}112)と

する．次元を d=2八s= 5, …，10と設定する．上記の設定はいづれも (A-iii)を満たさな

いことに注意する.DWDについて，各設定で， XoE 7r1とXoE 7r2が正しく判別されるか

を確認した．実験を 2000同繰り返し， XoE 7r1とXoE巧のそれぞれの場合における誤判

別の割合e(l),e(2)と全体の誤判別の割合e= (e(l) + e(2))/2を纏めたものが図 1である．
標準誤差は0.011以下であることに注意する．
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図1 (a), (b), (c), (d)のシミュレーション結果．左からそれぞれe(l),e(2), でをプ

ロットしている．

図1のように， (A-iii)を満たさない場合は，アンバランスな結果を与えることが数値的に

確認された．系 1や本シミュレーションから，高次元小標本の枠組みにおいて， DWDをそ

のまま用いることは推奨されない．
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5 付録

以降， μ12=μl―μ2, μ= (μ1 +μ 砂/2と表記する．

補題lの証明.(A-i)と(A-ii)を仮定する.d→ ooのもと，

µT~ 入µtr(~l)1/2
＜ =o(l), i=l,2 

△2 一△

であり，チェビシェフの不等式より，任意の T>Oに対して，以下が成立する．

P(l(x1―μ汀(xz-μ)―△ /41~T•) 

s 
E[{邑—µ)刈Xz~µ) ―△/4}門

= O{tr(:Ei) +μ 『心匹｝／ぷ =o(l), lsj<lさ釘，

P(l(x1―μ汀（初ーμ)―△/41~T•) 

= O{tr(均）+μ 『炉2恥｝／ぷ=o(l), n1 + 1 s j <ls N, 

P(l(x1―μf⑰ —µ)+• /41~T•) 

(7) 

= O{tr(:E1:E叫十μf2(:E1+ :E2)μ12}/△ 2=o(l), lsjsn1,n1+lslさN (8) 

但し， tr(:E心叫 S{ tr(:Ei)tr(羽）}1/2であることに注意する. (7)より，任意の T>Oに
対して，以下が成立する．

P(lllx1―μ112 -△ /4 -tr(切I~T△)

= O{Var(llx11 -μ』12)+μ 五立恥｝／ぶ =o(l), j=l, …，n1, 

P(lllx1―μll2-△ /4-tr(:E分 I~T△) = o(l), j = n1 + 1, …, N (9) 

ここで， (4)のもと，以下を得ることができる．

N N N 

L(a)=2L匹— \LL叩叩ll包ー µ)T(xl -μ) 
J=l J=l l=l 

従って， (4) のもと，すべての j について O!j~0 であることに注意すれば， (8) と (9) より，

N 

L(a) = 2L.;a; — 

j=l 

△ 
N 

心巧）2 {1 +叫1)}+ (嘔）t吋+tr(瓦）と吋）
j=l j=n1+l 

が得られ，補題 lを示すことができる． 口
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補題2の証明.Nakayama et al. (2017)と同様にして，補題 lと(5)より，結果を得る． ロ

定理 1と系 1の証明 (6)より，結果を得る． 口
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