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経路積分法による半古典的ランジュヴァン方程式の新しい導出法

お茶の水女子大 橋 爪 夏 樹

§1｡緒 論

ランジュヴァン方程式は平均の過程を定める減衰方程式に揺動力項を加えて作られるのが普

通である｡そして揺動力は白色スペクトルをもっガウス過程であると仮定することが多い1)0

Onsagerはこの仮定をもう少し物理的な原理で置き換えようと試みた2)｡しかしこれら嘩何れ

も現象論的アプローチであり,また揺動力のスペクトルが白色でない場合 3)-のOnsager流の

物理的解釈法の拡張も行われていない｡

状態変化の経路の確率という概念が第 1原理から入っているのは量子力学である4)｡古典力

学の場合は統計集団として確率概念を導入す るの外はない｡ランジュヴァン方程式を量子力学

のハイゼンベルグ運動方程式を変形して導出する試みは森哩論以来多数行われている5)｡しか

しこれらは揺動力に対する形式的な表現 を与えるのみで,確率過程としての確率分布 を直接与

えるものではない｡量子力学に本来そなわっている経路の確率を変形 して,揺動力の経路確率

を導出しようという試みを報告したい6)0

§2.Onsagerの考え

Einsteinにーよれば,熱平衡状態での熱力学変数α-(αェ,α2,-)の熱揺動分布を表わす
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確率密度『(α)は,孤立系の熱平衡条件を表わす変分原理

S(α)-maximum
α

に対応して次式で与えられる:

kBlnw(α)-S(α)+const-

S(α)は状態 αで系がもつエントロピー, kBはボルツマン定数である｡

状態αの平均の時間変化を定める減衰型方程式

墜 -∑Gij翠d≠ ノ･

を与える変分原理はエネルギー散逸極小の原理であ卑:

¢(a,;)- (誓 ). (α,a)=mini叩｡m｡
d £ ′irr α

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

ここに¢(a,a)は散逸関数 (dS/dt)i,,.はエントロピー生成速度で次式で与えられる:

め(a,&'-緩 Rij&i&j,

･諾 )irr.-号等 &i･

(2.5)

R-G-1は抵抗係数であるO(2.4)で変分はαを固定し,速度 dについて行 うから,状態

αから出発し,微小時間後に到達する状態を定める｡ (2･2)との類推から,Onsagerは遷

移確率が次式で与えられることを予言した7):

kBlnw(α+Aα,i+Atlα,i)

1,め(Aα,Aα)
二 一一･.∵t2L dと -(AS)ir√.)+const･(α)･ (2･6)

孤立系であるからdS/dt-(dS/dt)irr.であって, (AS)irr｡-S(α+Aα)-S(α)と
なる｡Onsagerは実際には相反定理に関する第2論文の末尾で複分確率

W(α+Aα,i+At;α,i)

- W(α+Aα,i+Atlα,i)W (α)

に対する式を与えている｡この方が(2.2)との類推は一層明らかであろう.a)(Aα,Aα)
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は左の所にAαを代入したものである｡

(2.6)を書替えて,

y(α+Aα,i+Atlα,i)

･exp弓 Le,･島 {Aai-∑Gi哉 At,{Aaj-EGjl完 A"] (2･7)k

とすると, (2,3)に対応するランジュヴァン方程式

i-ZGijノ
as(a)

∂aj
+Fi(i) (2.8)

を時区間(t,i+At)上で積分した形と比べて分かるように,揺動力F(i)の分布を与えて

いる｡しかしOnsagerは揺動力を消去する方針にこだわったようで,マルコフ過程を仮定して

(2.7)の積を作り,経路α(≠)の確率を求めるとき,

W[頼 );･とa-<t≦tb]-eXPト 需 abゴ(α,i)dt} (219,

の形を選ぶのである.ここ-にC2f(α,i)は熱力学的ラグランジアンとでも呼ぶべき量で,

ど(a,a)-を .∑.Rij(ai-∑GikaH k)(a,･一号q ･Z葦 )a,} k

-め(a,i)+oll(SFa,詰 )-(詰 )ir√. (2.10)

と表わされる｡ ¢~1はRの代 りにGを用いた散逸関数である｡遷移確率は(2.9)の経路積

分で与えられる:

α(tb)-ち

y(α丘,tbLaa,ta,-∫- Ⅹpト 志 す告 e(α,机 t} (2･11)a(ta)-αa

●●
Onsager･Machlupの第2論文では,系が運動エネルギーを持ち,平均過程が加速度 αを含む

減衰振動型方程式で記述される場合を論 じているが,この場合は熱力学的力∂S/∂αにダラン

ベ-ルの慣性力に相当する項を加えたものを∂S/∂αの代りに用いることによって,やはり(2.

ll)の形に表わすのである｡

筆者は揺動力の経路確率の方にこだわった｡それは ;を定める減衰型方程式の場合は(2.

10)の第2辺から明らかであるが, 蒜を定める減衰振動型方程式の場合にも,(2.9)は結局

は同じ揺動力の経路確率

wlF(i,;ta≦ ま≦tb] -eXp巨 い ; abiテ湯 Fi(i)中 )di, (2･12)
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に導くからである｡そもそもstochasticproblemは過程F(i)を与えて過程α(i)を定める

もので,揺動力の経路確率の方が基本量である｡(20 12)は時間積分を1重に含むから,ガ

ウス･マルコフ過程を表わし,昔ながらのモーメントの式を与える:

<Fi(i)>-0,<Fi(i)Fj(t′)>-2k,Gij∂(i-t′)I (2.13)

非マルコフ･ガウス過程-拡張するには時間積分を2重に含むようにする必要がある｡それと

同時に減衰項を時間畳込み型にする必要がある｡

§3.Feynmanの経路積分
●

一般化座標 ウニ(¢1,92,-)とラグランジアン上(9,や)を持つ孤立系の古典的運動方
程式

dB (岩 '-- -o

aL

O(:Ji

は良く知られているように,最小作用の原理

JtbL(Q,6)dt- extremum
ia Q(i)

(3.1)

(3.2)

から導かれる｡FeynmanはDiracにならって,これを遷移確率振幅を与えるものとした :

･QbL誹 (- Qa,- QQ('ttabi==QQab-,Qexp {i ltt:L (Qh d t ,

(303)

耳はラグランジアンLに対応するハミルトン演算子である｡遷移確率にすれ蛾

V(Qb,tbIQa,ta)
. < . <

-<QbI｡一妄d (tb-ta)IQa><QaI｡圭LU(tb-ta)IQb> (3.4)

となる｡これは純粋状態の初期密度行列 IQa><QaIの時間発展として得られる密度行列の

対角要素をとったものであるが,(3･3)を用いるとQaから出発してQbに到達する2本の

経路 Q(i),Q′(i)についての経路積分で書けることを示す｡

ランジュヴァン方程式を得るには粗視化を行う必要があるが,以下では計算をきれいにする

ため,着目する系(座標 ?)に熱源(座標Ⅹ)を付け,後者について平均してしまうことにす

る｡すなわち初期状態の密度行列としては,マスター方程式の導出で良く仮定されるように,

系のもの IQa><Qaいこ熱源のもの p̂Bを乗じた形をとると,遷移確率は次式で与えられる :
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g(Qb,tbIQa,ta)-<QbLTrB(｡一圭(-3･uaB+uÛI,(tb-ta)

･iQa'<QaLp̂Be妄(uQ.uQB･-QI,(tb-la)) IQb'･ (30 5)

< < <

ここにLu,LEB,LdIは系,熱源,両者間の相互作用のハミル トン演算子である.これらに対応
●

する古典ラグランジアンをL(Q,Q), L,(X,丈), LI(Q,X)とすると, Feynman-

Vernon7)によれば(3.5)は次の形に書ける:

w(Qb, tb座a, ta)

QQ('ltab,'==吾('ttab,'==QQab 』 QAQ,3 ba [- ,]explfI:ab{L (Q,ら - 拍 - ]･

(3.6)

ただし3ba[Q,Q′]は熱源による影響汎関数で,

3balや,Q′]-∬ dXbdXi∂(Xb-X'b)∬d孝adX'a<XaI,p̂BI,x;>

X(tb)-Xb X′(tb)-X'b

●J』x ｣劫 ′ekp[言上aptLB(X,i)ニーLB'丈′,i'''dt'x(ta)-xa Xf(ta)-x'a

tb

tb
･exp[吉JtLl(Q,Xト LI(Q′,X′))dt]

ia

と与えられる｡以下簡単のために相互作用項はQについて1次であるとする

LI(Q,X)-∑QiKi(X)
t

この場合の系り古典運動方程式は次の形となる:

去 (
aL(Q,

∂∂`

6)I ∂L(Q,6)
∂(i)i

-Ki(X)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

すなわち∬(Ⅹ)は熱源が系に作用する力を表わしているが,熱源の微視的状態X(≠)に依存

するから, (3.9)はいわば微視的運動方程式である｡これに前述の粗視化を行うとき右辺

が平均的な力と揺動力とに分割されることを示 したいのである｡或は別の言い方をすれば,(3.

9)は粕視化をしないときの最確経路を与えるが,粗視化をしたときの最確経路はどう見える

かということになる｡

スピン･グラスの問題などでも, ソフト･スピンの運動を定めるランジュヴァン方程式をそ
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の中に現われる交換相互作用について平均したとき,平均後のランジュヴァン方程式と新らし

い揺動力の確率分布は何 うなるかが調べられている8)｡この場合も, (2.12)の形の経路積

分を交換相互作用について静的ガウス分布で平均した結果 を,またランジュヴァン方程式に戻

す手法が使われている｡経路積分を実際に計算するのではなく,いわば変形するのである｡

§4.ランジュヴァン方程式の導出｡

線型応答の久保理論に相当する結果を得るには,系に対する外力K(X)について2次まで

の摂動計算をすればよい｡ (3･7)で言えば,上Ⅰを含む指数関数を展開してX(≠),Ⅹ′(≠)

の経路積分を実行するのであるが,具体的には量子力学の演算子K(支(i))およびその積の密

度行列 βBによる平均の形に書き表わせばよい｡そして久保 ･富田9)がやったように,その結果

を再び指数関数の肩に上げて,キュムラント展開の形にする｡これはFeynman･Vemonもや

っている｡これで粗視化の手続きは実行されたことになるが,Qのランジュヴァン方程式を得

るには遷移確率(3･6)をQaから出発しQbに到達する1本の経路についての積分の形に直

さねばならない.この操作は半古典近似をとることで実行できるo

Wingerの位相空間分布で良く知られているように, 位置座標は¢表示の密度行列要素の2

本の足の平均で与えられるから,

Qi(i)-qi(i)･をfi(i),ノQ,i(i)-qi(i)弓 fi(i) (4｡ 1)

のq(i)が求める経路を与える｡ i(i)は経路q(i)からのはずれに関係するので,それにつ

レナてガウス近似をすれば半古典近似が得られるO(3･6)のL(Q,ら)-L(Q′,6′)はぎ

について展開すると1払 3次･･･の項をもつが,f2まで求めるには1次の項q)みでよい｡Eの
●

項はf(ta)-i(tb)-0によって部分積分を行 う｡計算結果は

g(Qb, tblQa,ta)

q(tb)-Qb E(tb)-0

∫-Z)q ∫-Z)i

q(ta)-Qa i(ta)-o
exp(亮 ∫ttabdtltbds∑.Cij(t･ S ,I/i,fj(S,ta ilj

一言∫i:bd率 (i,[£ {乙
∂L(q,ら)し ∂L(q,ら)
aii aqi

i

+Jtads甲 ijH ,S)qj(S)])ノ
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q(tb)-Qb

リー J
q(ta)-Qa･qexpト 音∫tt2dtJtbds∑坤 ,S,Fi(t,Fj(S,}･ (4･2)ta i,}

最後の辺に移 るにはE(i)についてのガウス積分を行った.それと時間添字まで含めたCの逆

行列βが現われた:

∫ttabdt′SDij(i,tlcjk(i,,S)-∂ija(i- )･ノ

また最後の辺中のF(i)は第2辺中のEの1次の係数である:

嘉 一ー

∂L(q,ら)､ ∂L(q,ら)
aii aqi

(4.3)

(4.4)

≠

-<Ki(A(i-ta))>B- Jiads与野ij･(t,S)qj(S)+棉 )･i

これらの式に現われた行列C,Vは外力K(支)の対称化積相関と交換子相関である:

cij(t,S)-<吉[Ki(鈷 -ta)ト <Ki(X(i-ta)),B,
<

Kj(i(9-ta)ト <Kj(i(3-ta)),B]+,B,

gij(i,S)-<去 [Ki(-吏(i- ta)ト <Ki(i(i-ta)),,,

Kj(9(9-ta))-<Kj(A(3-ta)),B]-,B･

(4｡ 5)

(4.6)

問題によっては(4･4)の形で良いのであるが,通常の形にするにはp̂Bがカノニカル分布

となる場合を考えて,カノニカル相関

¢ij(i,S)
♂

弓｡dA<tKj(A(3-ta-i方l))-<Kj(i(S-ta-i方l)),,)

･tKi(妥(i-ta)ト <Ki(支(i-ta))>B)>B (4｡7)

を導入する｡良く知られているように

gij(i,S)-
d¢ij(t,
d≠
S) dOij(i,∫)

ds

が成立するので,部分積分を行 うと, (404)は

- 7241
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-<Ki(A(i-ta)),B-=¢ij(i･ia)Qaiノ
i

'2;Oij(i,i)qj(tト JtdsZ笹 j(i,S)ij(S)+Fi(i) (4･9)ノ α ノ
と書ける｡ (402)から経路積分の被積分関数を取出せば,揺動力F(i)の経路確率が求ま

る :

W[F(i);ta-<t≦tb]

tb

-exp{-ilttabdi/ids三･Dij(t, S)Fi(i,Fj(3,,･ (4･10)ai,)
これは非マルコフ･ガウス分布であって,次のモーメン トを与える:

<Fi(i)>-0,<Fi(i)Fj(i′)>-Cij(i,t′)･ (4.ll)

§5.結 語

(4.9)(4.10)によって半古典的ランジュヴァン方程式が得られたが,その中に現れ

る揺動力F(i)のゆらぎは(4.ll)(4.5)により量子力学的な力K(支(i))の対称化

積相関で与えられている｡さらに(4. 9)の時間畳み込み型減衰項中の積分核はカノニカル

相関(4.7)で与えられ,揺動散逸定理10)が満されている:

cij(i,S)-Ep(i穏 )¢ij(t,S)･ (501)

ただしEp(ka,)-(如 /2)coth(β紬 /2)･ (3･9)と(4･9)を比べて見れば粗

視化によって外力Kが平均力と揺動力とに分割されたことが分かる｡

半古典的ランジ-ヴァン方程式の導出のみであれば量子力学を持出すまでもないかもしれな

いが,演算子 6(i)Cこ対する方程式を得るように拡張することも可能であろう｡その場合には

縮約密度行列そのものを扱い, (3.5)のように対角要素をとらぬ方法を用いねばならない

ので,可成 り複雑となろう｡またE2まで考えてガウス近似を行ったが,それを保証したければ,

熱源のサイズの逆数でのキュムラント展開という形にして,中央極限定理を援用すればよいで

あろう｡これが最も普通の場合であろうが,熱源によっては非ガウス分布をもつ揺動力を導出

できる可能性も捨て難い｡そのような場合のキュムラント展開の形も考えてみたいが,将来の

問題である｡
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む す び

慶大･理工 久 保 亮 五

今日は思いがけなく盛大な懇話会になって大変楽しませていただきました｡のんびり皆さん

のお話を伺うだけと思っていたので, まとめといったものの用意もないので,ただここで思い

つくことをちょっと話してこの会の結びにさせて頂きます｡

線型応答理論にしても,論理をトコトン詰めようとすれば わからないことだらけだ とい

うのは柴田君のいう通 りです｡そもそも統計力学じたい,その基礎は明確ではありませんが,

平衡系についてはその妥当性を疑うひとはいないでしょう｡線型応答理論は,それを延長 して

いるところに味噌があるわけですから,親の因果をひきつぐのは仕方がありません｡一方,誤

解 もあると思 うので,そういうことのいくらかは,統計物理学の英訳版 StatisticalPhysics

Ⅱ(SpringerVerlag1985)に書き加えておきました｡

初心に帰れば,運動方程式から,運動論-,ということですが,それにはBorn-Green-

Kirkwood-Ⅰvon以後さほど新 しい発展はないように思います｡非平衡量子統計力学の歴

史もながいわけですが,非平衡の現象のどこまでが古典,量子の別に拘わらないのか,どこが

本質的に量子的であるのか,それもハツキリしているとはいえないでしょう｡そういうことに

あまりこだわらないで,具体的な問題を量子多体問題の強力な方法によって料理することに熱
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