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散逸力学系(写像)に対するTsallisentropyによる記述
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散逸力学系における軌道の初期値鋭敏性や軌道混合性の時間発展の指数的あるいはベキ的な振

る掛 ､臥 Tsallisエントロピsq及び固有なエントロピ指数q'を用いて統一的に記述できる事を､
Logistic写像を例に説明する｡その際に､散逸系の長時間相関やメモリ効果がq一指数関数によっ

て何如に記述されるのかを議論する｡

1 はじめに

Tsallis統計力学【1,2]は､従来のBoltzmann-Gibbs統計力学の1実数パラメータqによる拡鋸

であり､指数関数やベキ関数で記述される現象の両者をパラメータqにより､統一的に記述でき

る｡通常のエントロピは示量性が成立するが､示量的でないエントロピに基づく統計力学の拡張

が､Tsallis統計力学である｡

Tsallisエントロピに基づく研究は広範だが､ここでは､摩擦や散逸と関連して､初期値依存性､

メモリ効果や長時間相関という現象を､Tsallisエントロピに基づき､どのように記述されるのか

という点に注目する｡Tsallis統計力学は未だ発展途上の分野であり､パラメータqの物理的意味

等という基本的な事柄が未だ良く判っていない｡しかし､Tsallis等【3】による散逸写像や(非)棒

型力学系の時間発展の研究において､軌道のベキ的浪合性比 長時間相関(メモリ効果)に基づい

ていて､位相空間におけるアトラクタのフラクタル性に関連している事が示唆されている｡更に､

系の複雑性を特徴づける量である固有なエントロピ指数q+の存在は､qに物理的な意味がある事

を示唆しているようでもある｡

本報告では､簡単な散逸力学系であるLogistic写像の時間発展に対して､カオスの緑において

出現する軌道の初期値鋭敏性のベキ則を特徴づける､系に固有のTsauisエントロピ指数q*につ
いて説明し､その決定法及び物理的機構について議論する｡q指数関数で表わされるベキ即の背

後には､系の長時間相関(メモリ効果)が関与しており､初斯値に対する強い依存性は､物理的に

はq指数関数の国子に分離できない性質で表現されている事が判った｡
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｢摩擦の物理｣

2 背景:Tsallis統計力学(熱力学)

1988年にC･Tsausl11臥 ｢マルチフラクタルにみられる確率のベキ分布を､エントロピ最大

原理に基づいて説明できるか?｣という動糠の下に､以下のqという実数パラメータによる一般

化エントロピ

Sq-
1-∑iPf
q-1 ?

(∑ pi-1;q∈78) (1)
t

を導入したQその最大の特徴臥 同時確率分布が琉 B=pfp,Pとなる統計的独立な系A､Btこ対

して成立する擬加法性[1,21

Sq(A,B)-Sq(A)+Sq(B)+(1-q)Sq(A)Sq(B) (2)

であり､この擬加鎗性を通じて､qはsqの非示量性を特徴づけていると考えられている｡

確率保存則とq-期待値と呼ばれる量を一定とする拘束条件の下で､Sqが最大となる分布臥

pi"lllβ′(1-q)Ei]Tt (∝ 亭 fo r Ei,, 1) (3)

のようにベキ分布となる｡ここでq指数関数と呼ばれる

1
expq(I)dgfll+(1-q)x]Tq (4)

を導入するとpi∝eXPq(-β′E.I)と書け､通常の指数分布に対するパラメータqによる拡張である

事が判り易く便利である｡q指数関数は､limqー1eXPq(I)-eXp(I)を清たし,ベキ関数と指数関

数を統一して扱うことができ､ベキ的撮る舞いを示す様々な現象の記述へ応用が鉱がっている.

このq指数関数に基づく､散逸写像における軌道の初期値鋭敏性及びTsallisエントロピの時間発

展について次章で説明する｡

3 1次元散逸写像に対するTsallisエントロピによる記述

ここでは､簡単なLogistic写像､

xt+1-1-axi, (i=0,1,2,…, -1≦ xt≦1, 0≦a≦2) (5)

に基づき､軌道の初期値鋭敏性及びTsallisエントロピによる記述[3]について議論する｡Logistic

写像における軌道の振る掛 ､臥 パラメータaによって以下の2つの僚域に分類できる事が判っ

ている｡

｡周斯僚域:α<α｡≡1.401155198 人1は負｡初期値に依らない!

.カオス僚域:a≧ac､入1>0

カオス僚域においては､カオスを特徴づける初斯債鋭敏性

△x(i)

△示6-)--o△x(o)
i(i)≡ .15町
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という､初斯時鄭l-0において､無限小△x(o)だけ離れた2つの軌道が､時鄭 tにおいてどれ

だけ離れるのかを表わす量が用いられるB通常は､E(i)=exp(入li)が成立し､軌道の初期値鋭敏
性は指数的で､Lyapunov指数 llを用いて特徴づける事ができる｡

で臥 カオス慣域と周期慣域の境であるカオスの緑 (a-ac)において11-0となる場合はど

うなるのだろう?Tsallis等[3】は､

初期値鋭敏性は､一般化Lyapunov指数吊 こ基づく､ベキ則E(i)-expq(入ql)に従う

という予想を提案した｡まとめるとLogistic写像は､a>acでの強いカオス慣域では､q-1,ll>0

で､軌道は指数的混合となり､通常のSlエントロピで記述される示量的な系となる.一方､a-ac

の掛 ＼カオス僚域では､q<1,人1-0,人q>0というベキ的混合債域であり､Sqという非示量的
エントロピで記述されるのである｡

3.1 系に固有なエントロピ指数q*

力学系の時間発展は､Sqエントロピで記述でき､系に固有のエントロピ指数q*が存在する事
が判っている｡現在までに知られているq*の求め方【1】は､次の3つである｡

i)初斯値鋭敏性E(i)の指数 :E(i)αt寿

ii)分布のマルチフラクタル性 :i寺 -言霊-よ
iii)一般化エントロピが時間に比例 :sq･(i)αi

ここで比 iii)の方法について説明するが､その前に､通常の指数的軌道混合性の場合につい

て成立するKolmogorov-Sinaiエントロピ速度と分布のエントロピslとの防係[4]を説明しよう｡

一般にSl(i)の耕 いは､1)系の詳細や初期分布に依存する債域,2)時靴 に比例して増加す

る僚域､3)漸近的にある一定億に近づく僚域の3つに分類できる｡慣域2)において,以下の関係

が成立する｡

sl(i)の傾きが､KSエントロピ速度Kに等しい｡

この関係がq≠ 1の場合へ拡求できるという予想に基づき､上記iii)の系に固有なエントロピ

指数q*の決定法が提案された｡

3.2 Logistic写像における一般化エントロピの時間発展

実際に､Tsallis等【31に従って､Logistic写像におけるSqの時間発展を計算した結果を以下に

示す.図1は､カオス慣堺 (a-2.0)におけるSqの時間発展を､ランダムに選んだ初斯億に対し

て平均をとった結果であるDq=1においてSqがtに比例する僚域が存在するので､q*=1であ
る事が確認でき､軌道の浪合性が指数関数的であることが判る｡

一方､カオスの緑 (a=ac≡1.40115519)においては､図2に示すように固有なエントロピ指

数はq*=0.2445で,軌道の混合性はベキ的であることが確認できた｡Tsallis等も指蒋している
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図 1‥Logistic写像 カオス慣域(α-2.0)｡

q*=1⇒指数RTJ

500

450

400

350

300

のd 250

200

150

100

50

0
0 5 10 15 20 25 30 35 40

time step

図2:カオスの蘇(a-ac)｡q*-0.2445⇒

ベキ則

様に､この場合のSqの計算には初期条件(セル)の選択に注意を要するDこれは､ベキ的振る舞

いを示す場合には､初期値に対する依存性が強く､長時間相関がある為､ランダムに選んだ初斯

億に対する平均をとってはいけないことによる｡図3に､図2の計算に用いた初期セルを選ぶ方

法を説明する｡横軸は初期セルの位置を表わし､o≧ I>_1を､W 個のセルに等分耕した｡縦軸

は､ある1つのセル内にⅣ個の点を一様分布させて､50ステップの時間発展に対する､空でない

セルの数の積算であり､多い程､軌道が良く拡がる初期セルである事を示している｡ 破線で示し

た8000以上の積算数となる初期セルに対して､Sqの時間発展を平均した結果が図2である｡

4 散逸写像における軌道のアトラクタへの収束

今度は,同じLogistic写像のカオスの緑α=｡｡の場合に､位相空間をⅣ(o)個のセルに等分耕

し､初期条件としてN個の点を位相空間中に一様に分布し､その後の時鄭tにおける､空でない

セルの数W(i)を蘭べた[5]D結果は､図4のようW(i)は､ベキ的に減衰し･q*=2･4で記述で

きる事が判る｡初期条件及び注目している過程が異なるので､打 ま先の図2の場合(q*-0.2445)

とは違うことに注意D

w(i)-W(0)[1+(1-q)Aq･l]毒 -W(o)expq･[入q･i]∝t-0･708 - q*符2･4 (7)

また､フラクタル系特有のlog周期垢動【6]がみられ､この散逸現象がアトラクタの空間的フラク

タル構造に関連している事が示唆されている｡
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図3:Ⅳ =104cells,〟 =105倍,50stepの積
算に対する結果｡破線は>8000のボーダライン

を示している｡
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図4:Ⅳ(0)=3.2×103,〟-3.2×
106の場合の空でないセルの数W(i)

の時間変化｡

5 長時間相関のq指数関数表現

上記に示した散逸系における時間発展のベキ的性質の起因となる長時間相関が､式(4)のq指

数関数によって何知に表現されているのかを説明する｡

q指数関数の積は､引数の擬加法性として次のように表わされる｡

expq回･expqly]-expqlx+y(1+(1Iq)I)]

expqls+t]-expqls]×expq(
1+(llq)S

(8)

) (9)

これより,

という､q≠1では独立な因子に分離できない性質がある事が判るDq-1では､通常の指数関数

に帰着し､exp(S+i)=exp(S)･exp(i)のように因子化できる｡
よって､q指数関数による時間発展は､

expqlll+t2+13+-1-eXPqltl]×eXpq( )xexpq(
1+(1-q)il''1Y--rq＼1+(1-q)(tl十t2)

)×‥･ (10)

のように､連鎖的に初期時鄭tlの影響を引きずることになる｡これが､長時間相関(メモリ効果)

のq指数関数による物理的描像である｡

6 Sq･(tlO)∝ttなる理由

カオスの緑において､初期値鋭敏性E(i)が

鮒 ≡ ｡乱 ｡芸諜 -expq･(Aq･i),
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｢摩擦の物理｣

で記述されるベキRTJに従うように､空でないセルの数W(i)の時間発展がベキ則に従うとする:

W(i)-W(0)expq･(入q･i)･ (12)

ここで､条件付きTsallisエントロピ[71を導入すると､

sq(tlOJ)df
1+(1-q)Sq(0) W(0)1--q

Sq(i)-Sq(0) _lnqW(i)-1nqW(0)
-lnql謁 ]-lnqlexpq･(Aq･i)], (13)

ここで以下の関係式を用いた:lnqly/x]- (lnqy-1nqx)/x1-g｡ゆえに､ q-q*の時にのみ､

Sq(ilo)∝tとなるDつまり､W がexpq･に従うので､Sqとしてその逆関数lnqを用いと､エント

ロピ指数qがq*に等しい時に互いに同じ指数q*を持っ逆関数となるのである｡これより非加法
的エントロピsq(叫)を用いて､加法的な記述が可能となる｡

7 まとめ

1次元散逸力学系であるLogistic写像に対するTsallisエントロピsqに基づく記述について議

論した｡Tsallisエントロピは､ベキ即と指数即を統一した枠組を提供する｡

系に固有なエントロピ指数q*が存在し､q-q*の時にのみ､Sq(ilo)は=こ比例するという要請
によりq*を求める事ができ､Logistic写像に対して確認を行なった｡q*≠1のベキ的な場合は､
sqの時間発展の初期値依存性が強いので､平均をとる初期値を注意深く選ぶ必要がある事を確認

した｡

また､q指数関数の国子化できない性質により､長時間相関が表現されている事が判った｡こ

ういった枠組が､将来､摩擦の機構の物理的理解に役立つ事を期待する｡
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