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代数体上の楕円曲線に対する数論的同値について
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この論説では伊藤哲史氏（京都大学）と吉川祥氏（東京理科大学）との共同研究によって

得られた楕円曲線に対する数論的同値性に関する結果について紹介する．

1 背景と主結果

1.1 代数体に対する数論的同値性

代数体 K に対し， Dedekindの（関数を紐（s)とあらわすこととする．二つの代数体

K1,約が紐1(s) = (K2(s)を満たすとき， K1とK2しま数論的同値であるという． K1と

応が同型な体であれば，紐1(s) = (K2(s)となるが逆は必ずしも成立しない． Gassman

[G26]は1926年に出版された論文において，同型でない 180次体の K1とK2で数論的同

値になるようなものが存在することを示した． Perlis[P77]はK1とK2が数論的同値であ

るとき，Q上の拡大次数，実素点と複素素点の個数，判別式は等しく，単数群が同型にな

ることを示した．この事実と類数公式から単数基準と類数の積が等しくなることが従うが，

各々の単数基準や類数は（一般には）異なることが知られている．例えば， K1= Q(?1コ冠），

K2 =Q(ダー16x33）とすると K1とK2は数論的同値だが， K1の類数は 256でK2の類

数は 128となることが知られている (deSmit-Perlis [dSP94]). この場合， AK1とAK2が

位相環及びAQ代数として同型になるという興味深い例を与えている（ただし， AKは代数

体Kのアデール環をあらわす）．また， Perlis[P77]はK1とK2の次数が6以下の場合に

は非自明な数論的同値な例が存在せず， 7次の代数体に対しては非自明な例が存在すること

を示した．

1.2 Hecke指標に対する数論的同値性

i = 1, 2 に対し，凡を代数体とし，~iを凡上の Hecke 指標とする．このとき，＆から

定まる L 関数 L(~i,s)が等しくなるような例は Heckeにより考察されていた．
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例1.1 (Hecke [H25]). K 1 = Q（⑬）， K2 =Q(《コ）として， M=Q(《コ，釘万）とおく

とM はK1，約を含むQ上の Galois拡大体で Galois群Gal(M/Q)は位数8の二面体群

広と同型になる．このとき， M の部分体L1= Q(v1豆）， L2= Q((l+《可）炉りを考え，

らを二次拡大ム／凡に対応する二次 Hecke指標とすると， L(6,s) = L（も，s)が成立する．

~iに対応する Galois 群の表現を Xi: G氏→ CXと書くことにすると

Ind岱lXl竺 Ind認2x2 

が成り立つ．さらに， K3=Q(《コりとおいて， X3をGal(M/K3)~ Z/4Zの指椋群の生

成元（四次指標）とすると

Ind認1X1 ~ Ind鳳X2~ Ind認3X3 

が成り立つ．

新谷 [S78]がこのような Heckeの考察を用いて Stark予想の研究を行っていることか

ら，上の例のように 3通りの誘導表現であらわされるような既約二次元表現は Hecke-新

谷表現とも呼ばれており， Rohrlich[R15, R19]などをはじめ，様々な研究にあらわれる．

Hecke指標に対する数論的阿値性については石井 [I86],Li-Rudnick [LR21], 片山—木田

[KK22]などにより研究が行われており，例えば Li-Rudnick[LR21]は与えられた二次体

K1とCXl-/-Xlという条件を満たすような有限位数 Hecke指標X1の組 (K1,X1)に対し，

L(x1, s) = L(x2, s)となるような組（K公X2)(-/-(K1, X1))が存在するための必要十分条件

を与え，具体的な例の構成についても詳しく調べている．

1.3 楕円曲線に対する数論的同値性

K1，応を代数体とする． K上の楕円曲線EのL関数を LK(E,s)と書くことにする．

瓦上の楕円曲線恥と K2上の楕円曲線E2に対し， LK1(E1,s)= LK2(E2,s)が成り立つ

とき， ElIK1と恥／K2は数論的同値であると定義する．

瓦と K2を固定したとき， K1上の楕円曲線E1とK2上の楕円曲線E2で数論的同値に

なるものは存在するであろうか？

すぐに分かる事実として， Euler因子の比較から Ei/K1とE2/K2が数論的同値であるた

めには [K1: Q] = [K2 : Q]でなければならないことが分かる．まず初めに K1= K2 = Q 

の場合に考えてみる．このときは Chebotarevの密度定理を用いた議論と Faltingsによっ

て証明された楕円曲線の場合の Tate予想を使うことにより，二つのQ上の楕円曲線E1

と恥が数論的同値であることと E1,E2がQ上同種であることが同値な条件であること

が分かる（以下， K上の楕円曲線E,E'がK上同種であるとき， E~KE'と書くことに

する）．もう少し一般に K1~K2 の場合に数論的同値な楕円曲線 Ei/K1 と E2IK2 は存在
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するかという問題が考えられるが， EをQ上の楕円曲線として EをK1に韮底変換した

Ex1 = E1図的と Eを的に墓底変換した Ex2= ERQK2を考えると，これらは数論

的同値であることが分かる．もし， K1学K2の場合に数論的同値な楕円曲線が存在すると

したら，その楕円曲線はどのような性質を持つかという問いに答えるのが次の結果である．

定理1.2 （伊藤—千田吉川）． K1 と K2 tまQ上線型無関連とし， Ei/K1とE2/K2は虚数乗

法を持たない楕円曲線と仮定する．このとき， Lx1(E1,s)= Lx2(E2,s)（つまり凡／K1と

恥／応が数論的同値）ならばQ上の楕円曲線E。と二次指標Xi:G氏→ ｛土l}(i=l,2)

が存在して， Ei~Ki(E。,K;)ふかつInd岱lXl竺 Ind岱2X2を満たす（ここで，（E。，Ki)ふ
はE。,K;のXiによる二次捻りであり，代数体Kに対し， Gx= Gal（衣／K)とおいた）．逆

にE1,E2が上の条件を満たせば凡と E2は数論的同値である．

2 主定理の証明

ここでは主定理の証明の概略を述べる．Q上の楕円曲線E。と二次指標知： G氏→｛土1}

(i = 1, 2)が存在して且～Ki(E。図凡）ふかつ Ind腐l Xl 竺 Indg~2 X2を満たすな
ら恥と応は数論的同値であることは容易に分かるので，この逆を示す． E1とE2

は数論的同値であると仮定する． ResK;/Qを凡からQへの Weil制限とする．まず，

LK;(Ei,s) = LQ(Res瓦／Q凡， S）であることから， Chebotarevの密度定理を用いた議論と

Abel多様体に対する Tate予想より Res凡／QEl~QRes応／Q応であることが分かる．こ

のことから，さらに0上に基底変換することで

II 立頃～豆 II勺ら，豆
a1:K1→豆び2:K2YQ

であることが分かる．このことと Ki,K2はQ上線型無関連であることを用いると次のこ

とが分かる．

補題 2.1.任意の m，叫： K1→Qとび2立合： K2→Qに対し，

立直～百 a~E直～百 a2E這～百a;E2，百

が成り立つ．つまり， a1E1，豆およびび2島，eは同じQ上の同種類を定める．

このことから E頃と E2，豆はQ曲線＊1であることが分かる．Q曲線については次のよう

なことが知られている．

*1全ての uE GQに対し， UE~QEを満たすような豆上の楕円曲線 EのことをQ曲線というのであった．
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定理 2.2(Elkies [E04], Quer [QOO], Ribet [R92]). Eを◎上のQ曲線とする．このとき，

Eの定める百上の同種類の中で最小の定義体を持つものが存在する．つまり，ある代数体

K。と K。上の楕円曲線E。が存在して，

(1) E~ijE。ふ

(2)もし，ある代数体K'上の楕円曲線E'がEij～豆E合を満たすなら K。CK'

という性質が成り立つ．

我々が考えている状況では E直と E2，百は同じQ上の同種類を定めるQ曲線なので，

その最小定義体を K。とすると K。は K1n K2 = (Qの部分体であるから， K。＝ Qで
あることが分かる．つまり，あるQ上の楕円曲線 E。が存在して，任意の(J'l,び2に対し，

a1E直～c尻，e～豆四E2，豆となる．特に， E1,ij~ijE。,e~§見，豆である．次の補題はよ
く知られている結果である．

補題 2.3.E, E'を虚数乗法を持たない代数体K上の楕円曲線とし， EK～KE缶とする．

このとき，ある二次指標x:GK→｛士1｝が存在して， E"'K (E')Xとなる．

この補題により，二次指標 Xl:G氏→ ｛士1},X2 : G応→ ｛士1}が存在して Ei～瓦

(E。,K;料(i= 1,2)となることが分かる．あとはこの XlとX2がInd認'.1Xl竺 Ind腐2X2 
を満たすことを示せばよい．素数£に対して， PE。,e:GQ→ GL2((Qりを E。に付随する

Galois表現とする． LK;(Ei,s)をPE。,tの L関数と捉えて書き直すと

LK,(Ei, s) = LK,((E。,K;汗，s)= LKJPE。,£|G応RXi, s) 
となる．伽への誘導をとっても L関数は変わらないので，

恥 (PE。,£|G瓦R知，s)=伍（Ind災(PE。,£IG応Rふ），s)
であり，さらに Frobenius相互律により，

伍（Ind塁(PEo,£厄Rふ），s)= LQ(PE。,eRInd認iXi, s) 
となることが分かる．ゆえに Chebotarevの密度定理を用いた議論により， GQの表現とし

てPE以 RInd認lXl竺 PE。,eRInd認2X2となることが分かる．特に£と異なるほとんど
全ての素数pに対して

Tr PEo,e(Frobp) Tr Ind認1X1 (Frobp) = Tr p恥，e(Frobp)Tr Ind認2心 (Frobp)

となる (Frobpはpでの Frobenius元をあらわす）． E。は虚数乗法を持たないので，

Serreの結果により PEo,£ の像は GL2((Qりの開部分群となる．このことから密度が 1

の素数pの集合に対して TrPE0,e(Frobp) -/-0となることが分かる．これを用いると

Ind認lXl竺 Ind認2X2であることが従う．これで定理の主張が得られた．
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3 数論的同値な楕円曲線の存在性

§1で紹介した Heckeによる Hecke指標の L関数の一致に関する例と主定理を用いると

数論的同値となる楕円曲線の例を作ることができる． K1= Q(v3), K2 = Q(A)として

M=Q（..;=1，紅）とおくと M はKぃ応を含むQ上の Galois拡大であり， Gal(M/Q)

は位数8の二面体群 D4と同型になるのであったまた， M の(Q上非Galoisな）部分体

L1 =Q（誼），ら＝Q((l+《)炉）を考え， Xiを二次拡大Li/Kiに対応する二次指標

とすると L(x1,s) = L(x2, s)が成り立つことから， Ind認lXl竺Indg!2X2となることが
分かる． Eを任意のQ上の楕円曲線とすると，主定理より (EKJXi(i = 1, 2)は数論的同

値な楕円曲線となる．

もう少し一般に K1とK2が異なる二次体の場合に数論的同値な楕円曲線が存在するかど

うかという問題を考えてみる． K1とK2を両方含むようなQ上の D4拡大体M が存在し，

M に含まれるような凡の二次拡大体ムでQ上非Galoisになっているようなものがとれ

ると仮定する． Xi:G氏→ ｛土1}をL」凡に対応する二次指標とし， Pi=Ind腐iXiとお

くと P1竺ゅとなることがわかる (D4の二次元既約表現が唯一つ存在するという事実から

従う）．よって，この場合は主定理により数論的同値な楕円曲線Ei/K1,E2/K2を作ること

ができる．逆に二次指標知： GKi→ ｛士l}(i=l,2)が存在して， P1竺四が成立すると仮

定すると Piは既約表現で M ＝豆KerpiはQ上の D4拡大体になることがわかる． K1,K2 

を両方含むようなQ上の D4拡大体M で上の条件を満たすようなものが存在するかどうか

については次のような判定条件が知られている．

命題 3.1.K1 = Q(《司と K2=Q(《6)は異なる二次体とする．このとき，次は同値な条

件になる．

(1)的，応をともに含むようなQ上の D4拡大体M が存在し， M に含まれるような

凡の二次拡大体LiでQ上非Galoisになるものがとれる．

(2) abはQ(va)/Qのノルムの像に入る．

注意 3.2.上の命題の（2)の条件は方程式aX2+b炉＝炉に非自明な有理数解が存在する

という条件と同値である．

次にK;/Qが奇数次の Galois拡大の場合に考える．

命題 3.3.d > 1を奇数とし， Ki(i = 1, 2)はQ上のd次Galois拡大でK1nK2= Qを満

たすとする．このとき， Ind腐 lXl竺Ind認2x2を満たすような二次指標ふ： GKi→ ｛土1}
は存在しない．
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この命題と主定理により次のことが分かる．

系 3.4.d > lを奇数とし， Ki(i = 1, 2)はQ上の d次Galois拡大で K1n K2 = (Qlを満
たすとする．このとき任窟の瓦上の虚数乗法を持たない楕円曲線Ei(i = 1, 2)に対して

LK1 (E1, S)ヂLK2(E2,S)が成り立つ．つまり，数論的同値な虚数乗法を持たない楕円曲線

恥／的と恥／応は存在しない．

[Ki : (Ql]が奇素数の場合 (KJQは Galois拡大とは仮定しない）には次のことが分かる．

命題 3.5.Ki (i = 1,2)はQ上の奇素数次拡大で， K1とK2はQ上線型無関連とする．

このとき， Ind認lXl竺 Ind鳳X2を満たすような二次指標 Xi:GK;→ ｛士1}は存在し
ない．

系 3.6.Ki (i = 1,2)はQ上の奇素数次拡大で， K1とK2はQ上線型無関連とする．こ

のとき任意の Ki上の虚数乗法を持たない楕円曲線 Ei(i = 1, 2)に対して LK1(E1,s)-/=

LK2(E2, S)が成り立つ．つまり，数論的同値な虚数乗法を持たない楕円曲線 Ei/K1と

恥／応は存在しない．

4 BSD予想への応用

Darmon-Rotger-Zhao [DRZ12]はHeckeの例のような実二次体の指標から誘導される＝

次元表現と虚二次体の指標から誘導される二次元表現が一致するという現象を利用して実＝

次体上のQ曲線に対する BSD予想の研究を行った．この研究のように楕円曲線の数論的同

値性は BSD 予想や Bloch—加藤予想の研究にも役立つことが期待される．例えば，すぐに分

かる事実として次のようなものがある．

定理 4.1．的を代数体とし， Ei/K1を虚数乗法を持たない楕円曲線とする．総実代数体

応と虚数乗法を持たない楕円曲線E2IK2が存在して， K1とK2はQ上線型無関連であ

り，凡と恥が数論的同値になると仮定する．このとき，次が成立する．

(1) LK1(E1,s) = LK2(E2,s)はC上に正則に解析接続される．

(2) LK1 (Eぃ1)i-0ならばrankE1(K1)= 0が成り立つ．
(3) E叶応の導手をnとする．［K2:Q]が奇数，またはある有限素点vに対しordv(n)が

奇数になると仮定する．このとき， ords=lLK1 (E1, s) = 1ならばrankE1(Kリ＝ 1 

が成り立つ．

証明の方針は以下の通りである．定理1.2より，Q上の楕円曲線 E。と二次指標 Xi: 

GK;→ ｛土l}(i=l,2)が存在して， Ei~K;(E。,K;)ふとなる．よって LK2(E2,s)= 
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LK2((E。,K2)X2,s)となる． E。はQ上保型的であるから重さ 2の楕円保型形式fが存在し

て， L(E。,s)= L(f,s)となる．このとき， Dieulefait[D15]の結果によりfの K2への韮

底変換が存在するので， K2上の Hilbert保型形式f'が存在し， LK2(E。,K2,s) = L(f', s) 

となる．よって， LK2(E2,s)= LK2((E。,K2)X2,s) = L(f'R X2, s)が得られる．f'RX2は

応上の Hilbert保型形式を定めるので， E2/K2は保型的であることが分かる．以上から

LK1(E1,s) = LK2(E2,s)はC上に正則に解析接続されることが分かる．これで（1)が示さ

れた．

次に (2)を示す．いま， LK2(E2, 1) = LK1 (E1, 1) -; 0であるので，総実体上の保型的

な楕円曲線に対する Zhang[ZOl]および Longo[L06]の結果より， E2(K2)は有限であ

る．さらに， Weil制限の性質より，（Res瓦／Q且）（Q)＝且(K』であり， §2の議論から，

Res的／Q恥～!QIRes応／Q尼となるので，

rankE1(Kリ＝ rank(Res的／QEり((Q)= rank(ResK2/1Qi E分((Q)= rankE2(K2) 

が成り立つ．以上より， rankE1(K1)= 0が導かれる．（3)もZhang[ZOl]の結果により同

様に示される．

5 今後の課題

定理1.2では K1とK2がQ上線型無関連という仮定をしており，もう少し一般的な状

況でどのようなことが成り立つかということを調べるのは興味深い問題である．また，本稿

では楕円曲線の場合に数論的同値性について考察したが，より一般に保型形式や保型表現，

高次元の Abel多様体の場合に対しても数論的同値の概念を導入し調べていくことは今後の

課題と言える．これらの場合においても定理1.2の類似の定理が成り立つことが期待される

が，今回の証明はQ曲線の理論に大きく依存しており，そのまま一般化することは難しい

ように思える．
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