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｢Hermit多項式展開の非線型動力学への応胤

§i. 序 論

最近,臨界現象の理論は急速な発展をとげつつあ り,未だ完成 していないとは言え,

その本質にせまりっっある｡さしあたり,静力学,動 力学に共通していえることは非線

型項がどのような役割を持ち,どのようにつめて行 くかを明確にすることであろう｡

静的問題に関しては,く｡こみ群の理論(1)が展開され 種々の新 しい結果を導 くと共

紘,新 しい方法論を提起 している｡くりこみ群は, 4次元より低い次元では短波長モー

ドを消去した (汁r(～(.liv(IIhmHt()ni;ln の4次或いはそれ以上の非線型項の存在が重要

であることを示している｡ この場合には幸に,非線型の強さを示す展開パラメータが発

見されている為に,里純な摂動展開が使えるという利点がある｡

十方,動的冊題 における非線型性の闇題は mod(､-(･mIPling理論として発達し,義

要な成果をもたらしている｡ 特に,一般化された ‖一一own 運動の理論¢)に基づく川崎理

論は,放初 M()riによって得られた線型運動方程式を,二次の非線型項がある場合に拡

張し,実験とよく比較できる結果を得ている｡ しかし,くりこみ群の場合と違って,非

線型の展開パラメータが発見されていない為に論理的にはすっきりしないということは

ぁる｡ 1110(1(I- ｡(HIPling理論によると,非線型項は輸送係数に余分の寄与e),(イ)･(5) をな

すといJ)ことが知られている｡

この小塙では,以前に射影演算子の)j法で厳守糾こ定式化された非線型 IJ別1fIt?Vin方程

読(1)の多次元 ‖… 1it(- 多項式展開を試みる｡ =… =lt(I多項 式は乱流理論(･r･)ではひん

ぽんに用いられるところであるが,動 力学 では未だiijいられ てお らず,わずかに

yJW;m毎 (r･)の示唆とlく- S;lkiの [()rmI)I - )ry があるだけであるO射影演算子

の方掛 こよるⅠ,;7ng(,Vjn万障 凸 まデ′しタ関数を通 じて巨視状態変数依存性をもつので,

そのままでは C()叩ling の強さ,波数依存性などはわからない0日(汀nit(､多項式は完

全系をなすのでデルタ関数をこの完全系で展開すると, (､xpHcitに IJ;IngeVin方程式の

非線型を求めることが出来るo

§2.では射影演算子の方法による非線型 1,Ilng(､Vinjj程式がまとめられてお り,§3.

では多次元 Zt(､rmit(､多項式の定義とその性質および lJ;lng(､Vin方程式の展開が述べら

れる｡§1.では, JI(?rmit(,多項式の応用がいくっか行なわれ,§5.は結びにあてられ

ている｡
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§2･ 揺ぎe?L型運動方程式¢),(4)と非線型Langevin方程式(4)

時間推進が

d

宕 A〃(t)-iLAp(t),
(2･1)

で与えられる力学量 ‡A〃(t))の運動を考えよう｡ i工｣は時間に依存 しなければ何でも

よい｡又, t-0において,

<Ap(o)Ay*(0)>-<TAp(o)l2>~∂jLリ (2･2)

と直交化されているとする｡ (2･1)はMoriによって示されたように,一般化された

Brown運動型の方程式,

d

宕 Ap(t)-EiB"Ay(tト =Itds¢py(S)Ay(t-S)+Fp(t) ,L/ '"I ' y0

(2･3)

の型に書き変えることができる｡ここで,

iBpy…<Ay*(o)iLAp(o)>/<lAリl2> ,

動ル(t)--<A*y(o)iLFp(I)>/<lAyl2>1,

Fp(t)-exp〔t(1-P)iL〕(1-P)iLAFE(0),

である｡PGはtjh(o))の線型な組で張られる部分空間-のGの射影,

<GA*p(o)>

万 <lA〟Ⅰ2>
PG-∑ A〃(o) ,

を表わす｡PについてはP-P2が成立するので (2･4･3)より明らかに,

<A*p(o)Fy(t)>-o

(2･4･1)

(2･4･2)

(2･4･3)

(2･5)

(2･6)

が成立する｡ (2･3)式はA〃(I)が量子力学量であっても内積?定義を拡張すれば成立す

る｡運動方程式 (2･3)の特徴は exactな式であること,systematlCpartがAp(t)につい
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｢Hermiti)多項式展開の非線型動力学-の応用｣

て線型であることである｡これを仮 りにL型運動方程式とよぶことにしよう｡

今,pとしてマクロな運動を記述する波数 k(lkl<k｡)をとろう｡この場合は

(2･3)は,

d

詔 k(t)-∑ iαklAl(t,草 .tdspkl(t-S)Al(S)･fk(t), (2･7)1

となり,

ia,k.-<A;(o)iLAk(0)>/<lAII2>,

pk.(t)- -<Ai*(o)iLfk(t)>/<JA.巨>,

- <fk(I)I;(o)>/<tA.巨>,

fk(t)- eXP〔t(1-P)iI.〕(卜 P)iI｣Ak(0),

(2･8･1)

(2･8･2)

(2･8･3)

で与えられる｡Lは Liouville演算子である｡(2･7)はマクロな量の揺ぎのIJ型運動方

程式を与え,記憶関数 Pkl(t)のFourier変換 Pkl(iw) は線型輸送係数を与える｡今ま

ではtA(o))の線型な組で張られる部分空間-の射影のみを考えてきた｡実はこのこと

がL型方程式 (2･3), (2･7)が得られる原因となったおけであるが,これを拡張して

(A(o))の非線型な組で張られる部分空間-も射影することを考えて,演算子 (2･5)の

代 りに,

Lj23G-∑El(G)Al(0)+∑∑Elll,(G)〔A.1(0)A12(0)こくAll(0)A12(0)>〕十･･･,1 1112
●

… <G;A(o)> , (2･9ト

で演算子LPを定義しよう.このvPは最初Zwanzig(7)によって導入されたものである｡ま

た角括弧は,

<G;a>-<G∂(a-A(o))>/W(a) ,

-ト17-
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W(Ii)… < ∂(;卜 A(0))>-Jdxp(x)♂(a-A(x)) , (2.ll)

を表わす｡このLjDを用いて,別の型のAk(i)に対する運動方程式を得ることができる｡

(?･1)のAβ(t)として,マクロな力学量Ak(I)が ;lkをとる分布

困(k｡
(2･12)

を考えよう｡ g｡(t)の時間推進の演算子は iIJで与えられることを考慮すると(2･:日
は,

∂
五 gll(i)--M･, g･･-(t)-iIll,l (t) ,

と書ける｡ここで,

∂

"agll't'- 宕iTk〔vk(a'g;,'t'ト
t

-1JdbJds< iL.7.l.i(S);b>gh(ト S)()

vk(a)…<iTJAk(());a> ,

∂
L.la't)≒iB=klT{k't'∂(a~~∧(0)'〕 ,

Rk(I)≡ CXP〔t(1-r')ilJJ(卜 l')iTJAk(0)

であるo (2･15･2沌 得るのに J･lokk(- ,1;･n_ck近似申)

cxp 〔 I ( 卜 P ) iL]1Ilk ((,)a( ;卜 ^ (0)))

≒-1tk(I)a(;卜^((,)) ,

を用いた｡ (2･13)に akをかけIlで積分すると,

^k(t) -J'1;" kgI.(I) ,

-1/1H-

(2･1.'0

(2･14)

(2･15.日

(2･15･2)
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｢Hermitの多項式展開の非線型動力学-の応用｣

を用いて,

d

言IAk(t)- Vk(A(t))+Ck(A(I))+Rk(I) ,

を得る｡ここに,

t
Ck(A(t))… Jds< iLRk(S);A(t-S)> o0

(2申16)を非線型 Langevin方程式とよぶO揺動力 Fa(t), Rk(t)は,

(2｡16)

(2.17)

くFa(t);b>-<Rk(t);a> = 0 ,

を満足する｡今,マクロな変数とミクロの変数の時間的な分離が十分に行なえると仮定

すると, (2･14)および (2･17)はMarkov化できて,

M｡g｡(t)≒-∑且 〔vk(a)ga(I)〕
k∂ak

lT-,Tl ∂ ｢___′(､_ ′n､∂ 1

+雷与 芸 と〔W(a)γkl(a)諒l(wT石)ga(t))〕 I, (2●18●1)
1

ck(a)≒k ,量〔W(a)γM(a)〕 , (2･18･2)

を得る｡このMarkov化は気体および液体では運動量空間における緩和過程と座標空間

における緩和過程の二つの time scaleがある為に正当化されるがスピン系 (特に total

spin が保存されない場合 )に対 しては問題となる｡(2･18･2)において,

Cく)
rkl(a)-I ds<Rk(S)R:(o);a> ,0

0
= rkl+△ γkl(a) , (2･19)

0
であり, γkZは(jnsagerの係数であり,a依存性はないoFokker-Planck演算子

Maの自己共役な演算子 木 を ,

Jdsfl(a)M｡f2(a)- Jda〔A｡fl(a)〕f2(a) ,

で定義すると, (2･18･1ノより,

-149-
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Aa-∑{vk(a)十Ck(a)}蓋k

+∑∑ rkl(a)｣し,一ヽヽレ
百T mll ∂巧 ∂ak

(2･21)

を得る｡ ak(i)- eXP(tA｡)ak で定義された新しい量 ak(I)の運動方程式はこの節の

始めに述べた方法でも型運動方程式の形に書ける｡この方程式の揺動力を qk(t)とする

と, (2･4一･3)より,

qk日)- eXP〔t(1｢ろ )A｡〕(1-LPa)Aaak

である｡ここで,LP｡は (a)の線型空間-の射影演算,

< f(a)a:>
｢<IalI2>

LPaf(a)-∑

<G(a)> -Jdaw(a)G(a) ,

を表わす｡又, (2･21)より,

/

qk(0)≡ (1rLPa)A｡ak-Vk(a)+Cこ(a) ,

′

vk(a)= (1-LPa)vk(a)

Cこ(a)- (1-ipa)Ck(a)

(2･22)

(2･23)

と なる｡四種の揺 動 カ (2 ･7 ) , (2･15･2), ( 2･15･3),(2･22)の間 に は 一般的に,

fk(t)-Rk(t)+J-daqk(t)6(a-A(o))

t

+IdaJodsqk(S)Fa(卜 S) , (2･24)

なる関係がある｡この式はMarkov化の条件より,ミクロな時間 ㌔ の後についてのみ

成立する｡つまり㌔より前では系はまだ力学的 (可逆的 )な運動が支配的であり,散逸

項 Ck(a)は運動に関係しないからである｡特に, I-0に対しては,揺動力間の関係式
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として,

/
fk(0)-Rk(0)+Jdavk(a)♂(a-A(o)) ,

がある｡(2･24), (2･25)を用いてL型運動方程式の記憶関数は,

Pkl(I)

0

2γkl

<lAl巨 >
8(t)++kl(I)

(2･25)

(2･26)

と書ける｡ここで,

′＼メ

+kl(t)-< ql(0)exp〔t(hPa)芦｣｡〕qk(0)>/<lall2>, (2･27)

rv I

ql(0)=~(1-LJPa)示 示Ma(alW(a)) ,

′
-vl(a)-Ci(a) , (2･28)

⊆■⊇■l
である｡ ql(0)を求めるときに Fokker-Pianck近似を用いた｡ (2･26)はOnsager

のbare な記憶関数-のマクロな変数間の coupling によるくりこみ項を表わす｡
′ /
vk(a), Ck(a)はaの線型空間-の射影をさし引いたものであるから,もちろんaにつ

′ /
いて非線型項から成る｡(2･27)をまともに計算 しようとするときには, ㌔(a),ck(a)

のa依存性がどのようであるかを調べる必要がある｡我々は次の節で, explicitなa依

存性を兄い出す為に多次元Ilermite多項式を導びこう｡

§3. 多次元 Hemite多項式 (MI)lip)

乱流理論¢)においては,Wiener一日emite 多項式はひんぽんに用いられるところで

あるが,不可逆過程の統計力学,動的臨界現象に用いられることは未だ試みられていな

い｡最近, Zwanzig,Kawasaki(6)がこのことに関して示唆している｡この節では§4

の応用に必要な多次元IIemlite多項式 (Multト 1ー)imensionaJHermitePolynomial)

の定義及びその性質を述べる｡

(2･11)で定義される分布関数 W(a)を考えようoIP(x)は平衡集団であるので,

W(a)を求める問題は本質的には静的なものである｡ W(a)は物理的には初期時刻にマ

クロな力学量A(o)がaなる値をとる空間の体積,あるいはそういう空間での分配関数
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と見なせる｡Wilson､′の流儀にならって短波長モ← ドから波数 k｡ のところまで積分し

て了ったとする｡この段階においては,

1 *

W(a)∝expl-Jす kacu2(k)akak

(1)

-∑ - ･∑ B(kl,- ,k4)ak.ak2akSak4+･･･] ,
kl,･- ,k〈k｡

(3･1)

と書けるだろう｡スピン系の場合には u2(k)は akに対する適当なスケーリングをするこ

とによって,

u2(k)-k2+const.+0(k4),

と書ける(1)｡ ･(3･1)を

′
W(a)-cwo(a)W(a) ,

と書 く｡ここで,

W｡(a)∝exp〔Qo(a)〕 , Jdawo(a)-1 ,

′ ′
W(a)-exp〔Q (a)〕 ,

(3･2)

(3･3)

(3･4･1)

(3･4･2)

C-IdaexplQ.(a)]/JdaexplQo(a)+Q'(a)] , (3･4･3)

Q｡(a)ニー⊥∑ u2(k)aka･k , (3･4･4)
2k(k｡

Q'(a)--=- E a(kt,:_･･,k4)ak且ak2ak3ak. , (3･4･5)
kD････k4(kc

である｡

n次のMDⅠiPを次式で定義しよう｡

Hn(apt･･･a･pn)- (-1,n〔-o(a)y l孟 ･･･% nwo(a)･ (3･5)

例えば,

Il.-1
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Ill(ap)-u2(p)a*p

H2(aplap2)-u2(pl)u2(p2)a*pla*p2-♂(pl+p2)u2(pl) ,
●
●
●

となる｡ (3･5)は母関数

G(a,b)-lw.(a)]-lw.(a-b) ,

(3･5･1)

(3･6)

のbについてのべキ展開の展開係数として与えられるo漸化式は演算子 α;(a),α｡(a)

を用いて次のように書ける｡_,

第-漸化式 :｡芸(a)llin(a｡.'''a,n)=Hn･1(ap.●●●apna｡) ,(3o7.1)

第三漸化式 :a,(a)I-in(ap/･･apn)

∩

ここで,

∂
a;(a)---u2(p)a*,-I∂a

αp(a)=
1 ∂
u2(p)∂ap

これらの演等子は容易に証明されるように,

〔αp(a),ap',(a′)〕-♂(a-a′)♂(p-p′) ,

〔αp(al-･αp′(a′)〕-〔ap'(a),a,+,(a′)〕-0 ,

なるBose型の交換関係を潤す｡又,n次のMDHPは固有値方程式,

ap+(a)αp(a)fin(apl･･･apn)

--jn(p;pl･･･ ,pn)Hn(an ･･･apn) ,

-1 53-
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を満足する｡ ここに,

スn(p;p且- Pn)…∂(p-pl)-十∂(P-P2)守- +a(P-P｡l･(3｡11)

上に見たように演算子 ap+(a),a｡(a)はそれぞれpモー ドに対する生成,消滅演算子と

みなされる｡従って一般のMDliP状態は, "真空状臥 をio>として,

fin(apt- a｡n)-a㌫(a)吃 (a'･･･｡p+n(a)Io>, (3.12)

と書ける｡ (3.12)はベクトル的に書いたが実際の計算では io>-1としてやればよい｡

a,+(a)αp(a)はpモー ドの "粒子数≠演算子であり, An(p;pl･ ･aPn)はpモー ドの
"個数"とみることができる｡

(A) 直交性

初期時刻での力学量A(o)の関数 F(A(o))の集団平均は,

<F(A(o))>-JdaF(a)<∂(arA(o))>,

-/daF(a)W(a) ,

=<F(a)> . (3･13)

ここに,第三式の角括弧は,重み W(a)をかけてaで積分 したものであるが,混乱はな

いので集団平均と同じ記号を用いた｡

今,W(a)のGaussian.の部卑wo(a)による平均を<- >oとしるそう｡この平均のも

とでMDHPの直交性

<Hn(aR- apn)I-fn′(am,- apム′)>O
∩

-cn∂nn′∂((pト tp′)).Hu2(pi)1=1 (3･14)

は,第二漸化式 (3.7･2)を用いると容易に証明できる｡ここで ∂｡n′は通常のKronecker
/

のデルタである｡♂(‡pト tp′日 は,任意の piが pjにすべて対応して等しくなるとき

1となる関数であり, cn はそのときの場合の数である.この直交性を用いて8(a-A(o))

を次のように展開できる｡
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♂(ar九(o))/W｡(a)

CO 1
-∑ - ∑っ･･∑ 〔
n二1n!rh pn

ffn(an- ap

(3･15)

〕Hn(Afh(0)･.･･Apn(o))a

上式を用いるとZwanzig の射影演算子誹は物理的には次のように考えることができ

る｡今,簡単の為にW(a)-W｡(a)としよう｡(A(o))の線型,非線型項及びその他の自

由度で張られる空間を考える｡ ‡A(o))の非線型項で張られる空間は互いに直交してい

て,各々の線型および非線型空間はMDHP H｡(㌔ (o)●●●A｡n(o)) なる固有ベクトル
(規格化はされていない )で特徴づけられる｡演算子Pは tA(o))の線型空間-の射影

を表わす(3)ものだったが,LPは, ‡A(o))の線型及び非線型空間-の射影を行なう演算

子であると解釈できるo従って,Hl(㌔ (0))への射影演算は通常のMoriの演算子Pで

二次,三次, - のHemite多項式で張られる空間-の射影演算をそれぞれ P2,P｡,で

表わすと,

しp-Pl+P2+P3十･･･ (P1-P)

なる関係が成立している｡図式的には次のように書ける｡

- 1 5 5 -

ここ に,
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pnG-⊥ ∑- ∑〔
n!pl ‰

<GTfn(Am(o)-Apn(o)>
- 〕Hn(AR(0)-Apn(o),∩

H u2(pi)i=1

である｡上ではW(a)が Gaussianの場合を考えたが,W(a)がGaussianからずれると,

Pl,P,,- は直交しなくなる｡しかし原理的には Schmidt砺 法でW(a)に関する

平均で直交する組をとることはできる｡

(B) 非線型 Langevin方程式のMDHP展開前節の終りに述べたようにL型方程式の

記憶関数-のマクロなモー ドの coupl′ing によるくりこみ項を具体的に計算するには,

streaming velocity vk(a),dissipative term ek(a) の非線型項のexplicitなa依

存性が必要であった｡ここではそれを具体的に求める｡ (3･15)をvk(a)の表式 (2･15

･1)に代入し,平衡集団として正準集団をとると,

1

vk(a)=蒜 訴 `iAk(0),♂(a-A(o)))'

1 CO 1
∑- ∑ ･｡･∑

βcw'(a)n二1n!帆 Pn

くそAk(0),fin(Ark(0)･･･Apn(o)))>
∩

〟u2(pi)i二1

×Ifn(an ･･･apn) , (3･16)

を得る｡ここでβは熱浴の温度での逆数をBoltzman定数で割ったものであり,(')は
′

Poisson括弧を表わす｡W(a吊ま(3･4･2)で与えられ, W(a)のGaussianからのずれを

表わし,CはW(a),W｡(a)の規格化条件から出てくる因子であり, (3･4･3)で与えられ ノ

る｡このようにして, Streaming velocityのa依存性はすべてぬき出すことができた

が,実際に(3･16)の展開のすべてがT｡近傍で同じオーダーで寄与するか否かは明確で

はない｡スピン系では3次以上のMDHP からの寄与は小さいことが交換関係から予測(4)

されている｡一般的には,Wilson的な意味での irrelevantvariablesを含んでいる

可能性がある｡実際,Kinetic lsingModelの dissipative term の非線型項は上の

ような理由でW(a)がGaussianのときは0となる(9)0

W(a)がGaussianだとしよう｡ u2(p)-P/x, とおくo x｡は susceptibilityであるo

(3.16)の展開を二次までとり,MDfiPに(3･5･1)の表式を代入すると,
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____- _ .'l

となる｡第一項は集団振動の項 (2･8)を与える.◎第二項に対 しては波数保存則を考慮 し,

良-()の場合を考えると,

1

vk(畔 舶 k-1言宕Ikp;lp(lk1--, ,

1

jLkp… ｢くtAk,A,-kA-ド)>kTI,xk-,

l
(:j･18)

を得る. これは, Kaw<lSaki(2)がmo(iL- OuPling理論を用いた stre(lming v(､Iocity

と一致する.

散逸項に/)いても同様に議論できるO (L'3･15)を.(2･19)に代入して,

1 I

Pn

Il*n(an･･･llpn)
∩

〟.u2(Pi)二l
〕γ鎧‥●pn

こ こ に,

(:X⊃

r LII('7'lPn-/ ds<Rk(S)R 芸,((,) 1 ln(A n(O)- A,n(())), ,
I

である｡ (3･19)を用いるとCk(<l)は

ck(a)-一言rkOqz･.q｣△ck(a)

1

△ck(,l)二-E t12(q)a(了 cJ て訂 rき示 雲''.∑〔q Pn

(3･19)

(3･20)--

1ー___J l*n(an- ann)
r一二1n! pI EJ Eu2(pi)

i二l

I [ ′､n l[ [ rET｡'''Pn p
∑ L12(｡)∑- ∑- ∑

×γkn;'Pn

≡♂(q+pi)
cw′(a) Lq ~~L＼L'n= ln･TL6. Fn芳u2(Pi) 芦 ＼ー1■r'ノ

xll*ni(apl･･･a,i_laPi∴ ･･i･]a,n) , (3･21)

-157-



藤坂博一,森 肇

キ書けるO (3･20)の第-項はOnsagerの Iineardissipationを表わす｡

(C) 固有値方程式

簡単の為にT｡より上を考えると特性振動数はa'k｡-0であるo§2･で導入した

Fokker-Planck演算子M｡の自己共役な演算子｣｡(2･20)を

Aa-A三｣△A｡ ,

A,l-菅 kOak竜 一君嶋 荒

0

△A｡-宕tvi(a)+ACk(a))

'∑∑△γkl(;1)旦 19-
kl ∂牢 ∂ak

(3･22)

(3･22･1)

(L')･22･2)

のように二つの部分に分けるoここで簡単の為に rkq-γだ6(k-q)とした｡A三とMT)='
0

との間には固有直方程式

A:Hn(ap/･･a --1 n(pl,･･･,Pn)i-I.-(apュ- ann)Pll

が成立することは容易に確かめられる｡固有直 rn(rh,- ,pn)は

(3.23)

Tn(pl,･･･,Pn)-u2(pl)γニ1｣u2(P2)γ32････-1i.2(Pn)r芸n, (3･24)

で与えられる｡ (3･23)は exactに成立するが, wkq(-Wk∂(k-q))が存在するときは,

(3.22.1)に宕 iwk<lk∂/∂akを加え, (3.2t'i)でrn(pl,州 ,,R.)→ iB(pl,●●●,Pn)

-rn(pl,･･･,pn)とおけばよいoただしこのとき, pi+pj≠O(i,jen) である必

要がある｡又,

iBn(pl,･･d,Pn)-ia)plu2(p))十･･･｣iwpnu2(Pn) ,

である｡

§4. いくつかの応用

この節では,前節で定義 したMDHP を用いて二,三の応用を試みる｡最初に,記憶

関数の long time tail(4)･ao)の問題-適用する｡次に,最初けialpcrin-I-1ahcnberg-Ma
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によって得られた,Kinetic lsingModelの特使振動数の criticalexponentの

wilson_理論による補正を我々の方法で調べる｡ 最後にi最近Mori09によって得 られ

たdense-gasesおよび liguidsに対する運動論的方程式に現われる臨界変数の射影部

分の長波長部分-のくりこみ項で unknown とされていたくりこみ係数が explicit に

得られる｡ただし,実際の議論はスピン系で行なわれる.

(A)記憶関数に対するn次のMDHPからの寄与

記憶関数の long time tailの問題は色々な人によって論 じられているやミ,それらの

議論は典型的に可逆的な二次の非線型項に対する二次摂動を用いて行なわれている｡我

々はこの議論を拡張し,高次の非線型項からは t一一d/2より短かい tailLか生 じないこと

を二次摂動の範囲で示す.簡単なスケー リングによって, dS 6では,非線型わ散逸項

は strcaming velocityに対して無視出来る(4)ので, (2･22), (2･27)･, (2.28)よ

り,

/* ′
+k(t)～<vk(a)exp〔t(1｢,pa)A｡〕vk(a)> , (4･1)

を得る.ただしW(a)が(〕aupianとみなされる程 Tcより上を考えている｡十分大きな

tを考えているので,例えば (4･1)の Propagatorをベキ展開したとするとき,高次の

ベキが (4｡1)にdnminantになるので, 木 の非線型項は (4･1)に対 してはあまり重要

でないだろうと予測できる. (4･1)の exp･の肩のA｡を式で近似しよう.ことで,

rP,ll-,n(a｡ l･･･a,n)-{111.'apl) ::e崇 e ,

なる関係と,固有直方程式 (3･23)を用いると,

Cl〇

+k(t)-∑∑･･･Z:1)n(k;k.- kn)exp〔-rn(kl･･･kn)t]'
n=2kl k

n (4･2)

を得る｡ここでD｡ はすべて静的な帯磁率で書けていることから,小さな波数 kH- ,

knが変化する範囲ではDnは殆んど定数とし,

0

rn(kl･･･転,--PIS.A , ～i$lrOki ,
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と仮定する｡又,力学量として保存量を考えると,

0
rk～k2)

とする¢ (4｡2)の積分を寒行すると,n次の MI)HP からの記憶関数-のくりこみ項の

時間依存性 として,

少だD(I)- tl(n-1)d/1' , い-≧2) (4･lH

を得るO (4･こ摘ま1'次の非線型項が最も長い記憶効果を持つことを示し,今まで多くの

人々によって得られた結果を支持 LているO

(lH Kinetic IsingModelに対する critic111 indpxの11:llpLlrin一一日ohpnbL,rg-Mこl

WiE(ll)

Kinetic lsingのスピン変数は一成分であるから, streaming vt､lo(.it再ま0となり,

スピン変数のk成分の運動方程式は,

d

請 s k ( t ) - (-lk(S ( I)) 日 くk (I)
(4.4)

と書ける-.今, T-1lcを考える｡スピンの 1･'(-1lf･iぐr変換を適当に行なうと,

, W(S)-- [--i(｡三Kl t12(q)S芸sq

.∫
oくqf(I

ここで,

-- u j I I

oqql,-,Fq4!く 1

1

(iw7 rf.tddq

♂(q 汗･･･ 1 q 4)S(ll-･S q . ･卜 0 ( E2)〕, ( 4･5)

u2(q)二二q210(E) , E ･1-d (4.6)

114-O(E) ,

であ り, (ニi･1)で表われる32(kl,･･･,k4)は local inter;iCtion として,その強さを U.
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とし, Ikct-1ととった｡ (4･5)を用いると,

ck(S)-r;alnw(S)/as:+0(82) (4･7)

は容易に求められる｡ここで γkl(S)のS依存性は無視したが, S依存性は-e2 のオーダ

ーできいてくる(9)のでCk(S)をEa)オーダーまで求めるときには必要ない｡ streaming

velocity はないので (2･22), (2･26-28)の表式より線型の輸送係数に対して,

pk(iw'-〔r;-+k(iw'〕/''領 ' , (4･8)

00
+k(ia,)- i dte-iWt<cL*(S)exp〔t(1-vZ,S)As〕Cこ(S)> ,(4･9)＼0

を得る｡ここで,

♂(ql+q2+q3)

ql-Q-q3u2(qllu2(q2)u2(q3)
C;(S)ニ ー4u.γ£JJJ H3(S㌔ ｡2S｡3), (4･10)

である｡今+k(i(リ)を0(82)で求めているので, (4･9)で,

exp〔t(llLPs)As〕-exp〔t(llLPs)Aos〕,

としてよい.AosFま(3･22･1)で与えられるoこういう状況?もとでは固有直方程式
(3･23)が exactに成立する｡最終的に+k(iQJ)＼は

♂(qlJq2+q3)

dlqあき u2(ql)u2(q2)u2(q3)
+k(iw)-6(4u4)21引 2JJJ

0 0 0
iaJ+γqlu2(ql)+γ(bu2(q2)+rq3u2(q3)

+0(82), (4･11)

で与えられる. (4･11)の積分から生じるe依存性は0,つまり4次元で積分する｡実

際 (4･11)を求めると,a)-Oに対 して

0 0
rk-γ(COnSt･)のとき,

29 4
丸 (o)ニーIlnk+0(83), i-2u- 1n-

48 3
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γ芸-k2のとき,

+k(0)-0･Ink+0(E3) ,

となるo′一方動的スケー リング則個によ｡,

(わ

pk(iw)=kzq(宕 ) , Pk(0)～ kZ
(4･13)

と書ける｡ 再こよるくりこみを考えない convetionaltheoryでは (4･8)の帯磁率から

生 じるk2叫 より Z-2-77であるが,上に述べた議論からは Z-2+C77と書くと,C

は -1からのずれがある｡ (4.18), (4･13)で a)-0として (4･12)を用いて比較する

と,

kZ-k2-7(1+}lnk) , (4･14)

となり, uF 27r26/9, 77-82/54を用いると,

C-61n(4/3)-1 ,

を得る｡この結果は,HalperinJIohenberg-Ma,Suzuki-Igarashi,Kuramoto

によって得られた結果と一致する.Zのくりこみ項は系の totalspin が保存されない

場合にしか e2のオーダーではないことは上に述べた｡

(C)座標空間における臨界変数の二つの分離について

ここでは最近Mori個によって得られた, densegasesと liquids に対する運動論

的方程式で用いられた位相空間における密度の二つの分離,

一＼._/･~
∩(p,r)-A(p,r)+n(p,r)

-a(p,r)+An(p,r)
(4･15)

に対する一つの commentを行なう｡簡単の為以下ではスピン系を例にとろう｡p成分

のスピン密度の揺ぎ∂SFe(r;I)-gL(r;t)-<sil(r;t)>,を二つに分ける.

∂S〃(r;t)=AP(r;t)+iW ),

ここでAFe(r;t)は∂SP(r;t)の長波長部分で,
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AFl(,;t)-Jdr'A(r-r′)古SP(r′,･t),

1

△(r-r')…Tqi cexp卜 iq●(rl ')〕 ,

で与えられる｡他の分離の仕方として,

8S〟(r;t)-aP(r;t)+△∂sjL(r;t),

がある｡ここで,

aP(r;t)≡ Lが SP(r;t)T<♂s′上(r;o);A(t)>

(4･17)

(4･19)

である｡最後の近似を一般化されたBogolubov近似と呼ぼう0Mori的によると,

1

αP(r;t)_TAP(∫;I)+ - ∑∑〃dr.dr2P(p;ul埠Ir-rl,r-r2)
2LJly2

×〔Ayl(,1;t.)Au2(r2;t2)-<Ayl(n;tl)A咋(r2;t2)>〕,
(4･20)

と展開やきる｡ここで(4･20)の第二項は,射影部分-の長波長部分からのくりこみで

ある｡Hermite多項式を用いてくりこみ係数 P(p川 扇rl,r,)を explicitに求めること

ができる｡ W(a)-W｡(a) としよう｡手続きは (4.19)にデルタ関数のHermite 展開

(3･15)を用いればよい｡結果のみ書くと, unknownparameterPは

β(FL;ylLBtr-rl,r-r2)

竜 ,kE
P(FE;yl項 kl,k2)exp卜 ikl･(r-rl)
kc

-ik2･(rl,)〕0(Ikl+k2ト kc)

β(p;yl可kl,k2)…<∂Sだ十k2(0)Hと(Aykl.(o)Ayk22(0))>,

1 , forx≧0

♂(Ⅹ)- (

0 , otherwise,

(4･21)

で与えられる｡ (長波長 )+ (長波長 )- (短波長 )の過程がひんぽんにおこるαは長
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波長部分からのずれが大きくなる｡又,表式 (4･21), (4･22)より容易に,

AFt(r;t)-Jdr'A (r-rつaJL(r′;t)

が証明できる｡

§5.結 び

§1.で述べたように,確率場のWiener展開は乱流理論ではひんぽんに用いられるが,

非線型動力学での試みはなされていない｡この小稿では,新しい試みとしてHermite

多項式展開を述べたが,乱流理論の場合と比べて著 しい相違があることがわかる｡乱流

理論では,力学量である速度場を他の標準正規関数である確率変数で展開するのに比べ,

ここで述べたことは streamingvelocity,dissipative term を力学量の非線型項で展

開するとい うものであり,その意味で,二つの取扱いは大いに異なる｡これは,乱埼理

論の速度場がwelトdefinedな量でないのに対し,非線型動力学では力学量 (例えば

spindensity)がwel卜definedな量であることに対応して生じた相違とみることが出

来る｡

動的臨界現象の問題に関しては,前に述べたように非線型項を二次でとめる根拠はな

いのであるが,現実的には,川崎理論は二次までとり,実験とよく合う結果を得ている(.2)

三次以上は irrelevantterm になっているのかも知れないがはっきりしない｡HJ1-M

補正を導くときは,H-H-叫 Suzuki-1garashiが用いたTDGL(非線型 Langevin

方程式 )を用いて議論したが,この方法ではZの 83の補正を求めることは出来ない｡.

最近Kuramoto81)はWilsonをKineticlsing の場合に拡張して同じ結果を得ている.

蔵本理論ではE3の補正を求めることは可能である｡最後に, (3･8)で定義される生成,

消滅演算子を用いて今までの議論を第二量子化め形に書きかえ畠ことは可能である｡

この小塙を書くにあたり,色々議論をしていただいた蔵本由紀,脆黒長憲,重松秀登

の各氏に感謝します｡

-164-



｢flermitの多項式展開の非線型動力学-の応用｣

文 献

(ll)K.G｡Wilson,Phys･Rev･旦生(1971),3174･

K.G.Wilson,Phys･Rev.B4 (1971),3184･

K.G.Wilson andI.Kogut,Phys.Lett.(impress).

(2)MoFixman,AdvancesinChemicalPhysicsVol,Ⅵ (1964)o

I｣.P.Kadanoffand∫.Swift,Phys.Rev.166 (1968〉 89･

K｡Kawasaki,Ann.Phys.61 (1970),1.

(3)ll.Mori,Prog･Theor.Phys･_墨と (19651'423･

(4)IILMoriandILFujisaka,Prog･The(,r･Phys･49_(1973)･764･

森 肇,1973年度物性若手夏の学校講義ノート

が載っているので参照されたい｡

(6) Il･7JWan7-ig,ProceedingsoftheSixthlL)PAPConfcrcヮccon

StatisticalMcch(lnics(I)niv.ChicagoPress,1972)

K｡Kawasaki,ProceedingsofthelnternationIllSymposit]m on

Synergetics,cd｡Il.lIaken(ti.(lJ.Tcubner,Stuttg<lrt,1973),35.

(7) Il･7JWanZig,Phys･Tlev･埋 _(19や1),983･

(8)lI･Mori､,II･lllujis去kaI"(1Il･Shigem(ltSu,J'rog･Theor･I'hys･_吐

(1971),No.1.

(9) Y｡Kuramoto,privatecommunic;tti()n.

(10)J･ri｡T)(,rfn.Elnandll]･(】･I)･C(,hen,Phys･lく(ラⅤ･l｣(-1t･_旦 (1970),1257･

K.KIIWnS<lki,J'hys.Lett.31̂ (1971),12.

K.J'()me月u,Phys.lt(!V.∧3 (1971),1171.

(ll) Ii･1.日alpcrin,J'･L7･HohcnbcrgandLq･Ma,Phys.Rev･lJett･旦 (1972)1548

M･Suy,ukiand (1.1garashi,J'r('g.rllheorct･Ⅰ'hys.49(1073),107O

Y.KurZITTl()tO,tObepublish(1(1.

(12)fI･Mori,Prog･'Ilh(,or･Phys･A旦 (1973)'1516･

(1.'i)r3.I.17,1JpcrinZ1ndド.C.IT,)hcnbcrg,J'hys.ft(tV.177(1969),952.

-165-


