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1 はじめに

Young束 Yは，整数分割全体が Young図形の包含関係に関してなす半順序集合であ

り，組合せ論，表現論などのさまざまな場面に現れる基本的な対象である．特に，対称群

や対称関数環などの代数系と次のように密接に関係している：

(1) n次対称群 6nの複素数体上の既約表現の同型類は nの分割でパラメトライズさ

れ， 6nから 6n-1に既約表現を制限したときの分岐則は Young束 Yの半順序に

よって記述される．

(2) 6nの有限次元表現のなす圏の Grothendieck群R(6n)の直和R(6.)= ffin2o R(6n) 
は， 6mX 6nから 6m+nへの誘導表現を考えることによって結合的な次数付き環

となる．さらに， R(6.)は対称関数環 Aと同型となる．

(3)各 R(6n)は表現のテンソル積を積として可換環 (6nの表現環，指標環と呼ばれ

る）となり，制限写像 Res:R(6n)→R(6n-l)は環準同型写像である．
Stanley [14]は， Young束Yの一般化として， differentialposetと呼ばれる半順序集合の

クラスを導入し，飽和鎖などの数え上げを統一的に扱うことができることを示した．（Fomin

[3, 4]も同様の概念を独立に導入している．） Young-Fibonacci束YlFは， differentialposet 

の一例であり， Young束の対極に位置するものである． Young-Fibonacci束に対して，J::

記の (1),(2), (3)と同様の性質をもつ代数系を考えることは自然な問題である．本稿では，

このような代数系について最近の進展も含めて報岩する．

まず，（1)については，対称群の群環C[6n]の役割を果たすものとして， C代数 Fn

(Young-Fibonacci代数と呼ぶ）で， Fnから Fn-lに既約表現を制限したときの分岐則

がYoung-Fibonacci束YlFの半順序によって記述されるようなものを，生成元と基本関係に

よって定義できる．さらに， Fnはダイアグラム代数としての表示をもっ．次に，（2)について

は，瓦の有限次元表現のなす圏の Grothendieck群 R(Fn)の直和 R（石） ＝④立0R(Fn) 

は，誘導表現を考えることによって結合的な次数付き環となり，非可換 2変数多項式環

Z〈X,Y〉と同型になる．最後に，（3)については，制限写像 Res:R（瓦） →R(Fn-l)が
環準同型写像となるような環構造を R(Fn)に入れることができる．

この報告で触れられなかった話題として，

(1) Young-Fibonacci代数の既約表現の指標公式（［7]を見よ），

(2) Young-Fibonacci版対称関数環の Young-Fibonacci束の漸近的組合せ論への応用

([9], [10]を見よ）
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がある．

本稿の構成は以下の通りである．第 2節では Young束と対称群，対称関数環について復

習し，第 3節では differentialposet, Young-Fibonacci束の定義を与えその性質を説明す

る．そして，第 4節では，対称群の群環の対応物である Young-Fibonacci代数を定義し，

最近のHivert-Scottの結果を紹介する．第 5節では，対称関数の対応物を導入し， Schur

関数の類似物を定義する．最後に，第 6節では，（第 3節で導入した Young-Fibonacci代

数との関係は謎であるが）対称群の指標環の類似物を導入する．

2 Young束と関連する代数系

この節では，分割のなす Young束の組合せ論的性賀と，関連する代数系（対称群，対

称関数環）についてまとめる．（詳細は，例えば [12]や [13]を参照されたい．）

2.1 Young束

まず，半順序集合に関する用語を復習しておく． P を半順序集合とする． x,yに対し

て， x<yであり， x<z<yとなる ZEpが存在しないとき， xはyにカバーされると

いい， X<,: yと表す． xEPに対して，

c+(x) = {y E p IX<:: y}, C―(x)={zEPlz<::x} 

とおく． x,y E P に対して， Pの元の列 (xo,x1,..., Xn)で

Xo = x, Xn = Y, Xi-1く功 (i=l,2,...,n) 

をみたすもののことを， xからyに至る飽和鎖という．また，写像p:p→ N = {O, 1, 2,... } 

で， xがyにカバーされるときp(x)= p(y) -1となるものが存在するとき， Pは次数付

き半順序集合であるといい，pを階数関数という． Pが次数付き半順序集合であるとき，

Pn = {x E PI p(x) = n}とおく．

さて， differentialposetの原型である Young束の組合せ論的性質をまとめておく．非

負整数 nの分割とは，非負整数の広義単調減少列入＝ （ふ，入2,...)で 1入I＝どi>l入i= n 
となるもののことである．分割入は，

D（入） ＝ ｛（i, j) E z2 I 1 :::; j :::;い

によって定義される Young図形（格子点の代わりに単位正方形をおいて図示する）と同

一視される．例えば， 8の分割 (4,3, 1) = (4, 3, 1, 0, 0,...)のYoung図形は

D(4, 3, I）＝ロロ

である． nの分割全体のなす集合を記i,分割全体のなす集合を Y= lJn2:0 Ynと表す． Y
上の半順序三を

入：：：：： μ ⇔ ＼ ：：：：：い(i= 1, 2,...)⇔ D（入）っ D(μ)
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゜図 1:Young束の Hasse図

によって定義し，得られる半順序集合を Young束 (Young'slattice)と呼ぶ． Young束

の Hasse 図（の一部）は，図 1 のようになる．分割入€ Yに対して，

e＋（入） ＝ ｛μ € Y Iあるiに対してμ=入＋eふ

c―（入） ＝ ｛u € Y Iあるiに対して V=入-eふ

ここで， eiは第i成分が 1で他の成分が 0である単位ベクトルである．よって， Yは階

数関数p（入） ＝ 1入I （入 €Y) に関して次数付き半順序集合となる．

命題 2.1.Young束 Yについて，以下が成り立つ．

(I)入，μ € Yが入＃μをみたすとき，

#(C＋（入） nc+(μ)) = #(C—（入） nc-(μ)) 

= {: :μそ：イ入也ロ'― e]となるi,'jが存在するとき），

(2) 入 €Y に対して，

＃亡（入）＝ l+#C―（入）．

分割入の Young図形の箱に次の 2条件 (a),(b)をみたすように正整数を書き込んだも

のを入を枠とする標準盤という：

(a) 1から囚までの正整数が 1回ずつ現れる．

(b)各行，各列の成分は単調増加である．

例えば，

冑
は，（4,3,1)を枠とする標準盤である．分割入を枠とする標準盤全体のなす集合を STab（入），

その個数をf入と表す．
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分割入を枠とする標準盤 T は， Young束における空分割 0から入に至る飽和鎖
（入（O)，入（1)'...，入(n))（ただし，砂はTにおいて 1,2,..., iが書き込まれている部分の枠）

と1対 1に対応している．例えば，

叫戸+------+(0，口'[I]，口日],EEP) 
Robinson-Schensted対応と呼ばれるアルゴリズムによって，置換に同じ枠をもつ標準

盤の対を対応させる全単射

6n →LJ入E11'nSTab（入） xSTab（入）

w ← (P(w), Q(w)) 

（ここで， 6ntま n次対称群である）で，

P(w―1) = Q(w), Q(w―1) = P(w) 

をみたすものが得られる．特に， w2= eとなることと P(w)= Q(w)となることは同値
である．よって，次の命題が導かれる．

命題 2.2.非負整数 nに対して，

ど(f乎＝n!, どf入＝＃｛w E 6n|記 =e}.
入E11'n 入E11'n

2.2 対称群

Young束が自然に関わる代数系として，ここでは次の 3つを考える：

(1)対称群，

(2)対称関数環，

(3)対称群の指標環．

以下では，非負整数 nに対して， n次対称群を 6nと表す．（ただし， 6。は単位元のみ

からなる群とする．） n次対称群 6nは次のような生成元と基本関係によって定義される

群である：

生成元： s1, s2,..., Sn-1, 

関係式： sr = e (i = 1,..., n -1), 

謎i+1均＝ Si+l謎i+l(i=l,...,n-2), 
SiSj = S）iSi (Ii -jl ~ 2). 

対称群の複素数体上の表現論については，次の命題が韮本的である．

命題 2.3. (1)対称群 6nの C上の既約表現（の同型類）は nの分割でパラメトライ

ズされる． nの分割入に対応する 6nの既約表現を S入と表す．

(2)既約表現 S入の碁底は入を枠とする標準盤でパラメトライズされ，

dim炉＝ f入
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(3) 6nの既約表現 S入を部分群 6n-l= {u E 6n I u(n) =n}に制限すると， Young

束 Yの半順序に従って，

Res忠＿ls入竺 ④ sv 
沢：cー（入）

と既約分解される．

この命題 2.3(2)について， nの分割入に対して， STab（入）を某底とする線型空間の上

に隣接互換 s1,...,Sn-lの作用を具体的に与えることによって既約表現を構成することも

できる．

2.3 対称関数環

対称群 6nの有限次元表現のなす圏の Grothendieck群を R(6n)と表す． 6nの有限

次元表現は完全可約だから， R(6n)は既約表現の類 {[S入］ I入EYn}を基底とする自由 Z

加群である．このとき，直和

R(6.)=EB R(6n) 
n:::>O 

は，積を

[V] o [W] = [ Ind:ごen(V図w)]
（ここで， Vは6mの表現， W は6nの表現）と定めることによって，可換な結合的次

数付き環となる．また， Res,Ind : R(6.)→ R(6.)をRes霊＿1 : R(6n)→ R(6n-l), 

Ind::+i: R（釘）→R(6n+l)の直和として定義する．

無限個の変数 X= (x1, X2,...)に関する（整数係数の）対称関数環を Aとする．完全

対称関数 hr(x)(r 2". 0)を
°° 1 

ど r(x）が＝II1-Xtt 
r>O i=l 

によって定義すると， A=Z[h1, h2,... ]（多項式環）である．分割入＝ （ふ，．．．，ふ） （ふこ

••• 2".ふ＞ 0)に対して，

S入(x)= det (hい＋j(X))区i,j<;l

とおいて Schur関数 s入EAを定義する．このとき， AはSchur関数 {s入I入EY}を韮

底とする自由 Z加群である．また， z線形写像 U,D:A→ Aを

U(s入）＝ど sμ, D(s入）＝ど Sv

μEC＋（入）沢：C一（入）

によって定義する．

命題 2.4.Z線型写像ch:R(6.)→ A (Frobenius標識と呼ぶ）をch([S汀） ＝双（入 EY) 

によって定義すると， chは次数付き環の同型写像である．また，

麟•)二~ A 麟•)二虹t A 

Ind l l u Resl lD 

R（釘）― A
ch R(6.)―A ch 
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は可換図式である．

2.4 対称群の指標環

分割入€酌tに対応する既約表現 S入の指標を心とし， X入の巡回置換型 a をもつ置

換での値を心と表す．このとき，指標表（心）0，入EYnは， Schur関数｛双｝とべき和対称

関数 {Pa}の間の基底変換行列でもある．

正整数rに対して乃（x)＝L:1叫と定義し，分割 a=(a1,..., az) (a1 2'. --• 2'. az > 0) 
に対応するべき和対称関数PaEAを

Pa= Pn1 • • ・Pa1 

とおいて定める．このとき，

四＝ど心s入・
入EYn

また， A@zQ=Q加，p公．．．］（多項式環）であり，

af 
U f = pif, D f = ~ (f E A露Q).

ap1 

特に，

命題 2.5.分割 a に対して，

Up。 =Pau(l), Dp。={~" (")Pa¥(1)：二］ :~ :: :;: 
ここで， m1(a)はaに現れる 1の個数であり， au(1)はaに成分 1を付け加えてでき

る分割， a¥(1)はaから成分 1を取り除いてできる分割である．また， A上の双線型形

式〈 ， 〉を〈s入，S凶＝ふ，μによって定義すると，

ここで， a=1m12四．．．のとき，

〈Pa,pf3〉＝似，f3知・

Za = IT i叫叫
i?:1 

対称群 6nIま群だから（群環 C[G]は Hopf代数だから）， Grothendieck群 R(6n)

は，積

[V] * [W] = [V R W] 

に関して結合的な可換環の構造をもっ．この環 R(6n)は 6nの指標環，あるいは，表現

環と呼ばれる．分割入，μ,v E Ynに対して，

g似＝ど一x訊~x~
aEYn 
Z。
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とおき， Kronecker係数と呼ぶ．このとき， Sμ とげのテンソル積は

S心 sv竺④ （S入）吟，v
入EYn

と既約分解され，g似が非負整数となることがわかる．さらに，制限写像

Res: R(6n) → R(6n-1) 
[V] → [Res嚢＿lv]

は環の全射準同型写像である．ょって， Frobenius標識を用いて対称関数環 Aの斉次成分

に移ると，次の命題が得られる．

命題 2.6.n次斉次な対称関数全体 Anは，積

Sμ * Sv =ど心s入
入E1in

に関して結合的環な可換環の構造をもち， D:An→An-1は環の全射準同型写像である．

3 Differential poset 

この節では， differentialposetの定義，基本性質をまとめ，本稿の主役である Young-

Fibonacci束を導人する．

3.1 Differential posetと Young-Fibonacci束

Stanley [14]は，命題 2.1に着目して， differentialposetの概念を導入した．

定義 3.1.([14, Definition 1.1])半順序集合 Pは次の 3条件 (D1),(D2), (D3)をみたす

とき， differentialposetであるという．

(D1) Pは次数付き半順序集合であり，最小元0をもつ．
(D2)任意の x,y E Pに対して， xccJyであるとき，

#(C+(x) n c+(y)) = #(C―(X) n c-(y)). 

(D3)任意の xEPに対して，

＃c+(x) = 1 + #C―(x). 

半順序集合 Pがdifferentialposetであるとき，任意の n2':0に対して Pnは有限集合

であることが示される．

命題 2.1から

命題 3.2.Young束 Yはdifferentialposetである．

次に，本稿の主役である Young-Fibonacci束を定義する．
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図2:Young-Fibonacci束の Hasse図

定義 3.3.文字 1,2を並べてできる語 (Fibonacci語と呼ぶ）全体のなす集合（空語 0
も含む）を YIFと表す． Fibonacci語 V= V1V2 ・・ •Vk E YIF (vi E {1,2})に対してその大

きさ団を IvI = v1 + v2 + ・ ・ ・ + Vkとおいて定め， Y恥＝ ｛v E YIF I lvl = n}とおく． YIF
上の半順序くを次のカバー関係で定義する：

c-(lv) = {v}, c-(2v) = c+(v), 

つまり，

c+(v) = {lv} LJ {2u I u EC―(u)}. 

このようにしてできる半順序集合を Young-Fibonacci束 (Young-Fibonaccikattice)と

呼ぶ．

このとき， YIFは階数関数 I叫に関して次数付き半順序集合であり，＃Y恥は n番目の

Fibonacci数ねである．つまり，

#YIF。=#Y酌＝ 1, #Y恥＝ ＃YIFn-1 + #YIFn-2・ 
また， YIFのHasse図（の一部）は図 2のようになる． Young-Fibonacci束の半順序の

定義から，

命題 3.4.Young-Fibonacci束 YIFはdifferentialposetである．

Young束 YとYoung-Fibonacci束 YIFは，次の定理，予想の意味で対極に位置する特

別な differentialposetである．

定理 3.5.([2, Theorem 1.3]) Differential posetで束であるものは， Young束YとYoung-

Fibonacci束 YIFのみである．

予想 3.6.([14, Problem 6]) Pがdifferentialposetであるとき，

#Yn :=::; #Pn :=; #YIFn (n 2:': 0). 
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定理 3.7. ([2, Theorem 1.2]) Pがdifferentialposetであるとき，

#Pn :S＃初恥 （n 2::〇）．

また， Young束は表現論的にも特徴づけることができる．

定理 3.8.([6, Theorem 6])有限群の増大列 {e}= G。CG1 C G2 C・・・が，条件
各 nに対して， Gnの既約表現を Gn-1に制限したとき無重複に既約分解さ

れる

をみたしていると仮定する． Gnの既約表現の同型類全体のなす集合を lrr(Gn)と表し，

P = lJn::,.o Irr(Gn)に

[V] Y [W] {::::::::} [ Res定＿1v: w]ヂ0 ([V] E lrr(Gn), [W] E lrr(Gn_i)) 
によって半順序集合の構造を入れる．このとき， Pがdifferentialposetとなるならば，p

はYoung束 Yと同型であり， Gn竺 6n(n 2:: 0)である．

3.2 Differential posetにおける飽和鎖の数え上げ

定義 3.1の条件 (D1)をみたす半順序集合 Pに対して， Pを基底とする複素線型空間

（つまり， Pの元たちの形式的線型結合全体）を CPと表し，線型変換 U,D:CP→CP
を

Ux＝どy, Dx＝ど z
yEC+(x) zEC一(x)

によって定義する．

命題 3.9.([14, Theorem 2.2])定義 3.1の条件 (Dl)をみたす半順序集合 Pに対して，次

の条件(i),(ii)は同値である：

(i) pは differentialposetである．

(ii) CP J:::の恒等変換を Idと表すとき， DU-UD=Id.

注意複素数体 C上の変数 zに関する 1変数多項式環を V=C[z]とし， z倍写像を同

じ記号 zで， zに関する微分作用素を azと表す．このとき，

az o z -z o az = Id. 

命題 3.9の(ii)の関係式がこの関係式と同じであり，数え上げ問題を微分方程式に帰着で

きることが， differentialposetの名前の由来である．

命題 3.9の関係式 DU-UD=Idなどを用いると，命題 2.2のdifferentialposetへの

拡張として次の定理を証明することができる．

定理 3.10.([14, Corollary 3.9, Proposition 3.1]) Pをdifferentialposetとする． xEP

に対して， 0から xに至る飽和鎖の個数を e(x)とおく．このとき，

どe（が＝ n!, どe(x)= #{w E 6n|記 =e}.
入EPn xEPn 
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Fomin [3, 5]は， differentialposet Pに対して，単射cI>x: C―(x)→c+(x) (x E P)を
用いてアルゴリズム的に構成される全単射

6n →lJxEPn flx X flx 

w ← (P(w), Q(w)) 

（ここで，QX は最小元0から xに至る飽和鎖全体のなす集合である）で，

P(w―1) = Q(w), Q(w―1) = P(w) 

をみたすものを与えている．

4 Young-Fibonacci代数

この節では， Young束に対する対称群（の群環）の， Young-Fibonacci束版 (Young-

Fibonacci代数）を導入する．

4.1 生成元と基本関係式による定義

まず，生成元と基本関係による定義を与える．

定義 4.1.(x1心2,・ ・ ・, Xn-1)を複素パラメータとする．単位元をもつ結合的 C代数 Fn=

瓦 (xi,...,Xn-1)を以下の生成元と基本関係式で定義し， Young-Fibonacci代数 (Young-

Fibonacci algebra)と呼ぶ (Okadaalgebraとも呼ばれる）．

生成元： E1, E2,..., En-1, 

関係式： E'f =叫且(i=l,...,n-1),
Ei+1凡Ei+1 = Ei+ 1 (i = 1,..., n -2), 

Ei柘＝ EJEら(ifIi -jl 2: 2). 

パラメータ x1,x2,...に関する多項式 a(v)(v E YlF)を以下のように帰納的に定義する：

a(0) = 1, 

a(lv) = x1v1+1a(v)ーと。(w),
wEC一(v)

a(2v) = a(v). 

このとき，

定理 4.2.([11, Theorems 2.6, 2.8])パラメータ X1,・ ・ ・,Xn-1が条件

任意の VElJにい｛恥に対して a(v)i-0 

をみたしているとき，以下が成り立つ．



11

(1) C代数互lはn!次元の半単純代数であり， Fnの既約表現（の同型類）は大きさ n

の Fibonacci語でパラメトライズされる． vEY恥に対応する五tの既約表現を

聞と表す．

(2)凡の既約表現恥を部分代数互n-1=〈E1,...,En-2〉C互nに制限すると， Young-

Fibonacci束 YlFの半順序に従って，

Res文＿ 1 恥竺〶 Vw
wEC-(v) 

と既約分解される．

証明のアイデア．まず， Fnの既約表現を構成する． VEY的に対して， 0から vに至
る飽和鎖全体のなす集合QVを基底とする複素線型空間を VVとし， Vv上の線型変換且

(1:::; i:::; n -1)を
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(v(i+l) = 2v(i-l)のとき），

（その他）

によって定義する．このとき，

補題 4.3. (1)瓦の見上の表現冗で，冗(Ei)＝瓦（lsisn-1)となるものが存

在する．

(2)町は既約である．

(3) v, w E if恥が Vc/-W をみたすとき， 7rvと7rwは非同型である．

補題 4.3から，

dimFn ~ dim （凡／rad瓦）こと（dimVvげ＝ Le(v)2. 
vEYlFn vEYlFn 

一方，

卓＝｛瓦1Er-2・・ •恥 （1 s k S r-1のとき），
1 (k = rのとき）

とおくとき， Et)・・・ Ek~) (1 S kr Sr)の形の単項式で瓦が張られることがわかるから，

dim凡 sn!である．また，定理 3.10よりI:vEffne(v戸＝n!だから，

dim凡＝dim （凡／rad瓦） ＝ど (dimM)2.
vEffn 

この等式から， rad 互~= {O},つまり，互nが半単純であること， Vv(v E Y恥）が既約表
現の同型類の完全代表系であることがわかる． ロ
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4.2 ダイアグラム代数としての表示

最近， F.HivertとJ.Scott [8]が， Young-Fibonacci代数のダイアグラム代数として

の表示を与えた．まず，ダイアグラム代数の基底を定義する．

定義 4.4.nを正整数とする．

(1) n次の Temperley-Lieb図式 (Temperley-Liebdiagram)（以下， TL図式と略

す）とは，長方形の対辺上に n個ずつ置かれた 2n個の頂点 1,...,n，万，．．．，Tと長
方形内に互いに交わらないように描かれた n本の辺からなるグラフで，どの頂点も

ちょうど 1つの別の頂点に辺でつながっているようなものである．（図 3の左側の

図は 10次の TL図式である．）

(2) n次のラベルつき Temperley-Lieb図式 (labeledTemperley-Lieb diagram)と

は， n次の Temperley-Lieb図式 D と辺の正整数によるラベル付け hの組 (D,h)

で，次の 2条件 (a),(b)をみたすもののことである．（辺 aのラベルを h(a)と表

し， h(a)を0で囲んで区示する．）

(a)辺 aが2頂点 a,bを結んでいるとき，

1 :S h(a) :S min{lal, lbl}, h(a)三 min{lal,lbl} (mod 2). 

ここで，整数i(1 ~ i ~ n)に対して, |ii= Iii= iである．
(b)辺 aが辺f3に囲まれているとき， h(a)> h(/3)である．ここで， 2頂点 a,
bを結ぶ辺 aが2頂点 c,dを結ぶ辺0に囲まれているとは，頂点集合上の
全順序 1く 2< ••• < nくn<・・・<2<Iに関して， c<a<b<dが成り
立つことをいう．例えば， 2,3を結ぶ辺は 1,4を結ぶ辺に， 9,sを結ぶ辺は
9, 7を結ぶ辺にそれぞれ囲まれている．

（閲 3の右側の図は 10次のラベル付き TL図式である．）

このとき，

命題 4.5.

10←――QF--i可

；三：
6← 6 

三］：

10|-------------f而

;N; 
6 i i 6 

：口l
図3:Temperley-Lieb区式とラベルつき Temperley-Lieb図式

TL図式， ラベル付き TL胸式の個数について，次の命題が成り立つ．

(1) n次の TL図式の個数は， Catalan数 Cn＝叶（予）に等しい．
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(2) n次のラベル付き TL図式の個数は， n!に等しい．

n次のラベル付き TL図式全体を韮底とする複素線型空間をえn とする．ラベルつき

TL図式の積を双線型に拡張することによって，え1に積構造を入れる．ラベル付き TL図

式 (D1,h1), (D2, h2)が与えられたとき，その積 (D1,h1) ・ (D2, h2) E瓦を以下のように

定義する．

(1) D1, D2を左右に並べ， 1Si Snに対して D1の頂点；と D2の頂点iを同一視
することによって 2つの図式をつなげ，できるループを無視して得られる TL図式

をD1*D2とする．

(2) D1 * D2の各辺 aに対して，そのラベル h(a)を， aを構成する D1,D2の辺のラ

ベルの最小値として定義する．

(3) (1)で無視した各ループ 1に対して， 1を構成する D1,D2の辺のラベルの最小値

をh(1)とする．

このとき，
k 

(D,,hリ・ (D2，加） ＝ （リ叫（T，))(D1*D2, h) 

（ここで， 11,・ ・ ・,tkしま（1)で無視したループである）と定義する．例えば，図 4の例で

は，右辺の TL図式の辺 a=69はD1の辺 66,D2の辺 67,D1の辺 79から構成さ

れているので， h(a)= min{4,2,5} = 2となる．また， D1の辺8りと D2の辺 89から
ループァができるが， h(,)= min{4,6} = 4だから， X4が係数として現れる．

10•—• m 

：下竺［
6---c--6 

5 岨

］］］ 

l~~r 

：： ｀ ＝叩4
／三］

図 4:ラベル付き Temperley-Lieb図式の積

：］三：
]:] 
:] ` 
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定理 4.6.([8, Theorem 3.9]) (C代数の同型写像〇：凡→瓦で，

n----R--万

8(Ei) = 

： 

i +2 •—<T 
i+~迄笠＋ 1
i -1←―<i-1 

(ls:;i::::;n-1) 

1•—• T 

となるものが存在する．

定理 4.7. ([8, Theorem 6.2])代数瓦は cellular代数の構造をもっ．

5
 
Young-Fibonacci版対称関数環

この節では，対称関数環 AのYoung-Fibonacci類似を導入する．

定理 4.2から， Young-Fibonacci代数互n＝互~(x1,...,Xn-1)の有限次元表現のなす閾

の Grothendieck群 R（瓦）は，パラメータ X1,・ ・ ・, Xn-1がgenericである限りパラメー

タに依らず{[Vv]I V E YlFn}を韮底とする自由 Z加群である．また， Young-Fibonacci
代数の包含

互n-1=〈E1,...,En-2〉C瓦＝〈E1,...,En-1〉CFn+l =〈E1,...,En〉

を考えることにより， z線型写像

Re唸＿1：R（瓦）→ R(Fn-1),

Ind；丁： R（瓦）→ R(Fn+1)

Res;い([V])= [Re受＿1v], 

Ina;:+1 ([V]) = [Ina;:+1 V] =[Fn+l Rァ;,V] 

が定まる． この節では， Grothendieck群の直和

R（石）＝④R（瓦）
n::>O 

とZ線型写像

Res=④ Res::-1 :R（F.)→ R（石），
n2'.0 

Ind= 〶 Ind文＊1 ： R（石）→ R(F.)
n:2'.0 

を考える．

直和 R（F.)に次のように次数付き環の構造を入れる．（m+n)次 Young-Fibonacci

代数互;.,,+n= Fm+n(X1, • • •, Xm+n-1)において， E1,...,Em-1で生成される部分代数を

巧1 ,m]• Em+l, • • •, Em+n-1で生成される部分代数を F[m+l,m+n]とすると，

巧1,m］竺 F叫X1,...,Xm-1), 巧m+l,m+n]竺凡(xm+l,...,Xm+n-1). 
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そこで， UE YlFm, VEY凡が与えられたとき， uに対応する巧1,m]の既約表現％と v

に対応する巧m+l,m+n] の既約表現 VV' を用いて，［％］ ER（デm) と [½]ER（瓦）の積を

[Vu]o[見]= [ Ind~り＋ふ土＋1],[rri+n](Vu図v:)]

とおいて定義する． R（石）はこの積に関して結合的な次数付き環となる．

次数付き環R(F..)の構造を調べる． 2変数X,Yに関する非可換多項式環を R=Z〈X,Y〉

とし， degX= 1, degY = 2と定めることによって， Rに次数付き環の構造を入れる． R
の n次斉次成分を凡tとすると，凡lは階数 Fn(Fibonacci数）の自山 Z加群である．
YlF版 Schur関数 SvER  (v E YlF)を次のように帰納的に定義する：

s0 = 1, S1v = SvX―（とりY, S2v = SvY. 
z<(v 

このとき，｛SvIVE YlF}はRのZ基底をなす．また， z線型写像 U,D:R→R を

U(sv)=L Su, D(sv)=L 8w 

uEC+(v) wEC一(v)

によって定義する．

定理 5.1.([11, Theorem3.4])環準同型写像c.p:R→R（F.)をcp(X)=［Vil'cp(Y) = [½] 
によって定めると，ゃは次数付き環の同型写像であり，

ゃ(sv)= [v;叶 (vE YIF). 

また，

は可換図式である．

R（ヂ．） ~R

Ind』』u
R（み）-------+R 

ゃ

6 Young-Fibonacci版指標環

R（ア•） ~R

Res』』D
R(F.) -------+ R 

¢ 

この節では，対称群の指標環（表現環）の YlF類似を与える．

まず，指標表の YlF類似を考えるために， YlF版べき和関数PvER= Z〈X,Y〉を次の

ように帰納的に定義する：

P0 = 1, Plv = PvX, P2v = Pv(X2 -(m(v) + 2)Y). 

ここで， m(v)はvの先頭に続く 1の個数である．このとき，

U f = f • X = f • Pl (f E R) 

が成り立っ．さらに，命題 2.5のYlF類似が成り立っ．
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命題 6.1.v E YlFに対して，

Upv = Plv, Dp1v = m(lv)pv, Dp2v = 0. 

また， R上の双線型形式〈 ， 〉を〈Sv,S叫＝ふ，W によって定義すると，

伽，P/3〉＝妬，f3Za

ここで， a=lm121四 2・・・21叫＋1のとき，

Za = m且(m2+ 2)m2! • • • (mr+l + 2)叫＋1!.

YlF版 Schur関数と YlF版べき和関数を用いて， X芯(v,a E YlFn)を

Pa= ど x恥v
vEYIFn 

によって定義する．そして，これらを並べてできる行列 Xn= (x~)a,v心『れを YlF 指標表
と呼ぶ

例 6.2.n = 5のときの YIF指標表は，

221 212 2111 122 1211 1121 1112 11111 

221 1 -1 -1 

゜゚
-1 1 1 

212 

゜
1 -1 -1 1 

゜
-1 1 

2111 -2 -1 -1 3 3 2 1 1 

122 

゜゚ ゜
1 -1 

゜
-1 1 

1211 

゜゚ ゜
-1 -1 2 1 1 

1121 -1 1 1 

゜゚
-1 1 1 

1112 

゜
-2 2 -1 1 

゜
-1 1 

11111 8 4 4 3 3 2 1 1 

となる．この「指標表」は有限群の指標表となりえないことに注意する．

この指標表は，直交性など対称群の指標表と同様の性質をもっている．

命題 6.3.YlF指標表ふは次の直交関係をみたしている：

ど上x芯＝ふ，µ,ど x~沿＝似，｀
Z。

aEYlFn 入EYIFn

さらに，

叫EZ, ど叫＝n!.
z。 z。

OEYlFn, 

命題 6.4.び€ 6nに対して， F(a)E Y凡を次のように帰納的に定義する： e € 6。に対

しては F(e)0,e E 61に対しては F(e)= 1とし，

F（叩2...知）＝｛塁：： ： ：：：口：： ： ： ：： ： 
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このとき， aEY凡に対して，

n! 
{a E 6n I F(a) = 0:} =.:..:..:.. 

Za 

四~指標表を用いて， YlF 版 Kronecker 係数g贔を

1 
g品＝ど一x訳詠ば

aEYlFn 
Z。

とおいて定義する．このとき， Rnにはg贔を構造定数とする環構造が入る．より強く，

複素化 RnRzCには，次の定義の意味での（代数的レベルでの）フュージョン代数の構

造が入る．

定義 6.5.(Bannai [1]) A を可換な結合的 C代数， a1,...,arを A の基底とし， A［

(i, j, k E [r] = {1, 2,..., r})を
r 

a巧＝と化ak
k=l 

によって与えられる構造定数とする．次の 4条件 (Fl),(F2), (F3), (F4)をみたされる

とき， Aは（基底 (al,・・・,ar)に関して）フュージョン代数(fusionalgebra)であると

いう．

(Fl)構造定数 A［は実数である．

(F2)全単射［r]ぅi→iE [r]で，次の 3条件をみたすものが存在する．
：：：：： 

(a) i=i. 

(b)化＝ Aぶつまり， o（叫＝<LT(1：：：：： i ：：：：：りによって与えられる線型写像
i,J 

a:A→ AはC代数の自己同型写像である．

(c) Ai,j,k = ALはi,j,kに関して対称である．
(F3) Aじ＝釘，K.つまり， mはAの単位元である．
(F4) (C代数の準同型写像△：A→ Cで△（a』ミ〇（1：：：：：i ：：：：：りとなるものが存在する．

さらに， A仕△(a』がすべて非負整数であるとき， Aは整数性をもつ(integral)という．

また，（a1,...,ar)を基底とするフュージョン代数 A,(b1,...,bs)を基底とするフュー

ジョン代数 Bとその間の C代数の準同型写像 F:A→ Bに対して，次の 3条件 (Hl),

(H2), (H3)がみたされるとき， Fはフュージョン代数の準同型写像であるという．

(Hl) Fの韮底 (a1,...,ar),(b1,...,b8)に関する表現行列は実数成分の行列である．

(H2)上の条件 (F2)に現れる C代数の自己同型写像びA,びBに対して， FoびA=aBoF. 

(H3)上の条件 (F4)に現れる C代数の準同型写像△A,△Bに対して，△BoF＝△A・

さらに， Fの表現行列の成分がすべて非負整数であるとき， Fは整数性をもつ(integral)

という．

フュージョン代数の典型例は有限群の指標環である．

例 6.6.G を有限群とし， Rc(G)を G の有限次元表現のなす圏の（複素化された）

G rothendieck群とする．災(G)は G 上の複素数値類関数全体のなす線型空間と同一

視できる．このとき，表現のテンソル積と既約表現の類（既約指標）からなる基底に関し

て，恥(G)は整数性をもつフュージョン代数となる．このとき，全単射i→7は既約表
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現の双対表現（既約指標の複素共役）で与えられ，準同型写像△は△([V])= dim Vで
与えらえる．また，構造定数は既約指標を用いて

A知＝面どx(g)ry(g)((g―1)
gEG 

で与えられる．

さらに， Gの部分群 Hに対して，制限写像

Resり：厖(G)→炭(H)

はフュージョン代数の整数性をもつ準同型写像である．

この節の主定理は，次である．

定理 6.7.非可換 2変数多項式環 R=Z〈X,Y〉(degX= 1, degY = 2)のn次斉次成分

凡の複素化凡心泣Cには，次のデータに関して整数性をもつフュージョン代数の構造が

入る：

•基底{Sv }vE111Fn; 

•積構造 Su* Sv =冗wEYlFれ叫，芯w;
•環準同型写像△(sv) = e(v). 
特に， YlF版 Kronecker係数g品は非負幣数である．また， D:凡□RzC→凡←1露 C

はフュージョン代数の整数性をもつ全射準同型写像である．

この定理は，次の一般的なフュージョン代数の reflection-extensionを繰り返すことに

よって得られる．

定理 6.8.韮底 (a1,...,ar)に関するフュージョン代数A,韮底 (b1,...,bs)に関するフュー

ジョン代数Bとフュージョン代数の全射準同型写像 F:A→Bが与えられたとする．こ

のとき，線型空間としての直和

には，

C=A①B 

(a, 0) • (a', 0) = (aa', 0), 

(a, 0) ・ (0, b) = (0, F(a)b), 

(0, b) ・ (0, b') = (F*(bb'), (FF* -I)(bb')) 

を積とするフュージョン代数の構造が入る．ここで， F(aj)=Lt=lFi,jbiのとき， F*:
B→AはF*(bi)＝どいFi,jajによって与えられる線型写像である．さらに，

G:C→A, G(a, b) =a+ F*(b) 

はフュージョン代数の全射準同型写像である．

本稿では， Schur関数，べき和対称関数の YlF版を導入し， YlF版指標表を定義するこ

とによって， YlF版指標環をフュージョン代数として定義した．しかし，第 4節で導入し

たYoung-Fibonacci代数との関係はいまだ謎である．

問題 6.9.定理 6.7で与えた Rn上の積構造と Young-Fibonacci代数五lの関係を明らか

にせよ．
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