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概要

ブラックホール時空は、一般結対性理論の効果が最も顕著に現れる持空構造であ

る。そのため、これまでにブラックホールが引き起こすとされる興味深い現象が数多

く予言されてきた。しかしながら、これらの現象の多くは観測から直接実証すること

が非常に困難である。

近年、これらの観測毘難な現象を実験室で間接的に実証するためのモデルとして、

「音響ブラックホールJと呼ばれる擬骸ブラックホーノレが提案されてきた。ブラック
ホールの本質は、光を一方舟にしか通さない「ホライズンj と呼ばれる構造を持つこ

とである。これに対し「膏響ブラックホーノレj とは、このホライズンの性質を f光J

から f音j に置き換え、吾を一方向にしか通さない音速点を持つ流れ、すなわち遷音

速涜を利用するものである。

本論文では、 (1)ブラックホールの量子論的な粒子生成現象で、ある fHawking轄
射Jと、 (2)ブラックホールの放出する重力波を特徴づける「準国有振動jの2つに
注巨し、これらの現象を音響ブラックホールを用いて実証するための方法論を議論す

る。まず、 (l)Hawking轄射について辻、轄射スベクトノレがホライズン近傍における
吉典波の「引き延ばしjによって決まることを利用し、音速点近接で変形を受けた音

波の波形からHawking轄射のスベクトルを検証できることを示す。一方、 (2)準固有
振動については、遷音速流がブラックホールと罰様に準固有援動モードを持つことを

示し、実験において効率良くシグナノレを検出するための方法について論じる。
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1 導入

ブラックホールは、一般相対性理論の効果が最も顕著に現れる天体である。そのため、こ

れまでにブラックホールが引き起こすとされる興味深い現象が数多く予言されてきた。ブ

ラックホーノレに関連する現象のうち、最も驚くべきものと言えるのが、 1974年にHawking

によって予言されたブラックホールの熱頼射 CHawking輯射)である [7]0これは、古典
的にはし1かなるものも脱出できないとされるブラックホーノレも、ブラックホーノレ時空上

での物質場の量子論を考えると、 Planck分布に従う熱軽射を放出するというものである。

このことは、ブラックホールに対して熱力学が適用できることを示唆する。しかし、残念

なことに、ブラックホーノレの一般桔対論的効果が顕著に現れる現象の多くは、観瀦から直

接実証することが非常に困難である。 Hawking轄射を拐に挙げると、現実的なブラック

ホーノレ天体からのHawking轄射はその轄射温度が高々nKオーダーと考えられるため、こ

れを直接観関することは事実上不可能である。

ところが、 1981年になって、 Hawking轄射を実験によって検証する方法がUnruhによっ

て提案された[23]0Unruhは、音速点を持つような流体の流れ(遷昔速流〉の中を伝播す
る晋波の満たす波動方程式がブラックホール時空上で、のスカラー場の波動方程式と等価で

あることを発見し、遷音速流中ではブラックホーノレと同様にフォノンの粒子生成が起こる

ことを指摘した。これはつまり、 f光」と「音j とを対応付けて考えると、超音速涜はブ

ラックホー/レ領域に、そして音速点はブラックホールのホライズンに対志しているとみな

すことができるということである。このような文脈において、遷音速流のことを f音響ブ

ラックホール(acousticblack hole) Jと呼ぶことがある [25]0
この f音響ブラックホーノレjの最大の魅力は、草接観測することが菌難なブラックホー

/レの現象を、実験を通じて実証することができるという点にある。京都大学大学院人関・

環境学研究科の我々のグループは、工学研究科の熱工学研究室と共需し、 Laval管の中に
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実現される大気の遷音速流を用いてHawking轄射を実証する実験を2002年より行ってき

た。これまでの実験の結果は、高野健介、北呈渉の両氏の修士論文にまとめられている

[29ヲ26]。現状では、ノイズが興味あるシグナノレを覆ってしまっており、実験の成功には

至っていない。

本論文では、これまでに実験の対象としてきたHawking轄射に加えて、ブラックホー

ノレの純粋に古典的な現象として知られる準国有振動を取り上げ、これらの現象の物理機構

を解説するとともに、これちに対応する音波の現象を遷音速流上で実現するための方法に

ついて議論するo ブラックホーノレの準富有振動は、近年世界のいくつかのグ、ノレープで、試み

られている重力波観測と、宇宙物理学あるいは天文学とを結びつけるであろう重要な現象

であり、これを「音響ブラックホーノレjで考えることは、準固有振動の理論の検証に寄与

するのみならず、重力波観測の手法iこ対しても実験的なアプローチから何らかの提言を行

うことにつながる可能性がある。

本論文の構成は以下の通りである。まず、 2章では、ブラックホーノレと遷音速流がどの

ように対応しているのかを解説し、実験室で遷音速流を形成するための装置である Laval

管を紹介する。 3章では、ブラックホーノレのHawking輯射についての解説を行い、その本

質がホライズン近傍での古典的な波の指数関数的な赤方偏移にあることを述べる。 4章で

は遷音速流を用いたHawking轄射の検証の方法を紹介し、著者が学部在学時に卒業務究

として行った数値実験の結果から、装置による実験の改善に関する提案を行う。 5章では

準固有振動の理論について概説し、続いて6章で、は著者の行った数値シミュレーションの

結果から遷音速流の持つ準固有振動について議論する。

2 r音のブラックホールj としての遷音速流
本章では、遷音速流がブラックホーノレ時空とどのように対応付けられるのかを概観す

る。まず、文献[23]のレビューとして、非一様に流れる完全涜体中を伝播する音波の波動
方程式を導出し、遷音速流中を伝わる音波がブラックホーノレ時空上を伝播する無質量スカ

ラー場と同一視できることを示すG 続いて、遷音速流を形成するための装置である Laval

管を紹介し、断冨積の変化と流れの変化の関係について議論する。

2.1 非一様な完全流体流中での音波の波動方程式

完全流体の基礎方程式系は、保存形式で書くと以下の3つ(連続の式、運動量保存則、

エネルギ一保存期)かち成る10

。~p+V. (ρv) = 0 

Ot(pv) + V . (pvv十pl)= 0 

OtE + V . [(E + p)v] = 0 

1本論文では、偏微分をδt，ゐなどで表記する。

-240一
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ここで、 p，V， p， Sはそれぞれ流体の密度、流速、圧力、エントロピー密裏であり、 iは
単位行列である。また、

ε=jpu2+古山)

はエネノレギー密度、 γは比熱比であり、大気では"y= 1.4である。運動量保存期(2.2)の代
わりに、 (2.24)と(2.2)から導かれる Euler方程式

δtu+u-vu=-lvp(2.5)  
ρ 

を使うこともできるc さらに、考えている領域全体にわたって等エントロピーであれば、

式(2.3)は等エントロピ一関係式

PPーマ=const. (2.6) 

で置き換えることができる。

次に、非一様な流れ中を伝播する音波の波動方程式を導く a 等エントロピ一流を仮定す

ると、 Euler方程式(2.5)は
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と書き換えられる。ここで

h=J~=J守=干名
(2.7) 

(2.8) 

と定義した。 hは単位質量当りのエンタルビーであり、らは一様静止流体中での音速であ

る。さらに識なしVx匂 =0を仮定して速度ポテンシヤノレ争をV=V争により導入する

と、 Euler方程式からエネノレギー積分担ernoulli方程式)

M+jtJ2+kO (2.9) 

が得られる。

いま、独立な物理量を (p，争)にとり、これらを背景流成分と摂動成分に分解する。

ρ= PO + Pl 
争=争。+ゆ

Ipl! ~ PO 
IV4>1 ~ IV争。|

(2.10) 

(2.11) 

これらを連続の式(2.1)とBernoulli方程式(2.9)に代入することにより、背景流の発展方

程式

atpo十V.(POVO) = 0 

δん ;uj十 ho=0 
(2.12a) 

(2.12b) 
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及び摂動方程式 。tψ+vo・Vψ+ム手+て71npo・マ手=0
aゆ+vo・マ手十ciψ=0

(2.13a) 

(2.13b) 

が得られる。ここでψ=Pl/PO，匂0=マ争。である。
さらに、摂動方程式(2.13)からψを消去することにより、速度ポテンシヤノレ摂動争に
対する波動方程式

[(8， +マ 句吋)冷2(&÷刊刊勿句O マ吋)一マ例
が導かれるc この波動方程式は、流れの無い場における波動方程式

[おーム!山)=0
を、非一様な流れを持つ場にー殻化したものである。

以下では、表記の簡単化のため、背景流の物理量の下付添え字γを省略する。

(2.15) 

2.2 遷音速流とブラックホール時空との対応

前節で導いた音波争に対する波動方程式(2.14)は、次のように書き表すことができる。

九fμνδν争(x)= 0 

x = (t，忽)

fJ.LV =丘(-~ ーが } 
c; ¥-♂ cipjー仇JiJ 

ここで、曲がった時空上で、の無質量スカラー場q>(x)の波動方程式(補足A参照、〉

ロ舎三吉弘y'9内争=0 同

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

を思い出すと、 (2.16)と(2.19)は類似していることがわかる。そこで、

fJ.LV三戸高g(おう 9(ac)三1/det(gr:c)) 

とおき、 gZ)の逆行列gF三 (gZ))-1を計算すると、

g(お)= ~ ( -(c; -~ V2) -:Vi) 
ー・ . 

J.Lv Cs ¥ -V
J dij J 

が得ちれる。これは、音波の波動方程式(2.16)が、計量がgμναgiアで表されるような

時空上を伝播するスカラー場の波動方程式と完全に等価であることを意味している。つ

まり、非一様な背景涜上を伝播する音波は、ある曲がった時空上でのスカラー場と完全に

(2.20) 

(2.21) 
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間一視することができるのである。この音波にとっての 1十量VFはしばしば f音響計
量J(acoustic metric)と呼ばれる20

最も興味深いのは読れが遷音速流の場合、つまり流れが膏速点を持つ場合である。簡単

のため、定常な 1次元遷音速流を考え、む=ゃい)，0，0)とする。このとき、音響計量は

dS7__¥ = a~~~) dxνdxμ S(ac) - g~-;; 

=f[-(1-2)材 -2v dtdx + ds'1" ] (2.22) 

となる。ここで、 dS~3 は 3 次元 Euclid 空間の計量で、ある。一方、 Schwarzschild 時空の計

量をPainleve-Gullsむand産標表示したものは、補足B.2より

I r¥ Ir，.， 
ds2 = -(1-'; )c2dt;+2¥/子dらdr十dr・2十r2d0.2 (B.10) 
¥ r I V r 

= -(1一言)c2dt; -2vffdtpdr + dS~3 (2.23) 

と書ける。ここで、 Vffは補足B.1で定義した“自由落下速度"である。 (2.22)と(2.23)を
比較すると、音響計量 dsrac)の共形因子pjcsを無視すれば、これらの間には

震

需

速

速

時

音

の

の

f
u
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c

流

室
り

一

均

伴 内(自由落下速度〉

件ら(Painleve-Gullstrand時間)

特 c (光速)

(1) 

(II) 

(III) 

という対応があることがわかる。そして、最も重要なことに、遷音速涜の音速点(Ivj= cs) 
がブラックホーんのホライズンヤ=ら)に、超音速領域 (Ivl> cs)がブラックホール領
域(γ くら)に、それぞれ対応していることがわかる。これらの対応関係に注匡するとき、

遷音速流は f音響ブラックホール(acousticblack hole) Jと呼ばれる [25]。

上に挙げた3つの対応関係(I)，(II)ベIII)は、遷音速流中を流れとともに移動する観測者
と、ブラックホーノレ時空上を自由落下する観測者とを同一視することによって、統一的に

理解することが可誌である。まず、流体とともに移動する観測者の移動速度は流速計こ

等しいので、このような観測者の運動を“自由落下"と考えれば対応仰が理解できる。

また、流体系では観測者の時間は運動速度に関わらず実験室系の時間t~こ一致するが、ブ

ラックホーノレ時空上を自由藩下する観測者の富有時間に一致するのはPainlevふGullstrand

時間ちで、あった(補足B.2参照)。このことから対応(II)が理解できる。さらに、局所流

体静止系ではでは音波は音速らの速さをもって伝搬するが、これは一般相対性原理、す

なわち「局所'慣性系において光は光速 Cの速さで伝搬するjの“音響版"とみなすことが

できる。このことから対応(III)が理解できる。

2但し、音響計量は燕次元でなくとも良い。音響計量は時空上の線素ds2との関係を持たないからであ
る。同議の理由で、 ds~ の次元も在意である。(ac) 

つdA吐つム
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Laval nozzle 

超音速領域 重苦遼点 豆畜逮領域
(supersonic regIon) (soηi忽point) (subsonic region) 

密 2.1:Laval管の模式図。再端に十分な圧力差をかけると、スロート (throat)に音速点が

形成され、遷音速流が構成される。

2.3 Laval管中に形成される遷音速流

前節では、遷音速流中をを伝播する音波がブラックホーノレ時空上でのスカラー場と同一

視できることを示した。この節では、実験室上で遷音速流を形成するための装置である

Laval管について論じる。

2ふ 1 Laval警とは何か

Laval管(Lavalnozzle)とは、中央部がくびれた思禍の総称である [31]0Laval管の模
式図を図2.1に示す。 Laval管の最もくびれた部分はスロート (throat)と呼ばれる。後の

節で示すように、 Laval管の両端に十分な圧力差をかけると、スロートに音速点が形成さ

れ、管の中に遷膏速流が実現される。また、音速点は南端の圧力差によらずに常にスロー

トの部分に形成される。 Laval管は、ジェットエンジンなどの推進装量に広く用いられて

v¥る。

2.3.2 準1次元完全流体の基礎方程式

管の断冨積の変化が十分に緩やかなとき、管の中を流れる流体を特徴付ける量(密度、

圧力、流速)は各断語で一定で、かっ流線の方向は常に管の中心軸の方向に平行で、あると

みなすことができる。このような流れのことを準1次元流、あるいはより簡単に1次元流

と呼ぶ。管の中の流れを準1次元涜とみなす近似は、各断面の上で流れの量を平均化する

近似ということもできるc

準1次元完全流体の基礎方程式系;土、保存形式では次の3つから成る。

。~(pA) + δ~(pvA) = 0 

δIt(ρ匂A)+δ'x[(ρv2十p)A]= 0 
Ot(εA)+ゐ[(E十p)vA]= 0 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

4
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遷音速流を用いた擬似ブラックホールに関する研究

ここでAは管の断面積である。運動量保存期(2.25)の代わりに、 (2.24)と(2.25)から導か

れる 1次元Euler方程式

OtV十りい-jω 間

を使うこともできる。 (2.27)は上の3式と違い、断面積Aを含まない。

以下では、断面積Aは時間的に変化しないものと考える。

2.3.3 定常・等エントロピ一流の関様式

流れが定常かっ等エントロピーの場合は、全ての物理量を抗ach数の関数で表すことが

できる。さらにMach数は後で示す「断面積-Mach数関係式Jによって断面積Aと関係付

けられるので、この場合は全ての物理量が断面積の関数として求められるようになる。

まず、 Euler方程式(2.27)を空間方向に積分し、 Bernoulli方程式

~2 

二v2+h=ニJ十一三一=const 
2 
. ，-1 (2.28) 

を得る。 (2.9)の最右辺は任意の点で評価することができるが、これを澱み点(stagna土ion
point)、すなわち流速υ=0の点で評価するのが便利で、ある。澱み点での物理量 cr澱み
点物理量」と呼ぶ)を下付き添え字γで表すことにすると、 (2.9)より、

qG
一日

J
h
一一一7

十U
 

l
一2

(2.29) 

あるいは
I 1¥ー1/2

Cs = Cs・い+包ニM2) (2叫

が得られるc ここで、 M 三 IvlJcsはMach数である30 この関係式は、無次元化された音
速 cs/cs• が Mach 数 M のみの関数であることを示している。さらに等エントロピ一関係

式(2.6)を用いると、同様の関係式

p=功+ヱヂM2)
ーザ{γ--C1)

p=ρ・(1+午M2)-
(2.31) 

(2.32) 

が得られる。逆に、定常・等エントロビー流が先に与えられていれば、これらの関孫式か

ら澱み点物理量Cs・予 p.)ρ.を求めることができる。

(2.9)の最右辺を音速点、すなわちM=lの点で評価すると、別の有用な式が得られる。
音速点における物理量を下付添え字γで表すことにすと、音速点ではぬ =Csネなので

1_2 
I 
c; 1，十1_2 
一一一一
2 ・，-1 2， _l'Cs* 

3本論文では、 Mach数 M は流れの方舟に関わらず正にとるものとする。

(2.33) 
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となる。これと (2.29)とを比べると、

c~ S本
c;. 7 + 1 

(2.34) 

が得られる。同様に、
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(2.35) 

(2.36) 

も得られる。

2.3.4 断面積と Mach数の関係

謡館までの関係式を用いることで、本章のはじめに述べたLaval管の流れを説明するこ

とができる。前節のように、流れは定常かっ等エントロどーであると仮定する。涜れが定

常であることから連続の式(2.24)は

d(pvA) = 0 (2.37) 

となる。ここで記号dは空間方向への微分を表す。さらにこの式の再辺をpvAで割ると、

dp ， dv ， dp 
一+ー十一 =0
p v p 

(2.38) 

が得られる。一方、定常・等エントロピ一流のEuler方程式(2.5)

?，dp 
vdv + dh = vdv + c::..:..!:... = 0 

-p 
(2.39) 

より、
dp 11 A2 dv 

(2.40) 
p v 

が導かれる。これを用いて (2.38)から dp/ρを消去すると、新面積変化率dA/Aの微分と

流速変化率dv/りの微分との間の関係式

dv 1 dA 

v l-M2A 
(2.41) 

が得られる。

この関係式から、 Laval管のような断面覆の変化する管の中の流れに関する 2つの重要

な性質が導かれる。まず第ーに、涜れが亜音速 (Mく 1)または超音速 (M>1)のいず
れの状態にあるかで、流速の変化は断面積の変化に対して正反対の応答を示す。すなわち、

壷音速領域で、は断面積が減少する方向に向かつて流速は増加し、逆iこ超音速領域では断面

円上

0
8
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遷音速流を厚いた擬似ブラックホールに関する研究

積が増加する方向に向かつて流速は増加する。第二に、断面積が極値をとる点 (dA= 0) 

では、流速も極笹をとるかくの=0)音速点が形成される M=lかのいずれかである。

これらの性質は次のように理解することができる。変形されたEuler方程式(2.40)を見

ると、密度減少率と流速増加率の大小はMach数 M によって決まることがわかる。すな

わち、 M く1では流速の増加に比べて密震の減少のほうが小さく、逆にM>lでは流速

の増加率よりも密度の減少率のほうが大きくなる。これは、 Mach数が「圧縮性の指標j

と呼ばれる所以である。つまり、亜音速領域では流れはほとんど非圧縮なので、流量保存

期(2.37)より、断富積が減少すると流速は増加する。逆iこ、超音速領域では流れは強い圧

縮性をもつので、断面積が減少すると圧縮されて密度が増加し、熱エネノレギーが増加した

分だけ流速は減少する。

ここで、関係式(2.41)を黒いてLaval管の中の定常流を解析してみる。まず、十分上流

棋1]で流れは亜音速(Mくりとする。すると、流体がLaval管の中へ進むにつれて断面積は.
減少する (dA< 0)ので、流速は増加する (dv> 0)。流速の増加は断面積が最小となるス
ロートまで続く。スロートではdA=Oなので、流れは亜音速のまま流速の増加を止める

(dv = 0)か音速点を形成する (M= 1)かのどちちかである。前者の場合、スロートより奥

では流速は減少することになり、従ってLaval管の中にはいたるところ亜音速の流れ4が

実現される。後者の場合は、逆にスロートの実で流れは超音速流になり、 Laval管の中の

流れは遷奮遠流になる。

上のような定性的な議論では、亜音速流と遷音速流がどのように選択されるのか明らか

ではない。そこで以下では、前節で導いた定常・等エントロピ一関係式を厚いて、 Laval

管の断面積と流れの量との需の定量的な関係式を導くことにする。連続の式(2.24)の右辺

を音速点で評価すると、

pvA = p*v*A本=んcs*A本 (2.42)

となる。この式は、管の中で膏速点が実際に実現されていない場合にも有効である。その

場合、 A*は実際には実現されない“仮想的な"断面積とする。スロートに音速点が形成さ

れる場合はA本はスロートの断面積そのものである。 (2.42)を書き重すと、

A 
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となる。これに (2.36)ぅ(2.32)，(2.33)を代入して書き換えると、断面積-Mach数関係式
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(2.44) 

が得られる [31]。また、 (2.35)を用いてMach数M をp/P.で書き換えれば、断面積-圧力
関係式

2 _ [1一(封印γ](:.rγ
(会)'= (2.45) 

門

JA吐つ中



実住斡

3.0 

2.0 
M 

L-...l2.368 凡

0.4192 P 

0.9870九

、"'0.9762凡

0.9656Pu 

O.S881Pu 

~O.0727Pu 
1.0 2.0 3.0 
x 

密 2.2:Laval管中に実現される定常流のMach数分布(上図〉と圧力分布(下思)の数
笹計算例(a-e)。流体は大気(γ=1.4)を仮定している。 Laval管の形状はa-eで常に一定
であり、スロートの位置はx= 1.0である。この図では流体はZ軸の互の方向に流れてい
ることに注意。管の両端の圧力差が十分小さいとき、流れはいたるところ亜音速である

(a，b)。圧力差が一定の大きさに達するとスロートにおいて音速点が形成され(c)、さらに
圧力差を上げるとスロートより下流は超音速流になる (d，e)。遷音速状態、中では、圧力差
に応じてスロートより下流に定常衝撃波が形成されるが (dの破隷)、第撃波より上流側

の流れのプロファイノレは変化せず、従って音速点も常にスロートに形成される。文献[18]
より引用。

も得られる。

(2.44)と(2ι5)より、 Laval菅の中にどのような流れが実現されるかは、 Laval管の南端
にかかる圧力差によって決まることがわかる。まず、上流の澱み点圧P.を固定すると、流

れのプロファイノレM(x)，p(x)/P.はA(x)/A*のみに依存する関数として決まるようにな
る。また、 A*はまだ決まっていない量なので、 A*の値がLaval管の中の流れの種類をき
めるパラメータであることがわかる。 A*の笹は、 Laval管の下端にかかる圧力をPEとす
れば、 (2.45)にPEと下端の断面積AEを代入することで決めることができる。すなわち、
A*は

r /~\{γ-1)/γ， 1/2 / ~\1/γ 
11-(主主 I( l'E ) 
i¥P. J J¥P. J Aキ =AR -.!:¥r-/ .J¥/  

s (己γ門一土乙tれ併川山山山…÷孔刊州叫叫l吟Wψ馴件}ν抑洲/β刈2引(
2 ) ¥γ+1 

(2.46) 

から決まる。この式より、 A*はPE/P.の単読減少関数である。
圏2.2は、 (2.44)，(2.45)， (2.46)から計算される定常流プロファイ/レの例である。上下端
の圧力比PE/P.が 1に十分近い場合はA*く ATとなり、流れはいたるところ亜音速にな
る。 P.を毘定してPEを下げていくと A*は増加していき、スロートにおける斑ach数は
1に近づく。そして、 PEをある恒まで下げると A*=ATとなり、スロートに膏速点が形
成される。いったん音速点が形成されると、上流の流れは下流での圧力変化を“知る"こ

とができなくなるので、これ以上PEを減少させても上流側のプロファイノレは変化しなく
なる。このように、苦速点が形成されると、許される定常・等エントロピー解が1つに限

られてしまう。従って、流れは下流の適当な場所に定常衝撃波を形成し、男IJの等エントロ

ピー解に移ってPEとのつじつまをあわせるようになる。
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3 Hawking轄射

3.1 Hawking覇射の機構

ブラックホーノレが熱輯射を放出することを初めて示したのはHawkingである。この節

では、 Hawkingの原論文向の議論に従い、曲がった時空上で、の自由場の量子論を用いて

Hawking轄射の導出を行う。なお、この章では表式の煩雑化を避けるため、 Schwarzschild

時間九を単純にtと書き、断わりのない限り c=lの単位系を用いる。

曲がった持空上で、の場の量子論とは、重力と物質場との相互作用を記述する半主典論で

ある [1]0すなわち、重力場は古典的な背景場として扱い、一方で物質場は量子化して考
えるというものである。このような取り扱いは、量子力学で原子と電磁場(光〉との相互

作用を考える際に用いられる半古典論と類似している。物質と霊磁場の半古典論は電磁場

も含めた量子論の1つの近似理論に過ぎないが、それから導かれる帰結のいくつかは完全

な量子論の婦結と一致する。従って、重力場と物質場の半古典論も同様に(未だ明らかに

なっていなしサ量子重力理論の良い近似理論となっていることを期待する。但し、背景時

空の構造が Planckスケーノレ5より小さな規模ではこの近似は成立せず、量子重力の効果

が無視できなくなると考えられる。

本論文では、簡単のためゼロ質量スカラー場を用いて議論する Q ゼロ雲量スカラー場

争(坊の従う波動方程式 (Klein-Gordon方程式〉は

閣酌叫Zめ)=マ古L己z九F-仔=弓司E
であるo また、 (3.1)の解ゆれや2の内積を

山)三ψ争1(x)8J.Lct;(x)一併

(3.1) 

(3.2) 

で定義する。ここで2はCauchy冨6である。この内積は持空上の任意のCauchy面上で一

定である [1]。
第単のため、球対称な星(物質)の重力崩壊によってSchwarzschildブラックホーノレが

形成される場合を考える。球対称重力損壊を表わすPenroseダイアグラムは密3.1のよう

になる (Penroseダイアグラムについては補足Cを参照〉。

5Planck時間tplとPlanck長さ lPlは

tpl三 (GnJC5)l/2= 5.39 x 1O-44sec， lPl三 (G昆jc3)l/2= 1.62 x 1O-33cm 

で定義される。
6端点を持たない任意の時間的世界線およびヌル世界親が交差する 3次元超曲面。双曲型方程式の解は
Cauchy面上での.t育報で一意に決まる。
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r=O 

エ+

主=0

lO 

ヱー

(a) (b) 

図 3.1:球対称、な星(物質)の重力崩壊による Schwarzschildブラックホール形成を表わす

Penroseダイアグラム。灰色の部分は星の内部を表す。ジグザ、グの線はブラックホールの

特異点である。

まずは、スカラー場争(X)を次のように展開する。

め)=乞ド1抗争ω山 (3.3) 

ん(t，r) 
札lm(X)= Yim(B，伊)-7ー

ん制~(Ejzy/2e-ω on 1_ 

(3.4) 

(3.5) 

ここで、仏(x)は過去のヌノレ無髄Iーにおける鱗化された正振動数解であり、九lmAtm

はそれぞれfーにおける粒子の生成・消滅演算子である。 1_上では(3.1)の任意の解<T(X)

は必ら(X)の重ね合わせで展開でき、しかもLはこの時空のCauchy面となっているので、

[菌l(a)参照]、争(x)は時空上の任意の点で(3.3)のように展開できる。
これとは別に、次のような展開も考える。

め)=乞 [ιωωlm(X)+ b~lm 7/J:以x)+ら山山)+ C~lmX:lm(X)] (3.6) 
ω>0よm

hω(t， r) ψωlm (x) = Yim ( B ， 'P) :一一 (3.7) 
T 

W)~(27EY/26ーω 叫 (3.8)

ここで、九lm(X)は未来のヌノレ無限遠(futurenull infinity) 1+における規格化された正振

動数解であ号、九lm，見lmはそれぞれLにおける粒子の生成・渚減演葬子である。また、
XWlm(X)は事象地平面H+を通過する波の適当な富有関数

7であり、 cωlmは対応する生成・

7χωlm(X)は定義によりブラックホール外部の観測者iこは題かないモードであり、その具体的なとり方は
ブラックホール外部での粒子生成の議論には影響しない。
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消滅演算子であるo I+ ， H+ 上では (3.1) の任意の解剖x) はそれぞれ 7þ~~~(x) ヲ χじら(x) の重
ね合わせで震関でき、しかもI+UH十はこの時空のCauchy面となっているので[図l(a)
参照]、上と同様に争(x)は時空上の任意の点で(3.6)のように展開できる。
さて、{札lm，先lm}は(3.1)の解の完全系をなすので、札lmをこれらの線形結合で表す
ことが可能であるD すなわち、 αur'Jz;LMをBogoli由ov係数として

ψ札ωd伽t加山悦
ωw'>O，l'，m' 

と書くことができる。さらに、背景時空の球対称性を考慮すれば、異なる (l，m)の間での

モードの混合は起こらない、つまり αz;cff三%Jti，5mm~PUL77〆三孔w，dlパmml としてよ
いので、 (3.9)の関係をより簡単に

hw(t， r) =乞[aww'fw/(t， r) + scωω引い)] (3同
ω'>0 

と表すことにする。

以下では、この時空変化に対応する Bogo1iubov係数%めゐω，を導く。 Bogoliubov係

数を求めるには、ん(t，r)のLでの言語近形を求めるか、もしくはん(t，γ)のfーでの漸近形
を求めればよいが、ここでは後者の方法で議論することにする。簡単のため、スカラー場

の伝播には幾何光学近訟が成り立っと仮定し、位相一定面はPenroseダイアグラム上でヌ
ノレ測地線(光線)に一致するとする。次に、密 l(b)のように、ん(t，r)の位相一定冨を表

すヌノレ測地線をんから過去に向かつて引き戻し、ん(t，r)が1_上でどのようにふるまう

かを考える。それぞ、れのヌノレ測地線は、星の内部に入るまではSchwarzschild時空の遅廷
ヌノレ座標匂 =ct一戸、あるいはU=-e一間でラベノレされるc これをさらに引き戻すと、

星の内部に入った後、星の中心ァ=0で反射され、星の外部に再び出る。そして、そこか

らLに到達するまではSchwarzschild時空の先進ヌノレ座標v= ct 十戸が一定の面を通る。
従って、それぞ、れのヌノレ誕地縁はこのUで、ラベノレすることもできる。このように、これら

のヌル誕地線の集合は、ム上でのUと1_上でのりとの間にl対lの写像

じ=F(U)

u=-jl叫-U)=-iin{-G(U)}三的)

onI+ (3.11) 

(3.12) onI_ 

を与える。ここでF(めはU<Oで定義される単調増加関数であり、 GはFの逆関数であ
る。また、引き戻されたヌノレ測地線の上ではん(t，r)の位相は一定なので、ん(t，r)は1_

上では
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(3.13) 

のようにふるまうことがわかる。

ここで、後の計算のため、ん(t，r)の1_上り =vo近傍での若者近形を調べる。 Vo三 F(O)
とすると、 v;手voでは

G(v) ~ G'(vo)(v -vo) (3.14) 

句
E
ム

F
h
υ
 
つ白



奥住聡

と近以できる〈ここでG(vo)= 0 を使った)。これより、ん(t ， けは 1_ 上の v~三%では漸

近的に
/¥1/2 

ん(か)~izjph-u)iu/cκ(3日)

と書かれることがわかる。ここでD三 G'(l心(>0)とした。一方、 v> Voではんが，r) 
はいたるところゼロである。というのも、図1(めから明ちかなように、ムから過去に向

かつて引き戻されたん(t，r)は1_上のv>切には“窟かない"なし治￥らである。以上より、

んが?γ)はL上で

n

u

n

u

 

u

u

 

J
心

〉
u

u

 

t
向C
 

J
f
'
 

・
ω、BZI'U
 

A
U
 

U
 

r
g
g
E
、
D
 

q
G
 
，，，，， 
可ム

¥
iノ
ー一いケ

/
I
5
1
¥
A
U
 

J
E
E
E
J
E
E
E
K
 

一一、lJT 
4ι 
/
，

a
毛、ω
 

'n 
(3.16) 

と表されることがわかった。

fーでのん(丸ァ)の形がわかったので、 Bogoliubov係数αω~ゐω，が計算できる。一般論
[1]によれば内積 αωw'= (んヲム，)， ~ωw' 一(ん ， f~l) を 1_ 上で評伍すればよいが、ここで
はより簡単に次のようにして求める。ん(t，r)とん(t，けとの関係式(3.10)が1_上では

ん(か)=ずい， (ιY/2e-hpω， (ιi 1/2 eiw'v 
ー-I ¥ L，1f以)'I ¥ L，1fW' I ω'>0 L 、ノ、〆」

(3.17) 

のようにんが，r)のFourier展開の形になることから、 αωω" ~ωωF は単純に逆 Fourier 変換
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(3.18a) 

(3.18b) 

から求めることができる。まず、 v< Voでのんをv;:s Voでの漸近形(3.15)で量き換え、

α一会C:)1/2ι伽 [D(vo-V)]iw/C~ eiw'v 
ιι去et2i: dv [D(vo -v)]如何一的

と近似する。続いて、新しい積分変数

Z三 ω'(vo-V) 

を導入すると、 (3.19)は

αd=22(5)1/2(3)ワ∞dze-iziw/κ 
伽=詔 (~)β(~r/'l∞ dz eizziω/κ 

つ企
F

ひっ，U

(3.19a) 

(3.19b) 
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cu七

工部(z)

¥J+  
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、
/ I Re (z) 

-
./ J-

密 3.2:J土の積分路の回転。

と書き換えられる。そこで、

み三1""dz eBz ziw /κ 側

の積分を実行する。まず、みの被積分関数を複素z空間全体に解析接続する。その際、

Ziw/κ=♂{ω/κ) lnzがz= 0 ~こ分岐点 (branch point)を持つ多倍関数であることに注意する。

被積分関数を 1伍関数にするため、 zの実軸の負の部分に切断線 (cut)を入れ、 zの偏角

a弓(z)を-π く arg(z)三πに制限する。これにより、 ln(土i)=土釘/2が定まる。次に、
J土の積分路を複素空間上で回転する。 J土の被積分関数はそれぞれ複素 Z平面の上半面ラ

下半面で解析的なので、積分路をそれぞれ土π/2だけ回転する〈図3.2)。さらに、積分変

数をC三土zz=e土付/らに変更すると、

主 =e戸円土封判均町叩…4珂伽桝仰(作何仰π可哨/β2

=e土i(π/2)(工+勾/κ)r(1十戸〕
¥κノ

(3.23) 

となる。ここでFはガンマ関数で、ある9 以上より、 αω" ~ωw' は

ル=出(~)1/2 (~)同/二一叩叫イ)
e一ωVoIW'¥1/21 D¥1判ω/κ ~_I，> __  .1，>日一/ー ω¥ 

sww' =一一一:::-( - J I ~ J e""/""e-IIw/"""'l' t 1 + i-I 
「 ω2πD¥ωノ¥W') ¥κ/  

(3.24a) 

(3.24b) 

となることがわかる。

以上でBogoliubov係数が求まったので、この時空変化によって生成される粒子のスベ

クトルが計算で、きる。まず、ブラックホーノレが形成される前の空間は真空状態で、あったと

する。これは、量子場の状態を rI.ーにおける真空状態J10_)に設定することを意味する。
ここで10_)は

αωlmIO-) = 0 for all w， l， m (3.25) 

によって定義されるa 状態ベクトノレ10_)は時空上の任意の点で一定だが、粒子の生成・消

滅演算子がIーとιとで異なるため、ムにおける粒子状態は一般に真空状態ではない。実

つdFO
 

n
4
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際、 ιでの粒子数の期待値は

Nwlm = (0_1見1mbwlmIO-)= 乞 1 ø.:;;~m/12 =乞 I~ωω， 1 2 (3.26) 
u〆>O，l'，m' w'>O 

となるが、 |ιw'lヂOなので、ムでは粒子が存在する、すなわち、ブラックホーノレ形成に
よって粒子が生成されることがわかる。

Nwlm'土、次のようにして簡単に求めることができる。まず、 (3.24)より

la，ωw， 1 2 =e2πω/κ I~ω， 12 

がわかる。これを、 Bogoliubov係数間で、成り立つ桓等式出

乞(laww'12-1ゐ 12)三 l

(3.27) 

(3.28) 

に代入すると、

2:::1恥 1
2(e21l"W/1I: (3.29) 

をf尋る。よって、 Nwlmは

…一一日凶

m e2π'w/II: -1 

となることがわかる。これはBose粒子の熱平衡分布関数

f(ω)=~MJT-1 (3刊

と全く再じ形をしている。つまり、 (3.30)は、重力崩壊で形成されたブラックホーんが熱

轄射を放出することを意味している。これがHawking轄射と呼ばれるものである。 (3.3め
から対応する騒射温度を読み取ると、

(3お)

民κ c3fi
kBT = kBTH三一=一一一 (3.32) 

2π81τGM  

となる。ここで省略していた Cを元に戻した。 THはHawking温度と呼ばれる。

ここまでは、自有振動解の伝播に対して幾何光学近訟を適用して議論を行ってきた臼一

般には、ホライズンまわりでの曲率散乱の効果があるため (5.3節参照)、幾何光学近似

は振動数ωが十分大きいときに成立する近似である。曲率散乱の効果を考意すると、 1+

における固有振動解{hw}のうち波長がブラックホーノレの曲率半径よちも長いモードは、

星の中心lこ向かつて引き戻す際に振幅の一部が外部時空に散乱され、その結果対応する

Bogoliubov係数αωめんωrは散乱された分だけ小さくなる。したがって、曲率散乱を考慮、
に入れた生成粒子のスベクトルは

司 l
Nωwl 悦 = ITw二みydrl

となる。ここで11弘子は曲率散乱に対する透過率であるa ブラックホーノレの曲率半径は表
面重力κ程度の量なので、 ITwll2はω》 κでは1に近づき、 (3.33)は幾何光学近似の結果
(3.30)に一致する。
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v 

ト¥八̂̂^¥J V VV置

菌 3.3:ブラックホーノレ形成による波の指数関数的表方議移。1.ーから伝播してきた単色球

菌疲e一切{実線の波)はムでのアフィンパラメータuで見ると指数関数的に引き廷ばさ

れて見える。点、線の波は1+での単色球面波ε一如包を表す。

上の議論ではムの固有振動解をIーに引き戻すことによってNwlmを求めたが、逆にfー
における酉有振動解がどのように変形されてLに届くかを考えてみる。ホライズン近傍
U足O(u→∞〉では、

F(UMmu=-271 

と近似できるから、 I一の酉有振動解fω(tヲア〉はム上のU;::;Oでは

(3.34) 

的ア)rv (2~W)り (3.35) 

のようにふるまうことがわかる。これは、ブラックホーノレのホライズンが形成される直

前に星の内部を抜けてきた波が、指数関数的な赤方信移を受けて無限遠方に届くことを

意味している〈図3.3)0 この指数関数的赤方領移のことを「波の引き延ばしj と呼ぶこ

とにする。 f引き延ばしJの原毘はホライズンにおける潮汐力、つまり表冨重力である。

このことは輯射温度(3.32)が表面重力κで決まっていることからもわかる。このように、

Hawking謡射の本質とは、ホライズン近傍における「波の引き廷ばしjであると言える。

以上の議論からわかるように、 Hawking轄射の機構において背景時空がホライズンを

持つことは本質的に必要で、あるが、その背景時空が実際に Einstein方程式の解であるか

どうかは問題にならない。この意味において、 fHawking轄射は運動学的な現象である」

と呼ばれることがある。この事実は、 Hawking轄射が一般桔対論に特有の現象で、はなく、

波動に対して「ホライズンjの役割を果たす構造を持つ物理系に普遍の現象であることを

示唆している。

3.2 Hawking轄射の古典的対応物

Hawking轄射の本質が古典的な波の引き延ばしであることは、以下の議論によってよ

り明確に描かれる [17]0
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重力崩壊する星に向かつて単色球面波の古典的なスカラー場

p ifl(t+r) 

ゆと)(t1r)αC T (3.36) 

を遠方 (γ →∞)から星の中心(r= 0)に向かつて入信したとする。ここで、 D(>0)は入

射波の振動数である。前節の議論より、この波は星がホライズンが形成される過程で引き

廷ばしを受け、十分時間が経過した後は漸近的に

ρ土i(fljD)exp[一/'¥;(t-r)]

手;201)武 C ア (3.37) 

のように変形して遠方に戻ってくる。この波を遠方γ=γobsにいる観測者が定点観測した

として、そのスベクトノレを計算してみる。

まず、 4>~~(t) 三 A201oh) を t に関して Fourier 変換すると、

認ぬ仙(いhω

江fι:必同/山一回)eiwt (3.38) 

となる。ここでtJ=De一併である。これを新しい積分変数z= tJ-1e-/'¥;tを用いて書き換
えると、

ほい)α1=dz戸flzZーが山)
α日πゆ r(-i~) (3.39) 

となる。これより、必のパワースベクトルは

|ぽ(ω)12改 e:I:.1rwj寸 (-i:)r (ぐ)
=円j/'¥;:r (1 -i~) r (七)
=e土問/κ竺 2π 

民王we21r(和 )jκ-1 (3.40) 

となる。これは民子ω一1を除けば(3.30)のPlanck分布そのものである。

上で、導いた古典波のパワースベクトノレの意味は、次のようにとらえることができる。も

ともとの入射波ゆと)は(規格化定数を除いて)前第で、扱ったIーでの固有振動解そのもの

である。従って、大雑把iこ言って、ゅitJのFourier変換はl(ω)はBogoliゆ ov係数に、パ
ワースベクト/レ IJ~~1(ω)1 2 は生成粒子数分布にそれぞれ対応していると考えることができ
る。しかも、重要なことに、このパワースベクトノレ(3.40)は量子論を介さずに得られるの

である。このことを強調するために、このパワースペクトノレを rHawking轄射の古典的

対応物(classicalcounterpart) Jと呼ぶことにする。

氏
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また、 (3.40)の表式からわかるように、変形された古典波はまい)のスペクトルは元の

入射波の振動数土Qと逆符号のレンジでも値を持つ。これは、ホライズン近傍における波

の引き延iましによって、入射波の単色スベクトノレが(絶対値の意味で〉抵罵波数傑になだ

れ込み、もとの単色設の振動数の符号と逆蒋号のレンジにまで染み出したことを意味して

いる。これこそが前節の Bogoliubov係数iβωwfl2、ひいては生成粒子数分布Nω;こ対応す

るものである。

3.3 観測によるHawking轄射の検証は可能か

天体としてのブラックホールは、観演によりその存在が確認されている。そこで、ブ

ラックホーノレ天体の謡射温度とエネノレギー放出率を見積もることにする。ブラックホーノレ

天捧がSchwarzschildブラックホールであると仮定すると、 Hawking温度THは

TH =A282nk些 (3.41)
87rkBGM  

-------
M 

と計算できる。ここでMo= 2.0 X 1033gは太陽質量を表わす。これよち、最も小規模な
ブラックホーノレ天体(MゐMo)の轄射温震は数十nKであることがわかるc しかも、上
の表式からわかるように、 Hawking温度はブラックホーノレの質量に逆比例するので、巨

大なブラックホールを考えれば考えるほどその謡射温度は低温になるということになる。

つまり、現実のブラックホール天体の轄射温度は、高々数十nK程変である。宇宙空間に

は3Kの宇宙背景輯射が満ちていることを考えれば、ブラックホーノレ天体が伎に熱轄射が

放出されているとしても、それを直接競測することは現実的に不可能である。

4 遷音速流を用いたHawking輯射の検証

3章で議論したように、ブラックホールのHawking輯射は、ブラックホール形成前の真

空状態がホライズン形成に伴い変化を受けることによって生じる。そして、輯射粒子のス

ベクトルは、この過程で正負富有援動解がどのように混ざったかを表すBogoliubov係数

によって決定される。ここで本賞的に重要なことは、富有振動解はあくまで波動方程式に

従う古典的な波であり、 Bogoliubov孫数は重力崩壊するブラックホールの周りでこれら

の古典波がどのように変形するかで決まるということである。つまり、 Hawking轄射自体

は量子論的な現象であるが、そのスペクトノレは完全に古典論的に決定されるのである。一

方、遷音速流中の音波の伝播の仕方はブラックホール時空上で、のスカラー場のそれと基本

的に等錨であることは2章で見たとおちである。従って、遷晋速流が形成される際に、量

子化された音波、すなわちフオノンの(準)粒子生成が起こり、しかもそのスベクトルは

ブラックホーノレのHawking轄射のそれ(3.30)と一致することが予想される(国4.1)[18]0

4.1 音響ブラックホールの“表語重力"

ブラックホール時空において、ホライズンにおける波の引き廷は、し効果を特徴付ける量

は表面重力 κで、あった。この節では、遷音速流における Hawking轄射を議論するための

月
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1鱗静 一+官官や 戦結か 戦勝
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図 4.1:ブラックホーノレ形成(左密)と遷音速流形成〈右図)との対芯を表す模式図。ブ

ラックホールのホライズンが形成されると、直前にそこを通過した量子場の富有振動波

(normal mode)は無張赤方偏移を受けながら無摂遠方に伝播してして。同様に、流れの中

に音速点が形成されると、亘前にそこを通過した音波は関じように無限赤方偏移を受けて

上流に伝播する。この音波を量子化すれば、そのスベクトノレはHawking輯射のスベクト

ノレと一致すると考えられる。

準備として、音響ブラックホーノレの“表面重力"の表式を求める。ブラックホーノレ時空の

表面重力 κは、時空計量のKruskal拡張の擦に自然と現れる(楕足B.3参照〉。そこで、

一般相対論の方法に倣い、音響計量(2.21)を“Kruskal拡張"することを考える。

Laval管を用いることを想定し、 1次元定常遷吾速流を仮定すると、その吾響計量は(2.22)

で与えられるc これは、音響ブラックホーノレの“Schwarzschild時間"
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(4.1) 

を導入すると、

札 )=21-(1-M2)伊十五五叫が] (4.2) 

と書き換えることができる。この式からわかるように、れま音響計量が静的(定常かっ時

間反転不変)になるように定義された時間産標である。以下では2章と同様に、音速点

における物理量を下付き添え字γで表す。流れの方向を Z軸の負の方向にとりいく 0)、
x>払で亜音速、 Zく払で超音速だとすると、音速点x=ゐの近傍では

、ES
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(4.3) 

(4.4) 

と近似できる。これを用いると、計量(4.2)は膏速点近傍では (y，z成分を省略して〉

付acpfzhzーら)jd+
d*dx2 1 iα~(x -X*)2 J 

三一生三(x-x*) dudv (4.5) 
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と書ける。ここで、ヌノレ産標吾，vを

吾=t一三ln(一本)
v=t+ご1的 -x*) 

(4.6) 

(4.7) 

で定義した。

さらに、“Kruskalヌ/レ産標"

U=_e-/<i，u=一(x-X*)cs*/<i，/a*e-/<i，f 

V = e/<i，V = (x -X*ys*/<i，/αず E

(4.8) 

(4.9) 

を導入し、音響ブラックホーノレの“表面重力持κを、 Kruskal座標(U，V)がホライズン(音
速点〉をまたいで正則になるように定義する。 (4.5)をU，Vを用いて書き換えると、

2 F》 PA 三二三~dUdV
S(ac)cs本κ2 UV 

= 一ヂ主(りZ一Z払叫*)以s*ω*凶刈κ可仇/
¥....0<8*'む

( 4.10) 

となる。従って、 κを
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(4.11) 

ととれば、 Kruskal座標(U，V)はホライズンをまたいで張られる産標となる。これを音響
ブラックホーノレの“表面重力"と定義する8[25，18]。
(4.11)で定義された表面重力 κは、物理的には次のような意味を持つ。速度v(x)の流

れの中の音波は、その波長が流れの空間的変化スケーノレiこ比べて十分短ければ、実験室系

において局所速度土Cs十Uで伝播する。いま、流れがZ軸の負の方向に加速される遷吾速

流だとすると、流れに逆らって進む音波は、実験室系から見ると速度 Cs+ v = Cs -Ivlで
伝搬する。この伝搬速震の音速点近傍における勾配が、上で定義された表面重力 κに他

ならない。この笹が大きいほど、音速点近傍の音設は強く引き廷ばされて上流に届くので

ある。

2章で見たように、 Laval管の中の定常流のプEファイノレは管の形状と澱み点物理量を

指定すれば決定する。従って、 Laval管中の遷膏速流の表面重力も、管の形状と澱み点物

理量によって決まる量である。実際、断面積-Mach数関係式(2.44)の2回微分から得られ

る関係

門=国土自l.r
2

dZ I~ I 4 A* dx21 
Sκは定義 (4.11)により(時間)-1の次元を持つことに注意。

( 4.12) 
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と関係式(2.34)を用いると、 (4.11)は

κ=c併|担
=ω[立引1/2 ( 4.13) 

となり、表冨重力は澱み点音速とスロートにおける管の曲率から決まることがわかる (29]。

4.2 音波の引き延ばしからスペクトルを検証する方法

Hawking輯射を標準状態の大気や水を用いた実験で見ることができるかというと、そ

れは極めて函難だと考えられる。まず第一に、そもそも実験室サイズのマクロな物理系に

おいて量子論的効果が現れるかどうかという問題がある。 Hawking輯射のような量子論

的な現象が起こるためには、系全体にわたって量子コヒーレンスが維持されている必要が

ある [18]0しかし、標準状態の大気のようにおBrogie波長が平均分子関距離よりもはる

かに短いような系では、量子コヒーレンスは流体のダイナミカノレなタイムスケーノレよちも

圧倒的に短いタイムスケーノレで消失(デコヒーレンス)すると考えられる。第二に、仮に

大気の遷音速流がフォノンの熱轄射を放出するとしても、その轄射湿度がきわめて低いと

いう難点があるG いま、 Laval管のスロートにおける曲率半径をRcとすると、表面重力κ

は次元解析的に
f T. ¥1/2 (10cm¥ 

κ~223.3kHz{二:u) (.L V;~U ) (4.14) 
¥273KJ ¥ Rc J 

と見積もられる。これから轄射温度を見積もると、典型的にはブラックホーノレと同様nK

オーダーであることがわかる。従って、流体や装量の温度がこれよりも十分に低くない譲

り、仮にフォノン生成が起きていたとしても熱雑音で完全に打ち消されてしまう。轄射温

度を上げるには曲率半径を小さくすれば良いが、何桁にもわたってLaval管の曲率半径を

小さくすることは実擦には不可能である。このような理由から、近年では常温の大気では

なく極抵温のBose-Einstein凝結体の遷音速流を用いる方法が考えられてきている向。

フォノンを観測するよりも実験的に容易にHawking轄射のスベクトルを検証するひと

つの方法は、古典的な音波の引き廷ばされ方自体を瀦定することである [18]。筆者らの実

験も、この方法に基づいて行われてきた。

富有振動解は、ブラックホーノレ形成のような非定常な時空変化に対して一般に

eーむvjcー→eωf(包) ( 4.15) 

と変形される。ここでu= d-r， v = d十 γはそれぞれ遅延?先進ヌノレ産標、 f(吋は変形
された波の位相を表す関数である。非定常な時空変化にf半う粒子生成のスベクトルの情報
はすべて位相関数f(u)に含まれている。よって、 Hawking轄射のスベクトノレを調べるこ

とは、 f(u)の関数形を調べることと同等である。 3章で見たように、変形の仕方が指数関

数的赤方偏移

f(u)αε一間/c (4.16) 
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遷音速流を用いた擬似ブラックホールに関する研究

であれば、生成される粒子の分布は熱的な分布になる。

ここで、筆者のグループが行ってきた実験の方法について第単に説明する〈詳細は[29，26]
を参照)。まず、流れがいたるところ亜音速の状態に保ったまま、十分下流から単色の音

波を下流かち上流に向けて送る。流れが十分定常であれば、スロート近接における波の形

状もやはり単色波のままである。次に、音波を上流に向けて送り続けながら流れを亜音速

流から遷音速流に切り替える。すると、スロート近接に残っていた単名波は引き延ばしを

受け、十分上流に届いた速度ポテンシヤノレ摂動ゆが?めはある位棺関数f(cs.t-x)に従っ

て振動するはずである。これを上流側で観謝するのである。さらに生成粒子数分花を求め

るには、得られた位桔関数から変形された f富有振動解Je-if(包)を構成し、 3.1節での議

論と同様にBogoliubov孫数をするか、あるいは3.2節で議論した「古典的対応物j を求

めればよい。

4.3 遷音速流中での「波の引き延ばしj の数値実験

4ふ 1 数値実験の目的

現在までのところ、 Laval管中に大気の遷音速流を構成する我々の実験において、引き
延ばされた晋波を検出するには至っていなし10 観鴻データがノイズにまみれており、シグ

ナノレを拾い上げることが困難で、あるためである [26]0主なノイズ源は、下流域で発生する

吹き出し膏であると考えられる。この実験では、シグナノレで、ある正弦波を下流から打ち込

む必要があるため、シグナノレに不可避的に下流域の吹き出し音が被さってしまうのであ

る。観測データから興味あるシグ、ナノレを検出で、きるようになるためには、実験装置を改善

してノイズ源を除去することはもちろん、まだ見ぬシグナルがどのような波形をしてお

り、どのタイミングで到達するかをあらかじめ知っておく必要がある。また、仮に引き延

ばされた音波が検出できたときのために、その波形から本来の興味の対象である粒子生成

のスペクトノレを求めることができるかどうかも確認しておかなければならない。そこで著

者は、

(1)変形された音波の波形と、その到達時刻を推定する

(2)変形された音波から、対応する粒子生成のスベクトノレがPlanck分帯に一致するかど
うかを諒べる

ことを目的として、数値計算を行った。

4ふ 2 数値実験の方法

この数種実験では、計算の簡単化のため、流体系を背景流成分と摂動成分に分け、背景

流のプロファイノレは2種類の定常解〈亜音速解、遷音速解)を貼り合わせることで構成し、

摂動量である音波の時開発展はアイコナーノレ近訟によって求めた。その詳細を以下に述べ

る。
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青葉涜プロファイルの構成

装置による実験では、音速点のない亜音速状態かち始め、下流から上流に向けて正弦波を

送りながら背景流を遷音速流へ移行させる。今自の数値実験では、背景流の時開発展を

定常亜音速解 (tく 0) ー→ 定常遷吾速解 (t>0) 

のように単純化した。ここでがま時刻を表し、音速点形成の時刻をt=Oとする。このよ
うにすることで、任意の時刻のMach数分布M(x)= Iv(x)lJcs(x)を、断面積-Mach数関
係式(2.44)から求めることが可能になる。断面積のプロファイノレA(めには、我々の装置
実験で使用している Laval管の形状

r(x) =ゾR2-X2十R+b

A(x) =πr(x)2 

(4.17) 

( 4.18) 

を用いた。ここでγ(りはノズノレ半径、 R= 20cmは曲率半径、 b=4mmはスロート半径
である。表面重力κは、(4.13)より

κ =C8.~ ( 4.19) 

である。今呂の数値実験では Cs・=340 m/sとしたので、 κ=12.0 kHzである。

観測波形の計算

準1次元流上の速度ポテンシヤノレ摂動札(x)の満たす波動方程式は、

[( d，十九呼(いdx)一九州いり =0 同)

である。担し、背景涜はな=0を除いて〉定常であるという近似をとっているので、背

景流の物理量v，p，cs及び断面積Aはtに依らないZのみの関数である。そこで、波動方
程式(4.20) 全体を時間 t について Fourier 変換し、 x~こ関する常微分方程式

[( -i叶ー)5 1 (PA-)]的)= 0 (4.21) ( かバ(-ωd¥ dI . d 
) c~ ¥ U~ I V dx} dx¥ dx ω 

九(x)= Jφ州
を考えることにする。

振動数ωが十分大きい場合は、各イ立置での罵所波長が背景流及び新語積の空間的変化

スケーノレに比べて十分短い、すなわちアイコナール近似が成立すると考えてよい。アイコ

ナーノレ近訟が良い近訟として成立するための条件は、

ι:2 
w 

キ=キでー ~κ
乙7f

(4.23) 

。
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遷音速流を用いた援鉱ブラックホールに関する研究

である。以下ではωがこの条件を満たしているとする。札(x)を

九(x)cx: exp [i J kw(x )dx] (4.24) 

とおき、アイコナーノレ近似

1 IdFI I d ¥ 
i- I~; 1<<ん (F=叩 ，CS1A， kw) (.ç=今一~ kw ) (4.25) ん Idxl".......vw'.L -V'/-"'-'Sl"...' ω ¥ dx ω/

を用いて (4.21)を書き換えると、局所分散関係

同十九侍(一山札)一丸山ω)=0

字*(ωーんu)2-dK3=O (4.26) 

が導かれる。さらにこれを局所波数んについて解くと、 2解

ん=一二三一= 一ω 三k.(~n)
Cs - V Cs (1 + M) 

ん=一三一= ω =ふ(out)
Cs十 V cs(1 -M) -'vw 

が得られる。ここで、 V(りくOを用いた。 KLin)?kifut)はそれぞれ流れに対して穎行?逆行
して伝播する吾波の馬所波数を表す。

上流で観誤目される波形の計算は、以下のようにして行九まず、 tく Oでは背景流は定

常亜音速流なので、下流慎jから振動数ωの正弦波を上流鎮Hへ向けて入射すると、 Laval管

中の流体全体にわたって

(4.27a) 

(4.27b) 

r r dCr; 1 
争(t，x)αcosl-ωt十ωI_ /..， lI". ¥ 1， tくo (4.28) L --. -} Csl (1 -M1) J 

で表される定常波が形成される。ここで、下付き添え字γは定常亜音速流のプロファイ
ノレであることを示すものとする。従って、背景流が遷音速流に切り替立つる時刻t=Oでの

波形は、

争(O，x)江 cos(P(x)]

内)イ」

(4.29) 

(4.30) 

から計算できる。 t>Oでは、スロートx=Oに音速点が形成されるので、下流側(xく 0)

の音波は上流には到達せず、上流袈jに残った音波が局所位相速度

Vp(X) 三 w/k~out) = cs2(1 -M2) (4.31) 

で上流側に伝播してくる。ニこで、下付き添え字γは定常遷音速涜のプロファイノレで、あ
ることを示す。いま、この音波を位置 X= Xobsで観測するとすると、時刻t(>0)におい
て観諒される吾波争obs坊主争(t，Xobs)の位相は、世界点(t，Xobs)かも“ヌノレ誕地線"(特性

qu 
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七

o ' ~・o x (七2)'ノ'X(七1}XGbS F X 
I ， 
" ， ， ， ， ， ， 

害(七2，Xobs) 

(七1，Xobs) 

菌 4.2:X(t)の決め方を表わす模式露。曲線Aは(tl1Xrmobs)から過去に引き戻された特性
曲線を表わす。背景流が定常なので、異なる観測時刻ちから引き戻した特性曲線〈曲線

B)註曲線Aをt軸方向に平行移動したものに等しい。争(tヲX)の位相は各特性曲線に沿っ

て一定である。

曲隷)を過去に向かつて引き戻し、 t=Oの世界線と交差した点(そのz座標をX(のとす

る)における位相p(X(t))である(函4.2参照〉。つまり、観澱地点における速度ポテン
シヤノレ摂動の波形は

や'obs(t)αcos[p(X(t))]1 t > 0 (4.32) 

と表すことができる。ここで、背景流が定常であることから、 X約は微分方程式

dX(t') _. I Vf.L' ョァ=-Vp(X(t'))， X(O) = Xobs (4.33) 

の解である。

ところで、ここまでは(曲がった時空上のスカラー場に対応する〉速度ポテンシャル摂

動を扱ってきたが、速度ポテンシヤノレ自体は実験室における真の観測笹ではない。むし

ろ、実験室で観測するのはこれの微分量である速度摂動や圧力摂動である。速変ポテン

シヤノレ摂動ゆと圧力摂動Op三 Plは、摂動方程式(2.13b)より

2OP op 
a手 +V θ~4J = -c~一=一一 (4.34) 

P P 

のように関係付いている。ここで (2.13b)の表記をVo→民向→ p，Pl→ Plと改めた。

観2題点Xobsが十分上流であればU 勾 0，ρ勾 p.= const.としてよいので、上の関孫式より

OPobs(t)αat4Jobs(t) (4.35) 

を得る。

今回の数値実験では、 (4.30)と(4.33)を数値的に許算し、観測地点における速度ポテン

シヤノレ摂動ゆobs(t)を求め、さらに(4.35)から実験で譲測される波形OPobs(t)を推定した。

入射音波の罵波数は0，;2π=20 kHz， 100 kHzの2通りを用いた。これらは、アイコナー
ノレ近似が良い近似で、ある条件(4.23)を満たしている。
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フォノンスペクトルの古典的対応物の許算

位相関数p(x)が求まってしまえば、“護素速度ポテンシヤノレ摂動"

砂子)(t)cxe土ip(X(t))= cos訟(X(t))]土isinか(X(t))] (4.36) 

を構成することで、フォノンの生成粒子数分布の古典的対応物を I~~:!:\ω)1 2 から求めるこ
とができる。ここで、 φ?)ヲ弘一)はそれぞれ 3.2 の qy~~~(t) に対応する。恒し、ポテンシヤ
ノレ摂動は実験室における真の観測量ではないので、今回の数値実験では“複素圧力摂動"

op~:!:) (t)αδtゆj土)(t) (4.37) 

のパワースペクトノレ iゐ;土)(ω)12 を計算した。 (4.37) の両辺を Fourier 変換すると、 IØ~:!:)(ω)12 
=-(土)i ¥ 1') と lop~~/(ω)1 2 との欝係

|ゐ;土)(ω)12αω2IØ~:!:)(ω)12 

が得られる。この関係式と (3.40)より、複素圧力摂動のパワースベクトノレは

=-(土}っ工IOp~~1 (ω)子氏一→」二

(4.38) 

(4.39) 

となることが予想されるa今回の数笹実験では、得られた複素圧力摂重欝主s命pi?タ土封)(的t均)にGaλ邸1
型の窓関数

W(tI， t2; t)三位P[-2Gf-212)/ ( 4.40) 

をかけたものについてFFT解析を行い、そのパワースベクトルを計算したたここで、む?ち

はそれぞれFFT解析の開始時刻と終了時刻である。

4.3.3 数値実験の結果

理4.3に、断面積-Mach数関係(2.44)から求めた背景流〈定常亜音速流、定常遷音速流)

のMach数プロファイノレを示す。

密4.4は上流 (Xobs= 20 cm)で観測される音波(fl/2π=20kHz， 100 kHz)の波形を式
(4.32)から予測したものである。音速点形成。=めからおよそ0.6msec程度経過すると

振動数低下が始まり、 tミ1.0msecでは速度ポテンシヤノレ摂動の振動がほとんど止まって

しまう。この振動数抵下は音速点近傍での波の引き延ばしを表わすものである。実験室で

の f真の観誕量jである圧力摂動は速度ポテンシヤノレ摂動を時間微分したものに比例する

ので、速度ポテンシヤノレ摂動の振動数低下に伴い指数関数的に減衰する。このことから、

引き廷ぱしの情報を含む波形は実質的に0.6msecから1.0msecまでのおよそoιmsecし

か持続しないことがわかる。この持続時聞はおおむね、 Hawking轄射の典型的な轄射振

動数の逆数、すなわち表面重力 κの逆数のオーダーである。

密 4.5 は、圧力摂動の負エネノレギー解 op~-)(t) のパワースベクトノレをプロットしたもので
ある。留からわかるように、どちらもω=-fHこピークを持っと同時iこ、ピークの左俣!Jから
9窓関数は、波影の非定常性に起菌するパワースベクトルの非物理的な振動を持える役訴を持つ。
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国 4.3: [上図]仮定したLaval管の形状と流れの方向。 Z軸の方向は流れと逆の向きに

とってある。スロートの位置はx=Oである。[下図]数値実験に用いた背景流の Mach

数M= jvl/csの分布。細い曲擦は定常亜音速流、太い曲線は定常遷音速流を表す。

ユ

0.5 
.j..l 
) 

m 
A 
o 

も -0.5

G 

-1 

キJ
) 

a 
.a 
0 

も -0.

1.5 ユ

エ

0.5 

七 [msec]

0.5 

t [msec] 

G 

G 

-0.5 

0.5 

G 

-1 

-0.5 

ヱ

.j..l 
) 

m 
.a 。
ε-0.5 

1.5 

1.5 

1 

工

0.5 

t [msec] 

0.5 

乞 [msec]

O 

O 

.j..l 
) 

磁

A 。
ε-0.5 

図4.4:上流で観測される音波(左図:0，/2π=20k豆民右国:0，/2π=100 kHz)の予想、波形。

争obs(t)，OPobs(t)はそれぞれポテンシャル摂動、圧力摂動を表す。観測地点はおbs= 20 cm、
音速点形成の時刻はt=Oである。実線の波形と破線の波形は初期位相がπ/2だけ異な
る。各波形の振幅は1に規格化しである。
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図4ふ複素正力摂動の負エネノレギー解(左密:n/2π ニ 20kHz，右図:n/2π= 100 kHz) 
ー(一)/ ¥，') I~ 

のパヲースベクトノレ lðp~ '(ω)12 (夫線〉。横軸はf三 ω/2π である。 FFT解析の開始時
刻と終了時刻はそれぞれむ -3.0msec， t2 = 3.0 msecとした。比較のため、単色波
(ω/2π= -20 kHz， -100 kHz)に罰様のFFT解析を行って得たスベクトノレ(点線)と式
(4.39)のPlanck分布(破線)も示した。

正周濠数帯にかけてもスベクトノレ成分を持ち、しかもそこでは(4.39)のPlanck分布に一致

するがわかる。明らかに、前者のピークは変形されずに届いた単色波 (t話1.0msecの波形

要素〉からの寄与であり、後者のスペクトノレ成分は変形されたて届いた音波なと 1.0msec 

の波形要素〉からの寄与である。これは、単色波の変形によってそのスベクトノレ成分が

Hawking轄射の場合と全く同じように正男波数帯へ流出したことを意味する。

4.4 議論

数値実験から顎らかになった事実を以下にまとめる。

(1)音速点近傍における引き延ばしのa情報を持つ波形要素は、おおむね表面重力κの逆

数程度の時間しか持続しない。 κはその定義より音速点近傍での背景流の変化スケー

ノレの逆数に比例する量で、あり、つまり引き延ばしの効果が現れる空間的広がりを決

める量である。従って、この量が大きいiまど、それに比例して引き延ばしを受けた一

波形の長さが長くなるのである。

(2)それでもなお、この波形要素を含む(複素〉音波のパワースペクトノレは、対応する

フォノンのスベクトノレが確かにPlanck分布になることを示す。パワースベクトノレが

単色波のピークと Planck分布を同時に持つことは、 3章の議論では見られなかった

新しい事実である。 3章で求めたHawking轄射のスベクトノレが単色波のピークを持

たなかったのは、固有援動解の波形をホライズン近接での漸近形で近叡したことに

よって、ホライズンから離れた場所での波形の情報が脱落したのが原茜である。今

回の数値実験では、音速点近傍での引き廷ばしの効果を受ける以前の波形まで含め

てFFT解析しており、その意味では今自の数値実験は3章での議論に比べてより現

実的な状況を解析したものといえる。従って、今回の数値実験の結果がはやり正罵

可
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波数帯でのPlanck分布を示すことは、 F音のHawking轄射jが現実的な状況下に

おいてもロバストに実現されることを強く示唆する。

装置を用いた実験で引き延ばされた音波を観演するときは、上の (1)を考恵して、振動

数がκよりも十分に大きい入射波を入れるべきである。というのも、持需工/κの需に波が
多く援動している方が、より精度長くその波形を決定できるからである。現在我々が使昂

している Laval間の表面重力が 10kHz程度であるから、入射波には可悪意音ではなく超音

波を用いるのが良い。また、過去の実験で測定されたノイズスベクトルによると、 4kHz 

以下でノイズは大きく、 4kHz以上でノイズが減少するのがわかる [29]0従って、ノイズ
の波長帯を選ぶという観点からも、入射波の震波数を上げることは望ましいと言えるa

5 準盟有振動

5.1 富有振動と準富有振動

弦の振動や中空の籍の中の音波など、有摂の領域上を伝わる波動は富有振動 (normal

mode)の重ね合わせで表現できる。固有振動の各モードは時間に関して厳密に罵期的で

あり、その振動数(富有振動数)によって特徴付けられる。しかしながら、現実の物理系

では純粋な富有援動が実現されることはない。空気中に置かれた弦の振動は常に空気と

の摩擦により減衰するし、籍の中の音は内壁で反射されるたびにその一部が籍に吸収さ

れる。このように、振動のエネノレギーは現実的な系で、は常に(多かれ少なかれ〉外部に散

逸され、その結果、純粋な周期振動である固有援動は、時間に関して対称でない減衰振動

となる。このような振動は準富有振動 (quasinormalmode)と呼ばれる [15]0準国有振
動は固有振動と異な号、振動数と減衰時間の組、あるいは複素振動数(準固有振動数)に

よって特徴付けられる。

固有振動と準固有振動との本賞的な違いは、系外への波の散逸があるかどうかに起因す

る。このことは、次のような簡単なモデルで端的に示される。長さムの 1次元の一様な

弦を考え、両端を壁に冨定する〈図5.1)。恒し、弦の毘定された先の壁は f吸収壁jであ
号、反射の擦に波の一部が壁に吸収されるとする。

弦の振動を表す波動方程式は

トδ?+δ~] 争(t ， x)=O (5.1) 

である。ここでは簡単のために音速を 1とした。針t，x)= e-ω争ω(吟として代入すると、

[::2 +ω2]ι(x) = 0 
を得る。この方程式の一般解は、任意定数をA，Bとして

九(x)= Aeωぉ十Be-'l.W

(5.2) 

(5め

である。
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x=o x=A 

図 5.1:吸収壁に固定された弦の運動。弦の南端x=o，ムで反射の擦に波の一部が吸収さ
れる。吸収壁の反射係数はそれぞれ完h完2ξ(0，1]であるc

ここで、吸収壁の反射係数完を、反射波の入射波に対する振幅比として定義する。 2つ

の吸収壁の位量をx=o，ムとし、反射係数をそれぞ、れ定1，1之2ξ(0，1]とすると、九(x)の
満たすべき条件は、

札(x)oc e-iwx -1之1e+ω
かつ 九(x)oc e+iw(xーム)一定2e一叫zーム)

(5.4a) 

(5.4b) 

である色これらと (5.3)を比較し、 A，Bを消去すれば、 ωの満たすべき関係式

e-2ωム=1之1完2 (5.5) 

が得られる。これは、 ω=n+打(n" は実数)とすれば、

立=去三nn (η:整数)
γ=土弘元1R2
2ム

(5.6a) 

(5.6b) 

と等価である。

完1=完2=1の場合、すなわち境界で設の散逸が全く起こらない場合はγ=0となり、

(5.6)は固有振動を定める条件iこ帰着する。ここでより輿味があるのはえh完2く 1の場合
である。 Qη は?とわえ2に依らないので、壌界での散逸がある場合も振動数〈の実部、中

心援動数10)は富有振動のそれと同じであり、モードの数も固有振動と同じく(可算)無

限倍存在する。一方で、 γはこの場合ゼロとはならず、しかも常に負の笹をとる [(5.6b)
式]。すなわち、全ての振動モードは減衰援動である。これが準富有振動と呼ばれるもの

に他ならない。

ここで見たモデルではIm(wn)三 γは全てのモードで共通だったが、後の節で見るよう

に、一殺にはlm(wn)は各モードで異なる値を持つ。通常の表記では、準富有援動モード

を区別する指数ηは0以上の実数にとり、 lm(ωπ)の小さなモードからj頓にη=0，1，2，'" 
とラベノレされる。特に、 η--:-0のモードは f最小減衰モード(Ieast-dampedmode) Jと

呼ばれる。

10本論文では、準国有援動数ωnの実部Re(ωn)= Onをωπ 自体と区別するため、 r!:tJl;振動数 (central
frequency)J と呼ぶ。
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5.2 ポテンシャル障壁の準園者振動

ある系が準富有振動を持つより自明でない例は、境界を取り払って無限に広い空間を

考える代わりに、空間上に波に対するある種の“ポテンシヤノレ欝壁"が存在する場合であ

る。代表的な例は、曲率を持つ時空これらは一般に、実効ポテンシヤノレ項V(x)をもっ 1

次元波動方程式

[-8; +考-V(x)]を(t，x)=O (5.7) 

によって表される。

以下では、 V(x)としてある点x= Xoで極大となり、遠方Z →土∞でゼロに収束する
ようなものを仮定する。まず、前節と同様に曽(t，坊を持需に関してFourier変換し、

川)三F即)](ω)=にい知)改 同)

とすると、 (5.7)はw(t，x)に対する Schrるdinger型の波動方程式

[d~2 +ω2 -V(x)] Ww(x) = 0 (5.9) 

が得られる。この方程式は2轄の常微分方程式なので¥一般に 2つの線形独立な解を持

つ。特に遠方Z→土∞では、 V(x)→ Oより、言(t，x)は右向きの単色波dω と左向きの
単色波e-iwxの線形結合で表される。

いま、このポテンシヤ/レ障壁に対して入射してくる波の成分が無く、遠方に向かつて波

が散逸するだけの状態を表す解が存在するかどうかを考える。これは、宮ωの解に対して

次のような境界条件

丸(x)αe-M?Z→一∞
丸 (x)αtM， Z→+∞ 

(5.10a) 

(5.10b) 

を課すことを意味する。このような境界条件を、本論文では routgoing境界条件Jと呼
ぶことにする。実は、以下の例からわかるように、このような境界条件を見たす解は振動

数ωを複素数憧に拡張すると加算無援椙だけ存在し、そしかもその虚部は負、つまり減

衰振動であることがわかる。これらがポテンシヤノレ障壁の持つ準固宥振動に他ならない。

ポテンシヤノレ障壁V(x)の準匡有振動を求めるためには、 V(X)についての散乱問題を解

く必要がある。ここでは、散乱問題が厳密に解ける例の 1つで、ある Poschl-Tellerポテン

シヤノレを扱う [4]0
Pるschl-Tellerポテンシヤノレは

110 
LもT(X)=ヮ U ，1 (5.11) 

∞sh~[K(x -XO)] 

で定義される110 ここで%三時T(XO) はポテンシヤノレの極{室、 2K2 三 -V~'/九三

11(5.11)を一般化して
~2 /、

lセ(x)三持T(X)+す(1+伽h(Kx)) 
としたものをEckartポテンシャルという。沿い)の散乱問題も同様に厳密に解けることが知られている。
但し、 l色村)は Z→+∞でm2(チ0)に瀬近する。
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VPT!Vo 

1.2 

4K{x-xg) 
-4 円

J
L 2 

密 5.2:Pるschl-TellerポテンシャルももT(坊の図。

-"字以xo)jVo> 0は極大点における畠率である。ここで、はポテンシヤノレ障壁を考えたいの
で、九>0，可rく Oとする(図5.針。
このとき、補足 E~こ示すように、波動方程式 (5.9) は独立な 2解

{ρ-iω(X-XO) 
品 (L)rv } '-' 

TW  1 Awe-iw{x-xo) + Bweiω(X-XO) 
x-→-()(コ

Z →+∞ 

ψ(R)~jむ一知(X-XO)+ Aweiw(x-xo) ， 
ωi  euh-29)? 

X -tーαコ

z →+∞ 
を持つ。ここで、

ん r(1-ωjK)r(一ωjK)

r(O"+ - iwj K)r(σ一一ωjK)
B日_r(l -iωjK)r(+iωjK) -
w r(σ+)r(σー)

σ土=H1土(1一塁)1/
2

] 

= ~~i (長 ~~r2
である。準固有振動は境界条件(5.10)を満たす解なので、準固有振動数は

A44J-R1-ωjK)f(-iωjK) -
f(σ+ -iwjK)f(σ一一ねjK)

(5.12) 

(5.13) 

(5.14a) 

(5.14b) 

(5.14c) 

(5.15) 

の様であるc ガンマ関数はゼロ点を持たないので、 (5.15)の根は分母のガンマ関数の極に

等しい。これより、 Poschl-Tellerポテンシヤノレの準富有振動数が

ω三 ωご=-iK(σ土+n)
/ _ _ K2 ¥ 1/2 / 1¥ 

=土{九--~) -i¥n+2)K， η=  0，1，2，" 

-t-
可，

a
つ
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であることがわかる。これは確かに援素数であり、その童部は常に負であることも容易に

示すことができる。

準富有振動数の厳密解(5.16)から、 Pるschl-Te註erポテンシヤノレの持つ準富有振動のスベ

クト/レについていくつかの興味深い事実がわかる。まず、九く K2/4のとき、 ω況は{負

の)純童数になる。従って、この場合は初期に与えられた摂動は振動せずに遠方へ伝播

していくことになる。逆に、九~ K2/4の場合は、準富有援動の中心振動数Re(ωη)は

基本的にポテンシヤノレの極大値%で決まるようになる。一方で、減表時間の逆数である

Im(ωJ は(九 >K2/4であれば)ポテンシャルの極大値%には依存せず、極大点の曲率
を表すKのみによって決まる。他にも、 Re(ω'n)は全ての準固有振動モードについて一定

の値をとることがわかるが、これはPるschl-Tellerポテンシヤ/レ特有の性質であり、一般に

はRe(ωη)はηによって変化する。

ポテンシヤノレ障壁の準固有振動は、本質的には共鳴援動と同じものである。 (5.12)や

(5.13)は f援幅 1でポテンシャル障壁に入射した単色波は、振幅11/Awlの透過波と振幅
I Bw/AwIの反射波に分かれるj ということを表わしていると見ることもできる。一方、
11/Awlはω→ω況で発散する。つまり準国脊振動数怖はポテンシヤノレ障壁の持つ共鳴振
動数である。準富有援動と共鳴振動の違いは、放出波の振幅を有限にとって入射の振幅を

ゼロにとるか、入射波の振幅を春阪にとって放出波の振幅を無限大にとるかの違いでしか

ない。

5.3 ブラックホールの準富有振動

星の合体や重力崩壊によってブラックホーノレが形成されると、 r 1)ングダウン重力波
(gravitational ringdown wave) j と呼ばれる減衰援動裂の重力波が放出されることが

数値シミュレーションによって知られている〈レどューとして [15]を参照)。これの正体

は、ブラックホーノレ時空の準固有振動で、ある。ブラックホーノレ時空はブラックホールの質

量、角運動量、及び電荷で完全に決まるので、リングダウン重力波の中心振動数と減衰時

間もこの3つのパラメータだけで完全に決定される。また、現実iこ存在しているブラック

ホール天体は電気的に中性で、あると考えられているので、ブラックホールのパラメータは

実賓的に雲量と角運動量の2つのみである。ブラックホールの準国有振動数は理論的によ

く知られているため、ブラックホーノレのリングダウン重力波を観j期することが可能になれ

ば、その中心振動数と減表時間から放出天体の質量と角運動量を重接かっ精度良く知るこ

とができるようになる。このように、ブラックホールのリングダウン重力波は重力波観測

と天文学とをつなぐ役割を果たすことが期待される。

ブラックホーノレ時空上で、準固有振動がどのように励起されるかは後の節で議論すること

にし、ここではブラックホーノレ時空が準固有振動モードを持つことを見ることにする。ブ

ラックホーノレまわりの時空では、時空自体の摂動である重力波だけでなく、その主を伝掻

するスカラー場や電磁波なども準毘有振動を持つ。ここではその例として、 Schwarzschild

時空上のスカラー場を考える [30]0Schwarzschild時空上でのスカラー場の波動方程式は

fδ1:+ 1_ ，，/れ¥:L21
口争(x)=トァヱ宇一十万3TTZい-.: )8r - :2 I争(x)= 0 

一一乙 F ¥ アノ r~ I 
(5.17) 
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密 5.3:l = 2モードの重力波に対する Regge-WheelerポテンシヤノレV(γつ。ホライズン近
寄(♂→一∞)では指数関数的に、空間的無限遠 (γ*→+∞)では(戸)-2に比例して小さ

くなるo ポテンシヤノレの極大点はァ=1.64らにある。

と書き表される。ここで£は角運動量演算子

ロ =-I~τδ8 8in 8δθ 十」六δ21
18mσ81n-(j T I 

(5.18) 

である。まず、争(x)を時間方向に関してFourier展開、角度方向に関して球面調和展開し、

f やらlm(r)
φ(x) = I dw e-iwts ) ~おm(() ， ψ)-7- (5.19) 

と書く。これを (5.17)に代入すると、札lm(ァ)に関する方程式

[(吋(日1d ~2{γらgJ1/T~g)山)τ) 一':)子芯妄 ( T)dd合γγ \l-':)U\Ur~ ~JI 九ωt山問

が得られる。さらに微分をRegge-Wheeler座標戸(祷足B.3参照)に関する微分に書き

亘すと、これはSchr“inger型の波動方程式
[d~ つ;/'...*2 +告-川丸山)=0

V(r*) = (1 -ぞ)[咋~+ ~~l 

(5.21) 

(5.22) 

に婦着する。今の場合、ポテンシヤノレ項V(γつの第1項は遠心力障壁l(l十1)/γ2がホライ
ズン近傍では重力青方偏移の効果により実質的に弱まって見えることを意味し、第2項は

球菌波 (l= 0)で、あっても空間が曲がっているためにスカラー場が散乱されることを表し
ている。このような散乱は曲率散乱と呼ばれる。

電磁波や重力波の動径方向の波動方程式も (5.21)と需形の方程式に掃着できることが

でき、これらをまとめるとポテンシャル項V(x*)は

V(r*) = (1一子)[早+i11;2) (5.23) 

n〈
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函 5.4:Schwarzschildブラックホーノレの準巨有振動重力波のスベクトノレ。赤の点が準毘脊

振動モードを表す。縦軸と横軸はそれぞれReいねらjc)，lm(ωねらjc)である。各振動数は
Leaverの方法[13]によって計算された。

のように一般化される。ここで、 Sは考えている波動のスピンを表し、スカラー場は8=0、

電磁波は8=1、重力波は8=2である。特に、重力波(8= 2)の場合、 V(x*)はRegge-

Wheelerポテンシヤノレと呼ばれる。題5.3，土、 l=2モードの重力波iこ対するRegge-Wheeler 
ポテンシヤノレを戸の関数として表したものである。

波動方程式(5.21)の厳密解は、現在のところ明らかになっていない。しかし、 5.6節で

述べる rLeaverの方法j と呼ばれる方法によって、準固有振動数の数値解が非常に精度良

く求められている。図5.4は、この方法によって計算されたSchwarzschildブラックホー

ルの準酉有振動重力波のスベクトノレを表したものである。準固存振動の波長2πcjRe(wn)
がおおむねブラックホーノレの重力半径らのオーダーであることは興味深い。これは、準

毘脊振動がブラックホーノレの共鳴振動で、あることを端的に示している。また、 nが小さい

モードiまど中心振動数は大きく、 nが大きい極限でRe(ωn)は一定の笹に漸近することが
知られている。この漸近値が量子化されたブラックホーノレの断面積の準位揺を決めている

という興味深い説もあるが [8ト未だ確証されてはし1ない。いずれにしろ、観測上最も重
要なモードはn=Oの最小誠衰モードである。 l=2の準酉脊振動重力波の最小減衰モー

ドは

ω。=(土0.747-0.178i)cjrg (5.24) 

と計算されている。

5.4 準毘有振動と束縛状態との関係

準固有振動の著しい特徴の1つは、そのスベクトノレが必ず離散的な構造をとることであ

るむこのことは、ポテンシヤノレ障壁の持つ準国有振動とポテンシヤノレ井戸の束縛状態が何

らかの意味で対応していることを示唆する凶。

例として、 5.2簡で解析したPるschl-Tellerポテンシヤノレを考える。まず、 Schrるdinger型

A
せ
可
iつム



遷音速流を用いた擬似ブラックホールに関する研究

n=O 

¥、」:::も¥

¥+ 
~¥  ̂

 
n=2 

n=l 

れ=0

題 5.5:ポテンシヤノレ障壁の準冨脊振動(左上)とポテンシヤノレ井戸の束縛状態(右下)と

の関係。最小減衰モードは基底状態に、第九減衰モードは第 η励起状態にそれぞれ対応

する。

波動方程式(5.9)に対して変換

x-xo→ i(x -xo) 

(Vo， K)一→ (Vo，-iK) 

ω一→ Q

(5.25a) 

(5.25b) 

(5.25c) 

(5.25d) 丸 (x)ーら(x)

撞すと、波動方程式(5.9)とoutgoing境界条件(5.10)はそれぞれ

[-d~2 +02一 VPT(X)]<Tn{X) =。
争Q(z)~FQZ?Z→土∞

(5.26) 

(5.27) 

となる。さらに、解の固有笹53fは

L /__  K2¥1/2 f 1¥ 
n! = ::1: ( vo + :.;-)' -(叶~)K， η=0，1，2γ ・・ (5.28) 
¥4  /¥2/  

である。これより、 Qtは常に実数であることがわかる。
ここで、毘有値(5.28)を持つ解争Un(X)がどのような意味を持つ解なのかを考えてみる。

まず、 (5.26)はポテンシヤノレ井戸一時五x)の中を運動する、固有エネルギー_n2く 9の
粒子の満たすSchrるdinger方程式である。さらに境界条件(5.27)は、 Qが王の実数であれ

ば¥ポテンシヤノレ井戸に束縛される粒子の境界条件に他ならない。つまり、 nn> 0であ
るような園宥笹に属する解争Un(x)は、束縛粒子の状態を表す波動関数である。 (5.28)よ

りQ;のうち少なくとも lつは正の実数になるから、束縛状態は少なくとも 1つ存在する
ことがわかる。そして重要なのは、準固有振動のうち減衰待関の短いもの、つまり ηの小

さいものから頗に、反転したポテンシャルの基底状慈、第一説起状態、第二励起状態、…

に対志しているということである。この対応を表す模式留を図5.5，こ示す。

この対応から、準富有振動スベクトルの一般的性質について次のことがわかる。ポテ

ンシヤノレ井戸-V(x)の中では、粒子は ηの小さな束縛状態に行くほど狭い空間領域に関
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じ込められる。言い換えれば、 ηの小さな束縛状態の2つの古典的転回点はともに井戸の

極小点x=xoの近傍iこ存在する。従って、これらの波動関数のエネノレギー準位は基本的
にポテンシヤノレ井戸の掻小点近傍の構造だけで、決まっていると言える。ポテンシヤ/レ樟壁

V(x)の準富有振動の ηの小さいモードに対応するわけだから、これらの中心振動数と減

衰時開もまた極大点近傍の構造だけで基本的に決まると考えることができる。このこと

は、与えられたポテンシヤノレ樟壁の形から ηの抵いモードの準酉有振動数を計算する際

に、ポテンシヤノレの極大点のまわりを準固有振動数が厳密に解ける解析関数で近似するこ

とが王当化されることを意味する。

5.5 初期値問題による準国有振動の取り扱い

ここまでの議論では、ブラックホーノレなどの系において準国有振動モードが害在すると

いうことを示してきたが、これらのモードがどのように励起されるかは考えなかった。そ

もそも準国宥振動は定義により減衰振動であり、時間を逆にたどると t→一∞の握限で

発散するようなモードである。それどころか、ブラックホール時空の場合のように無限大

の空関領域を考えると、準居有援動は空間方向にも発散する。これは、準冨有援動が本質

的に非定常な振動であるにもかかわらず、波動方程式をFourier変換することによって定

常開題の解として扱ったことに問題がある。現実には、準固有援動は無援の過去から励起

されておらず、むしろ有限の時開、有限の空間において励起されるはずである9 そこで、

ある待麹にコンパクトな摂動が系に注入されるような状況を考え、この摂動の時開発展を

初期{車問題として解くことを考える [20，16， 21]0このように取り扱うと、初期に注入さ
れた摂動は空詩的に打ち切られた準富有振動の重ね合わせとして無限遠方に広がっていく

ことがわかり、空間方向の準固有振動の発散は現実には見られないことがわかる。

以下では、波動方程式(5.7)を、初期条件

守(0，x) = f(x) 

δt曽(O，x) =g(x) 

(5.29a) 

(5.29b) 

の下に解くことを考える。ここでf(x)，g(x)は初期に注入された摂動を表す関数であり、
ともにポテンシヤル障壁近傍のコンパクトな領域 [XLlXR] ~このみ広がっていると仮定する。

まず、波動雷(t，x)はt→+∞で有設であると仮定し、 w(tヲx)をtに関してLaplace変
換する。

丸帥日(伊例Z吋)三4乙即)]爪](ト肘(←(-iw)一→i

但し、言(t，x)の有F良性の仮定より、 (5.30)で定義されたをω(x)はIm(ω)> 0でのみ意味
を持つo Laplace変換の性糞

乙[δt言('，x)](s) =一宮(0，x)十s乙{言(.，x)](s) (5.31) 

を用いることにより、波動方程式(5.7)は

[J21 会十w2-V(吟|丸(x)=iwf(x)一昨)

三 Sω(x) (5.32) 
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と変換される。すなわち、 (5.7)の初期笹問題を解くことは、事Fω(x)の非開次方程式(5.32)

を解くことに帰着した。

ここで、 Green関数Gω(xヲピ)を

[21  会+w2-V(吟IGW(X，X') =的 -x') (5.33) 

の解として定義する。 Gω(xヲピ)が求まれば、初期条件(5.29)を満たす(5.32)の解は、

丸ω叫(伊ω仲Z司←)ド=ιι似ω(伊(x，x') 
として与えられることになる。

Green関数Gω(xヲピ)は、く[Jw(x)の開次方程式

[fx2 +ω2一印)]ww(x) = 0 (5.9) 

の線形独立な2解を用いて構成することができる。具体的には、独立な2解をψg，2)(坊と
おいて

Jd 
Gω(x， X') = < (5.35) 

走'</;2)(x )'</;~1)札ど
つまり、

丸 (伊仲Z

. r rx rXR 1 

= 武|附必)(いZ吋Lyy必'</;g)(伊どめ')此削丸似(伊dめ')凶命d叫f与÷吋ψd削3♂引>(吋 ψdげL2)(伊Zどめ')此丸似幼(伊ゲZど榊f
とすればよい。ここで、 Wω は同次解ψg，2)(x)のWronskian

d . (，，¥， ， • (，，¥， ， d 
民三ψど)(x)ニψ(幻(x)ーが内x)ーがり(x) (5.37) ωω dxω 

である。このように定義された Ww が x~こ依らないことは、向次方程式 (5.9) を用いて容

易に示すことができる。

上で構成したGωいようは、独立な向次解ψg，2)(X)をどのようにとっても (5.33)を満た
す。だが、以下に示すように、 ψg，2)(X)のとり方は宙(x，t)の有限性を考慮、することによっ
て(定数倍を除いて〉一意に決定される12。雪(x，t)がt> 0，一∞く Z く∞で有張であ
るための必要十分条件は、 (5.36)からわかるように、 ψど)(x)はZ→一∞で、 ψ!~2)(x)は

12ψ2.2)(x)の定数告の自由度はGω(x，x')の不定性を意味しない。玖d がψg.2)(x)のそれぞれに比例す
るからである。
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Z →十∞でそれぞれ有限であることである。そこで、 ψ~1 ，2)(x)の侯補として、次の瀬近
形を持つ独立な 2解を考える。

I ~-u.vx 

ψ〈L〉~{ν
ー lAωε-~WX+ Bωe'/，ω?  

げ)rv ~ ~we-'/，wx +九円 p

leωX 

x-→-c幻
(5.38) 

Z →+∞ 

x-→-c幻
(5.39) 

Z →+∞ 

I訟 (ω)> 0より、 ψLL}はZ→-∞で収束する唯一の解であ号、またψJF)はz→十∞で収
束する唯一の解であることがわかる(もちろん、定数倍の不定性は残る)。従って、一意

にや，~l) cxψiPJ2)αψip)が決定される。以下では単にψL1)=ψJF人ψ♂=ψグ)とするo
Wronskian科乞を求めておくと、

ww=げ)(x)手ψグ)(x)ーザ)(x)手必f)(x)
αx -- a 

=2iwAω 

= 2iωDω 

(5.40a) 

(5.40b) 

となる。ここで、右辺第2行?第3行はそれぞれ右辺第1行を Z→+∞ヲー∞で評価した

ものである。これらからただちにAω =D，ωが導かれる。

元の波動方程式(5.7)の解雷(t，x)は逆Laplace変換により

1 /'αコ十ie

雷(t，x) =壬I e-iwt丸 (x)ふ1
"'/t J-∞+ie 

/，oo+ie 円 -iωtr /' 

=土 I dMJ二:u- Iψ，~R)(X) I ψ，~L)(ど)81ω (x')dx'
“11 J-αコ+ie r.ω JXL 

÷ ぽザ州)刊ヤ切(収ωZりイ)

となる。但し、 ε>0である。ここで、 x>XRの領域を考えると、 (5ι1)の第2項は落ち
る。また、ポテンシヤノレ欝壁から十分離れた位置を考えればψ，~R)(X) r-.J eむzとしてよいc

従って、十分遠方X>>XRでは

1 r∞+IE ♂ω(X-t) rXR 巴

古(t， x)=n~_1 dMJ'"'UT I dx'ψω(x')Bcω(ど)
J_∞+ie Wω JXL 

(5.42) 

と表される。

ここまでの解析で初期笹問題の解が(5.41)、あるいは(5.42)のように形式的に求まった

わけであるが、これらと準富有振動との関係はまだ見えていない。実は、以下に示すよう

に、準富有援動モードはGreen関数Gω(x，ど)の複素ω空間上での極(pole)と同一視さ
れる。むしろ、準富有振動モードは rGreen関数Gω(xラピ)の極j として定義されると考

えるべきである9
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図5.6:w積分の積分路。黒点はGreen関数Gω(x，x')の極、すなわち準固有振動モードを
表す。

(5.42)のω積分を実行するため、積分路を複素ω空間の上半面か下半面で関じ、留数定

理を適用することを考える(毘5.5)。その擦に注意しなければ、ならないのが、 ww(x)はもと
もと Laplace変換(5.30)を通じてIm(ω)>0でのみ定義されているという点である。従っ

て、下半面Im(ω)く Oにおける雷ω(坊とは、上半面で (Laplace変換を通じて)定義され

た雷ω(司を下半麗に解析接続したものと解さなければならない。これはWw， ψ~L，R)(X) に
対しても同様であるD このとき、下半冨には一般に雷ω(x)の加算鰭の極凶作=0，1，"') 
が存在する。 ψ&L，R)(めはそのような特異性を持たないので、これらの極はWro邸 kianWw 
のゼヨ点としてもたらされるものである。 (5.40)より、

。=~内=2iωnAωn = 2iωnDω咋 (5.43) 

すなわち、 ψitm(z)はz→一∞，+∞の両方で外向き (outgoing)であることがわかる。し
かもこれらはIm(ωn)く Gより減衰振動である。この外向きの減表振動波こそが準国有振

動に他ならない。

積分路を閉じる議論に戻る。被積分関数に昌子dω(Xーのが含まれていることから、 t-x
が十分大きければ被積分関数は下半面で解析的である。よって、このとき (5.42)は

一一 ρむn(Xーの f∞ 
雪的(t，x川，x吟)=一一→i号写じ叱叱持 1ム∞ψ弘必d州L三rmt?引〉刊(μどめ)沈仇刷ι九似n(点(伊ゲZど榊f

rl品も玩主v今 i 
叱=一~I (5必)
ωn dMJ I戸均

となる。これは、ポテンシャル障壁のまわりに注入された初期の摂動が準富有振動の重ね

合わせとなってポテンシヤノレの遠方へ広がっていくことを意味する。また、各準固有振動

モードは、 Sω托に故存する振鱈

1 rXR 

Cn三百士一 j ψJZ)(ピ)SWn(x')dx' (5.46) 
"弘)n JXL 

で励起される。このCnは準国有振動の励起係数と呼ばれる。逆に、 t-xが十分小さけれ

ば被積分関数は上半面で解析的であり、言(t，x)=0を与える。つまり、 tを冨定して考え

n
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七

X 

G 

国 5.7:初期値需題における準富有振動の励起。初期待刻さ =0にポテンシヤノレ欝壁(灰

色の領域〉近接に注入された摂動は、空間方向に打ち切られた準固有振動となって遠方へ

広がっていく。

れば、準園脊振動の重ね合わせである宙(t，x)は図5.7のように空間的に打ち切られた形
となっている。これは、因果律を考えれば当然の結果であるといえる。

ブラックホーノレ形成の際にリングダウン重力波が放出される措像は産観的には次のよう

に理解される。星の重力崩壊や連星の合体によってブラックホーノレが形成された直後の時

空計量は、定常状態であるブラックホーノレ時空の計量成分と f余分なj計量成分の足しあ

わせになっているとみなすことができる。このうち、余分な計量成分が初期摂動となって

準富有振動モードを励超し、リングダウン重力波として無摂遠方とホライズンの内側へ広

がっていくのである。

5.6 準国有振動モードの近似計算法

次章での流捧の準富有振動の解析のための準備として、準富有振動モードを近鋭的に計

算する方法をいくつか示す。準冨脊振動モードを解析的に求めることのできる例はほとん

ど知られていない。応用上最も重要であるブラックホールの準国有振動で、さえ、その解析

解は未だ得られていない。そのため、与えちれたポテンシヤノレ撞壁の形状から準富有援動

モードを近桜的に計算する手法が数多く考案されている。代表的な計算法は次の 3つで

ある。

5ふ 1 連分数震関を用いる方法 (Leaverの方法)

今B知られている準富有振動の近似解法のうち、最も良い精度をもたらすのは、 fLeaver

の方法Jと呼ばれる方法である [13]。今B、ブラックホーノレの準富有振動数の f理論彊J
と言った場合、この方法によって計算されたものを指す。 Leaverは、ブラックホーノレの準

毘有振動を特徴付ける波動方程式がHJイオンのSchrるdinger方程式と需型であることに

着Eし、亘Jイオンのエネノレギー準{立を求める方法を利用した。この方法では、波動関数
から漸近的境界条件を満たすような昌子を引き抜いた上で級数展開を行い、係数が満た

すべき 3項漸北式を求める。さらにこの3項漸化式は、無限連分数で表されるωの特性方
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程式に帰著できる。 Lea釘，veぽrはこの無F摂畏連分数を有隈項で
値的に解き、ブラックホーノレの準富有振動数を求めた。 Leaverの方法の優れている点は、

準富有振動数を高次のモードまで高い精度で計算できることである。但し、ポテンシヤノレ

の形状が解析的にわかっていないような場合は、適用することができない。

5.6.2 ポテンシャルを解析関数で近椴する方法

Poschl-Tellerポテンシヤノレは2留のパラメータ(ポテンシヤノレ障壁のピーク笹と曲率)

ーを持っており、これらのパラメータの自出度を用いて準居有振動を求めたいポテンシャ

ノレの極大点近傍にPoschl-Tellerポテンシヤノレをフィットさせることで、準富有振動数を

Poschl-Tellerポテンシヤノレの厳密解から近鋭的に求めることができる。本論文では、この

方法を提案者の名前から rMashhoonの方法」と呼ぶことにする問。この方法によると、

準富有振動数Lらは

ωn=(%-if)1/2-4(n÷;)(jf)1/2 (5.47) 

と計算される。ここで下付き添え字46はピークにおける笹を表わす。
Mashhoonの方法はWKB近似法〈次項参照、)と同じくポテンシヤノレの解析形がわから

なくても準富有振動数を求めることができるが、その誇度は高次のWKB近似に比べると

一般に劣るο 一方で、 WKB近似の次数を上げても準毘有振動数が収束しないようなポテ

ンシヤノレでもこの方法を用いると比較的精度良く計算できる場合がある。

5.6.3 WKB近似を用いる方法

5.2節で述べたように、準富有援動モードを求めるには、ポテンシヤノレ欝壁による散乱

問題が解ければよい。 SchutzとWillは、ポテンシヤノレ散乱問題をWKB近似を用いて解

き、準匝有振動数を与える近似公式を導いた [19]0この方法は、ポテンシヤノレ障壁の形状

が数値的にさえわかっていれば準固有振動数を算出できるので、 Leaverの方法が適用で

きない場合には有効である [12]0また、 WKB近似はその精度を系統的に上げていくこと

が可能である。現在、この方法による準富有振動数の公式は、 WKB近訟の6次まで求め

られている [10，9ヲ11]0
この方法では、ポテンシヤノレ撞壁から離れたところでの向次解司!w(x)をWKB近似解
で重き換える。 1次WKB近似を摂jに取ると、 x<<xoでは

'71 r rx 1 

丸 (x)~ rつ τ乙__¥ 11 I:1 exp I +i Iゾw2- V(ど)dx' I 
ZI r rx i _ ， _ .1 

+-;: n 二、'"I1" exp I-i Iゾω2-V(ど)dx'l (5.48) 
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とし、同様にx>>ニぬでは

丸 (x)~ rつ511r.:exp [サ:μ-V(X') dx'] 
ZIII r (X j _ .1 

十一二…，:;-expトiIゾω2-V(x') dx' I (5必)

とする。ここで、 xI， X2 (X1く Xoく X2)はω2_V(X)=0となる点、いわゆる古典的転回

点である。特に無限遠ではV(x)はo~こ近づくので、くEω (x) は Z →土∞では漸近的に

( zlω-1/2e+iw(x-xr) + Z~w-1/2e一例z-21)? Z →-∞ 

雷ω(x)r-.J < (5.50) 
lZ~Iω-1/2e+iw(x-X2) + Z~Iw-1/2e一弘炉22)? Z →+∞ 

と書かれることになる。

同次方程式(5.9)の一般解は任意定数を2つだけ持つので、 4つの孫数ZLzEIは互い
に独立ではない。 ziとZEIとの関の関係を決める変換行列は散乱行列と呼ばれ、

(~D=Mγ(Z:) (5.51) 

で定義される。散乱行列の各要素はポテンシヤノレ障壁の構造と振動数ωから決まる。 Schutz

とWill[19]は、散乱ポテンシヤルを極大点のまわちで寡級数で近似し、同次方程式 (5.9)

の近{誤解をWKB解と接続することで散乱行列を求めた。導出は補足Dに示すことにし、

ここでは結果のみを示す。

ルtv= 

(2π)1/2 

F(ν)2f( -v) 

e~1τv 

-eπν 

iF(ν)2e付ν(2π)1/2

f(ν+ 1) 

1 w2一九
ν十E

三
Z(-2W)1/2

! 1¥(ν+1/2)/2 
F(ν)=ε一〔叶1/叫 ν十三)

(5.52) 

(5.53) 

(5.54) 

準国有振動は、向次方程式 (5.9) の outgoing境界条件を満たす解であるから、 z~= Z!!I = 0 
とおしすると、 (5.51)より散乱行列の要素に対する条件

(2π)1/2 
(MV)11 = nf  ~~~:，{ _ .¥ = 0 (5.55) 
F(ν)2f(ージ)

が得られる。 F(ν)は正則な関数であるから、この条件はν三九=0，1，2，'"のときのみ
満たされる。これを (5.53)に代入すると、 ωが

ω2 く=vo -i(n+ ~)(_2V~')1/2 (5.56) 
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のとき、 outgoing境界条件が満たされることがわかる。これが準国有援動数仙の 1次

WKB公式であるQ 高次WKB公式では、これに〈ポテンシヤノレの橿大値における〉高階

微分の項を含む修正項が加わる。

この方法は一般に、 ηの小さい、すなわち減衰時間の短いモードに対しては良い精度

で準冨有振動数を与えるが、 ηが大きくなるにつれて近訟が悪くなる。これは、散乱行列

(5.51)を求める際に r2つの古典的転E点が十分近しリという前提をとっているためであ
る。一般にnが小さいモードは2つの古典的転回点が近く、 ηが大きくなるにつれて古典

的転居点は離れていくと考えられるのは、 5.4節で述べたとおりである。このような前提

が必要である理由は、ポテンシヤノレを極大点の罵りで寒級数に展開しなければならないか

らである。

例として、 l次WKB公式(5.56)を用いてPるschl-Tellerポテンシヤノレの準富有振動数を

計算してみることにする。 Lす予ZMzo)=-2K2%であるから、準国有援動数のWKB
近似値ω:VKBは

(W:
KB? = 九一 2i(叶~)何K

となる。一方、敷密解(5.16)の2乗は

ω:=%一千-2i(η 十~)('10一千)1乍-(η+j)2K2
である。ここで、 (5.58)をKjゾ誌の幕で展開すると、

w~ = '10 一時十~)何K-[i÷(n+j)21K2dn+j)長+

(5.57) 

(5.58) 

(5.59) 

となる。これと (5.57)を比較すると、 (ω，;;KB)2は厳密解から Kj、/誌のl次の項までとっ

たものであることがわかる。従って、九>>K2、すなわち

Vo~ 戸可万 (5.60) 

であればWKB近似は良い近似になっている。

一殺のポテンシヤノレV(X)の場合でも、条件(5.60)が成立していればWKB近似は良い

精度でωη を与える(包し ηが小さいモードに隈る)。逆に、羽茂吉近似が長い近似として

成立するような場合は必ず(5.60)が成り立っているので、 (5.56)より、 WKB近似が適用

できるポテンシヤノレ障壁の準国有振動は、 ηが小さければ必ずIRe(ω)1~ jIm(ω)1を溝た

している。

6 流体の準固有振動

この章では、前章で述べた準国有振動の理論を流体系に適用し、非一様な構造を持つ流

体の流れ、特に遷音速流の準固有振動を議論する。 2章で述べたように、遷膏速流中の音

波のふるまいはブラックホール時空上で、の光や重力波のそれと著しい対芯関係を持つ。そ

して、本章で明らかにするように、遷晋速流も

ドを持ち、それちは実際にブラックホーノレの場合と需じような状況下で励起される。

q
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流体系の準固有振動を研究する意義は次の2点が挙げられる。 1つは、準固有振動を引

き起こす現実モデルとして遷音速流を考えるとき、理論的取り扱いがブラックホーノレの場

合と類似しており、かっブラックホーノレの場合よりもはるかに単純であることである。し

かも、重力波の放出は球対称な時空では起こらないため、ブラックホーノレ時空からの準居

有振動放出をEinstein方程式の時開発展を解いて調べようとするとき、時空に球対称性を

課すことができず、車庫対称などといったより低い対称性の下で計算を行わなければならな

い。一方で、流体中の音波は平面波のような 1次元的な波が許される。この違いは、例え

試準固有振動放出を数値シミュレーションで調べようとするとき大きな利点となるであろ

う。もう 1つは、ブラックホーノレの重力波放出に類以した現象を、実験室で実現できるこ

とである。重力波干渉計による重力波の藍接観測が未だ道半ばである現在、ブラックホー

ノレの準国有振動のダイナミクスを研究する方法はEinstein方程式を数笹的に解くことに

限られている。また、重力波干渉計から得られた観漢jデータから興味あるブラックホール

の準固有振動を抽出するために、マッチドフィルタリングと呼ばれる特別のデータ解析法

が研究されているが、この方法iこより重力波が正しく検出されるかどうかはまだ明らかで

はない。従って、もし遷音速流の準富有振動を実験で起こすことができるようになれば、

マッチドフィノレタリングをはじめとする重力波検出手法を実践的に改良することができる

ようになるであろう。

この章では、まず非一様流中での音波の波動方程式をSchrるdinger型の波動方程式に書

き換え、 Laval管の中の遷音速流がブラックホーノレのRegge-Wheelerポテンシヤノレに類以

した“ポテンシヤノレ葎壁"を持つことを示す。これは、遷音速流がブラックホーノレと同様

にホライズンの近くで音波の“曲率散乱"を起こすことを意味する。次iこ、ブラックホー

ノレの準国有振動数の算出法を流体のポテンシヤ/レ韓壁に適用し、遷膏速流の持つ準固有振

動モードの性質を調べる。さらに、背景流の時開発展まで含めた数笹流体シミュレーショ

ンの結果から、遷音速流の準富有振動が実験室においてどのような状況下で励起されるか

を明らかにする。最後に、流体中で音波がポテンシヤノレ障壁とは別の構造により反射され

る場合に準冨存振動数がどのように変化するかを議論する。

6.1 Schrδdinger型波動方程式

Laval管を用いた装量実験を想定し、準1次元流中での音波を考える。速度ポテンシヤ

ノレ摂動争(t，坊の満たす波動方程式は

[(at +伽)ミ(いゐ)-8x附 ]4>(t， x) =。 (6.1) 

でまちる。ここで、 σ三 ρAは各断面での流体の面密度である。

まず、背景流は定常であると仮定し、波動方程式(6.1)全体を時間についてFourier変換

する。

[(二)ぴI d¥-1(d -'1，叶 d~v ) ~; l-iw + V d~) 什]仰)=0 何¥ dxJ dx ¥-dx 
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キ=ご〉 [;iL÷σ{lJM2y[(σ(1-げ小2iω号]d~ 
十σ(1~ M2) [i崎)'+ w2 ~J] oω=0 
仰 )=ρw

(6.3) 

(6.4) 

この常微分方程式をSchrるdinger型の波動方程式に婦着させるため、新しい空関変数ごと

波動関数Gw(c)を

札(x)= eiwj(x)Gw(c) 

的)=-ftE
5=fk  
j σ(1 -M2) 

で導入し、 (6.3)をGw(c)に関する微分方程式に書き換えると、

[去の21ι(ご)=0
g=σjcs 

(6.5a) 

(6.5b) 

(6.5c) 

(6.6) 

(6.7) 

となる。この微分方程式はGωのl階微分の項を含まないSchodinger型の波動方程式の形

をとっているが、“ポテンシヤノレ項"ーω2g2が援動数ωに依存しているので準富有振動数の

算出の際に不便である。 ωに独立なポテンシヤノレ項を持つ波動方程式を導くため、さらに

Gω(ご)=g一収Hω(zつ

本=c小々 =cs-fkcs(1-M2) 
(6.8a) 

(6.8b) 

として (6.6)を書き換える。ここで、 f はブラックホーノレのRegge-Wheeler座標に対応す

る空間変数であり、次元調節のために澱み点音速 cs• を因子として付加した。これにより、
望む形のSchrodinger型波動方程式

[手十k2一川ι例 =0
1 r 9 d2g 1 ( dg ¥2 1 

V(ど)=オーτ一一{一) I 
(]2 I 2αX*2 4¥dx*J I 

(6.9) 

(6.10) 

が得られる。ここで k= ωjcs• は澱み領域における音波の波数である。ポテンシヤノレ項
vいつは(長さ)-2の次元を持ち、まさに音波に対する昔景読の“曲率散乱"の効果を表し
ている。背景流の空間変化スケーノレはLaval管の曲率半径程度であるから、 (6.10)は「波

長が管の曲率半径よりも長い音波は管の中を伝播する際に散乱されるJということを意味

している。また、 Vいつはその定義(6.10)より gの定数倍の変換g→ const.x 9に対して

不変に保たれるので、 (gの中に形式的に含まれる〉澱み点量P.，cs• には依らず、断面積

F20 
0
0
 

つ中
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密 6.1:仮定したLaval管の形状の例と対応するポテンシヤノレの形状。細い曲線はLaval管

の形状土γ(x)、太い曲擦はポテンシヤノレV(x*)をZの関数として表したものである。背景

流は Z軸の負の方向に流れる遷音速流を仮定した。

A(x)のスケーノレ変化にも依存しない。無次元化された量ρjp.， csjCS• は Mach数M の関

数であり、さらにM は断面積-Mach数関係によち無次元化された断面積AjA本の関数で
あるから、ポテンシヤノレ項V(x*)は全体としてAjA本のみに依存するの関数であることが

わかる。

具体的なV(xつの形を見るために、管の形状を次のように仮定するB

ァ(x)=ア∞ -r∞(1-β)exp[-(xj2L?αj 

A(x) =πr(x? 

(6.11) 

(6.12) 

ここでγ(x)は各断面でのノズノレ半径である。この管はx= 0 ~こスロートを持ち、 Ixl :a> L 

で半径一定(=rOO)の管に漸近する。実験装置との対応で言えば、 Ixl足Lの部分がLaval
管で、 IxlゐLの部分が上下流の貯気槽である。また、 αεN，β三 r(O)jア∞ ε(0，1)はそ
れぞれ管の絞られ方とスロート部の相対的な締さを表すパラメータであり、 V(xつの形状

は実費的に久 βの2つのパラメータで特徴付けられる。

図6.1に、仮定したLaval管の形状の例と、それぞれの管の中の遷音速流がつくるVいつ

の形状を示す。図からわかるように、遷音速流のポテンシヤノレ関数は音速点より上流側に

おいてピークを持つ。従って、遷音速流は準富有援動モードを持つことがわかる。

6.2 準富有振動数の算出

準固有振動は波動方程式(6.9)のou培oing境界条件

Hω(♂)rvε一伽¥

Hω(f)~e÷tK21 

f→-∞(ゃ::::}x→0) 

f→÷∞(宇=?x→∞) 

(6.13a) 

(6.13b) 

po 
co 
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α 9 ω。[Cs./L] 
(Poschl-Teller) (1st WKB) (2nd WKB) (3rd WKB) 

1 0.1 1.29 -1.16i 
0.03 2.68 -2.04i 
0.01 4.81 -3.46i 
0.003 8.73 -6.47i 

2 0.1 1.68 -0.95i 2.10 -0.85i 1.78 -1.01i 1.73 -0.91i 
0.03 2.63 -1.06i 3.00 -0.99i 2.65 -1.1li 2.61 -1.02i 
0.01 3.60 -1.28i 4.00 -1.20i 3.57 -1.34i 3.54 -1.26i 
0.003 4.94 -1.66i 5.44 -1.57i 4.86 -1.76i 4.83 -1.68i 

3 0.1 2.23 -1.12i 2.70 -1.02i 2.43 -1.14i 2.46 -1.19i 
0.03 3.22 -1.05i 3.53 -1.00i 3.35 -1.06i 3.38 -1.14i 
0.01 4.07 -1.09i 4;34 -1.11i 4.13 -1.11i 4.15 -1.16i 
0.003 5.07 -1.24i 5.35 -1.20i 5.08 -1.26i 5.09 -1.29i 

4 0.1 2.76 -1.45i 3.36 -1.25i 3.09 -1.36i 3.15 -1.48i 
0.03 3.92 -1.18i 4.24 -1.1壬t4.10 -1.17i 4.12 -1.23i 
0.01 4.77 -1.12i 5.02 -1.10i 4.86 -1.13i 4.85 -1.09i 
0.003 5.69 -1.09i 5.91 -1.15i 5.69 -1.20i 5.66 -1.09i 

表 6.1:異なるノズノレの最小減衰(n= 0)準固有振動の援動数ω。の計算値。“(Pるschl-
Teller)"はMashhoonの方法による値を、“(η-stWKB)"はη次WKB近似法による値を

表す。

を満たす解である。いま、 V(x*)の形状は数値的にしか求めることができないので、準国

有振動数の算出に際してLeave玄の方法を適用することはできない9 そこで、 Pるschl-Teller 

ポテンシャルで近似する方法 (Mashhoonの方法〉と WKB近似法による方法の2つを用

いて準固有振動数の半解析解を計算することiこする。

以下では、準固有振動モードのうち減衰時間が最小のもの、すなわちn=Oのモード
のみを議論する。 5章で見たように、準菌脊振動は一般の外部からの擾乱に対して全ての

モードが励起される。しかし、 n三1のモードはその定義より η=0のモードよりも速く

減衰するため、 ηの大きなモードが極端に偏って励起されない限り、 η=0モードの減衰

時間の半分程度の持需でn三0のモードは相対的に見えなくなっしまう。従って、準国有

振動の観測や数値シミュレーションにおいて ηの大きなモードを検出することは実質的に

密難である。

表6.1に、立ashhoonの方法と WKB近説法から求めたη=0準固有振動数をノズルパ

ラメータ (α?めごとにまとめて示した。 WKB近訟では3次精度 [10]まで計算し、比較の
ため1次及び2次精衰の計算積も示した。但し、 a=lのノズノレに対してはWKB近似の

結果が近訟の次数を上げても収束しなかったため、 Mashhoonの方法の結果のみを記す。

α=1のノズノレで、WKB近似が収束しなかったのは、これらのノズルの作るポテンシヤノレ

撞壁V(x*)がWKB近限法の適用条件(5.60)を満たさないからである。一方、表からわか

るように、 α三2のノズノレiこ対してはWKB近訟法による計算は十分良く(10パーセン

ト程度以内の精度で)収束した。また、 3次WKB近似の結果と Mashhoonの方法の結果

も、ほとんどのノズルにおいて数ノミーセントの精度で一致した。
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6.3 数憧シミュレーションによる準固有振動の励起実験

6.3.1 数値実験の方法

実際の遷音速涜が前節で求めたような準固有振動モードを持っかどうかは、最終的に

は装置を用いた実験によって確かめる必要がある。しかし、準富有振動数がわかっていて

も、それがどのような状況下で励起されるかはわからないままである。そこで、実験室で

どのように準富有振動を励起し、かつどのようにそれを鴻定すればよし功ユを明らかiこする

ため、数値流体シミュレーションによる実験を行った。

ブラックホーノレの場合、準固有振動はブラックホーノレに質点、が落下したときや、ブラッ

クホールが形成されたときに励起されることが理論的に知られている。従って、「音のブ

ラックホールjである遷音速涜においても叡たような状況下で準冨脊振動が励起されると

考えるのが自然である。そこで、今回の数鑑実験で辻次の2つのタイプのシミュレーショ

ンを行った。

(1) r音のブラックホ-)レ」形成
管の中の流体の初期状態は、圧力P.で一様に澱んでいる状態、つまり流れのない状

態とする。初期時刻t=Oに、管のどちちか一端の圧力 Pbndをp.より低くすること

により、管の中に流れを形成させる。このとき、 Pbndを十分小さく設定し、流れが

遷音速流になるようにする。また、最終状態が定常になるように、管のもう一端で

は流体が自告に通過できるとする。これは、星の重力崩壊によるブラックホール形

成に対応するものである。

(II) r弱い衝撃波Jの落下
初期状態は定常な遷音速流とする。初期時刻t= 0 ~こ上流側から弱い衝撃波を下流

側に向かつて落下させ、流れが再び定常遷音速流に落ち着くまで時開発展させる。

これは、ブラックホーノレへの質点の落下に対応する。

この数値実験では、 Laval管の中の流体の時開発展を数{直的に計算するために、 (t，x)空
間を有限体積のセノレに分割するいわゆる有援体積法を採用した。さらに、計算の簡単化の

ため、空間方向は準l次元で近似した。空間方向の計算領域は-7L三x<7Lとし、 4ソズ

ノレ領域"-L<x<Lを501留のセノレで、“貯気槽領域"-7L三:::xく -L，Lくx<ミ7Lをそ
れぞれ250留のセノレで分割した。また、計算額域内で笛撃波を取り扱うために、 MUSCL-

Hancock法と呼ばれる衝撃波高分解スキームを痩用した [22，6， 24]。このスキームは、時
間・空間方向iこ2次の精度を存し、かっ衝撃技直の構造をほとんど厳密解に近い形で分解

することが可能である。数値シミュレーションは、 α=1，2，3，4、s= 0.1，0.03，0.01，0.003 
の計4x 4 = 16種類のLaval管について行った。

6.3.2 数{亘実験。〉結果

以下、ノズノレパラメータ (α?の=(2，0.01)のLaval管を用いたシミュレーションの結果
を典型例として示してし1く。図2(a)の左留は、タイプIのシミュレーションから得られた
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(a)流速分布υ(t，x) (左〉及び loglv(t，x)1
(右)の持空習。右函上の破隷と点擦はそれ

ぞれt>12.5Ljcs・における音速点と衝撃波
面の位置を表す。

(b) 冨定点 Xobs 2.0Lにおける流速
Vobs(t) = V(t， Xobs)。実隷はシミュレーショ
ン結果を、点隷は最小減表準富有振動モード

によるフィットを表す。

函 6.2:タイプIの数値シミュレーションの結果。ノズノレパラメータは (o:，s)= (2，0.01) 
である。

流速分布v(t，x)の時空菌である。時亥tlt= 0に境界x=-7Lでの圧力 Pbndを下げたこと
により、境界からノズル部に向かつて希薄波(rarefaction)が通過し、 Zの負の方向への流

れが形成される。貯気槽領域に近いところでは流れは希薄波の通過後すぐに定常状態、iこ近

づくが、スロートの近傍では希薄波の通過後しばらくは激しく非線形な振動を繰り返し、

貯気播領域よりも遅れて定常状態に落ち着く。これは、スEートの近接で、は管の半径が小

さいために流量保存則に従って希薄波の振幅が増大し、その結果、希薄波の透過に対する

反動がより大きくなるかちである。国2(a)の右留は、この過程における流速の時間変化

合。?めの様子を表したものである。流れが定常遷音速流状態に落ち著き始めた後は、流れ

は定常な“背景流"と非定常な“摂動"の足し合わせになっているとみなすことができる。

従って、流れの物理量の時間微分をとったものは、流れの物理量から摂動成分を抽出した

ものと考えてよい。スロートよりやや上流(x~ 0.5L)に着昌すると、流れが落ち着き始

めたt~ 9L/cs• 頃から、上流の貯気槽に向かつて振動数が一定の減衰振動波が放出され
るが見える。しかも、この位震は(α，β)= (2，0.01)のLaval管のつくるポテンシヤル聾壁
のピーク控置Xo= 0.63Lにほぼ等しい[園6.1(d)参照]。これらは準富宥振動の一般的な
特徴であることから、この減衰援動波が準富有振動であると推定される。

図2(b)は、冨定点X= Xobs = 2.0Lにおける流速Uを時間の関数としてプロットしたも
のである。時刻t= 10L/cs• 頃から見え始める減衰振動波と 3 次 WKB 近似法を用いて算

出したη=0準固有振動の波形を比較すると、確かに両者が非常によく一致するのがわか
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(b) 毘定点 Xobs 2.0Lにおける流速
Vo切手)= V(t， Xobs)。実隷はシミュレーショ
ン結果を、点隷は最小減表準富有振動モード

によるフィットを表す。

図 6.3:タイプIIの数檀シミュレーションの結果。ノズルパラメータは(α，s)= (2，0.01) 
である。

る。 t= 13Ljcs• のあたりで波形が一度不連続に変化しているのは、スロート近傍で生成
された衝撃波が観潟点を通過したためである。

このような減表振動は、タイプIIのシミュレーションの結果からも見ることができた。

タイプIIのシミュレーション結果の例を密6.3に示す。タイプIIの場合は、初めからす

でに定常な遷音速流が形成されており、上流の流れを弱い筈撃波でわずかに乱すだけなの

で、放出される準富有援動の波形は最も安定である。

上と罰様の数笹シミュレーションを異なる管のパラメータ (α，s)について行い、波形の
フィッティングによって準富有振動の中心振動数と減衰時間を測定した。密6.4はこの期

定値と前節の半解析計算による算出笹とを比較したものである。シミュレーションからの

演定値と半解析計算からの算出との関の誤差は α 三 2 ではおおむね 10~も以内だった。

6.4 反射がある場合の準国有振動

準酉有振動は定義により、 outgoing境界条件(6.13a)，(6.13b)を開時に満たす波動であ
る。したがって、ある系が準富有振動モードを持つためには、これらの境界条件が満たさ

れうることが系の構造によって保欝されていなければならない。遷音速流上ではこのう

ち、音速点側 (x*→-∞)での境界条件(6.13a)が満たされることは常に保障される。こ

れはもちろん、音速点を超えて下流から上流へ伝播する音波が存在しえないためである。

-290-



遷音速読を用いた擬似ブラックホールに関する研究

Re (wQl [cs/L] 

2 3 

Reiw告) (cs/L] 

6 5 
守ー一一一「

α=2 

，絡み亀倉p ‘一
ト0.1 ・培、旬、

h 志

向.∞3

G 
O 

ト4
、、
・0
~ -) 

0 
3 
--2 
E 
H 

8 10 
宇一一一一一寸

α;:1 

‘ ‘~、・士一、.
ト0.1 ぺ午、.、ー

“一、‘.、.、‘喝、、、
‘、、、、‘
‘ E 

'"， 

s=O.003 

O 
g 

-2 
{ 

争ミ
、、
腕

U 

-4 
o 
3 
) 

E 
-6 

Re(ω虫) [cs/L] 

2 6 

Re(ω主) [cs/L] 

2 3 '1 

-8 

'.圃t"'~-':':盆
s=O.l J)=0.003 

ミ SG
m 
() 

- -1 

o 
3 :::;. -2 
E 
ト~

~-ーーー「

α=3 

&、溝-依舵k貯モ完卦号三h守翁奇町F

ト何O.引.1 伺 .∞ 3 
-1 

{
A
¥
M
J
U
}
(
2
d
)
g
H
 

図6.4:遷音速流のη=0準富有振動数(α=1ラ2，3ヲ4;β=0.1，0.03，0.01，0.003)。・印、企
印、.印はそれぞれ数値実験からの測定{直、 Mashhoonの方法による計算値、 3次WKB

近訟法による計算笹を表す。

-2 

一方、無設上流側 (x*→+∞)での境界条件(6.13b)が満たされるためには、ポテンシヤ

ノレ捧壁から上流へ向かう波がどこかで反射されて再びポテンシヤノレ障壁に戻ってくるよう

なことがないことが必要であるg 前節の数値シミュレーションでは、上流の境界で音波が

全て外部に透過するとし?う境界条件を設定していたので、準富有振動老観察することがで

きた。しかしながら、実際の装置の境界(具体的には、貯気槽の終端〉でほ一般に音波の

反射が起こるため、境界条件(6.13b)が実現されることは一般に保障されていない。本節

では、上流の境界で音波の反射が起こるような状況下では準富有振動がどのように変化す

るかを議論する。

Boxed quasionormal modes (BQNMs) 

5.5節で見たように、実効ポテンシヤノレ韓壁の近傍に注入された摂動は、空間的に打ち

切られた準富有振動の重ね合わせとして遠方に広がっていく。ここでは5.5節の議論を拡

張し、空間領域がx= xc>> Xoに境界を持ち、 +X方向に進む波動がこの境界上で-X方
向へ反射されるような場合について考えてみる〈図 6.5)。空間的に打ち切られた準固有

振動はある時刻に境界に到達して反射される。これが再びポテンシヤノレ障壁に入射するま

では、「入射波なしj の条件が満たされているためにポテンシャル障壁は準固有振動を放

出しつづける邑しかし、反射波の先頭部分がポテンシヤノレ障壁に入射してしまうと、ポテ

ンシヤノレ障壁から放出される設はもはやoutgoing境界条件を溝たす準富有振動ではなく

なってしまう。このように、遠方の境界で波が反射される場合には、準富有援動は先頭の

波形がポテンシヤノレ障壁に戻ってくるまで、に限って放出される。

それでは、境界で反射された波がポテンシヤノレ撞壁に到達した後は、どのような波動が

放出されるのであろうか。準富有振動の類推から、波は依然として何らかの“富有援動"

1
i
 

Q
u
 

q
L
 

6.4.1 



奥住聡

t 

XO Xc 

図 6.5:準富有振動(QNM)とBQNMの模式的な時空密。灰色の領域はポテンシヤノレ障壁

を表し、実線と破線はそれぞれ準国存援動と BQNMのイ立栢一定線を表す。

の重ね合わせとして表現されることが予想される。また、波はf →一∞方向には反射さ

れることなく散逸することを考えれば、これらの“酉有振動"は準固有援重力と同様に有限

の減衰時間を持つことも予想、される。本論文では、この“富有振動"のことを文献[2，3] 
にならい、 f因われた準富有振動(boxedquasionormal mode， BQNM) Jと呼ぶこと
にする。

BQNMを定義するため、 ou七going境界条件を次のように一般化する。

Hω(x*) rv e-ikx¥ 

Hω(x*) rv e+ikx*十?之ωe-tk{f-zDF ど→z:
(6.14a) 

(6.14b) 

x*一→ -00

ここで、定ωξ[-1，1]は境界壁の反射係数であり、真の観裁量である流速v(ocゐHw)に
とって〈が冨定端 (vlx~ = 0)のとき冗=1 に、開放端 (δおり Ix~ = 0)のとき?と=-1に

なるように定義した。本論文では3むNMは、主支動方程式(6.9)の、境界条件(6.14a)及び
(6.14b)を溝たす解として定義する。

6.4.2 BQNM振動数の半解析公式

BQNMの振動数を求めるために、前章で認介した抗ashhoon の方法を~用した近訟公式

を導く。まず、 Mashhoonの方法と同様に、ポテンシヤノレ障壁の形状V(x*)をPoschl-Teller 

ポテンシヤノレで、近似する。このとき、波動方程式(6.9)の境界条件(6.14a)を満たす解を

HLL)ねっとすると、 H~L)(X*) は近磁的に

fe一伐(x*-xo) x* ~ Xo 
J-T(L) rv ) 

--W L Ake一鵠(x*-xo)+ Bkeik(♂-25)p f 》 Z5 (6.15) 

q
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函6.6:BQNM援動数ωηmのム依存性の例。左毘は振動数の実部、右図は童部である。結
線はωUm，(m =立・・・，6)を、 O，X の記号は数値シミュレーションで得られた波形の振動
数を表す。また、比較のため、通常の準固有振動数ω。を太い水平線で示してある。

と表される。ここでAk，Bkはそれぞれ(5.14a)ベ5.14b)で定義された係数である。これと
境界条件(6.14b)とを比べると、 kが

F(s+)r(s_)r(-ikjK) rn _2iks 

r(s+ -ikj K)r(s_ -ikj K)f(ikj K) . -W-
(6.16) 

を満たすとき、 HLL)はBQNMであることがわかる。ここで、ム =x~ -xoとした。以下で
は簡単化のため、長射係数定ωはωに依らないとし、単に?とと書く。さらに、 BQNMの
振動数ωは準固有振動数ぬ =-ics.K(s+十めから大きく離れていないと仮定し、 (6.16)

の左辺を k= 丸三 cs•ω況のまわりで展開すると、

i(kn - k1 rv  'D n2ikム
GnK 

(6.17) 

が得られる。ここで

J(s_ -s+ -n)f(s+十η)r(η 十 1)
Gn=(-l) 

r(s+)f(s_)f( -s十 -n)

である。式(6.17)は解析的に解くことができて、解は

k=九十土W(2GnKR.6. e
2ik托ム)ぅ

2ム '---'0--'--- J 

(6.18) 

(6.19) 

と表される。ここで、 W(z)はLambertのW 関数(あるいは、乗積対数関数)と呼ばれる

複素関数であり、一般の複素数zに対して多伍である。 (6.19)の第一項が反射波が存在し

ない場合の“通常の"準国有振動数であるのに対し、第二項は反射波が存在する場合に振

動数がどの程度ずれるかを表す量である。そして、第二項が多缶であるということは、 i&

射j皮が容在する場合、ポテンシャ)1..-障壁の持つ酒々の準富有振動iま、無限個のBQNMに

分岐するJということを表している。本論文では、第η準固有振動から分岐したBQNMを

0以上の整数の組(n，m)でラベルし、振動数の実部が小さなものから順にm=Oヲ1，2，". 
とする。

半解析公式(6.19)が求まったので、これを黒いてLaval管の中に実現される遷音速流の

BQ討M振動数を調べてみる。密 6.6は、ノズノレパラメータ (α)s) = (2ラ0.01)のLaval管

っdGd
 
つ山
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の上流 (x= xc > Xo)に、反射捺数の小さい境界壁え=0.09を取り付けた場合のη=0
のBQNM振動数ωOm(m=仏・・・， 6) を、ム x~ -xoの関数としてプロットしたもので

ある。

まず、振動数の実部Re(ωnm)に注目すると、 Re(wnm):::: (m+ 1)πCs・/ムでよく近似でき
ることがわかる。このことは、 BQNMの波長λnmどおら.jRe(ω'nm)がおおむね2ムj(m+1)

であることを意味するが、これはXoとxcの聞に爵じ込められた音波の富有振動の波長iこ

等しいc この点については、上流側の領域が境界壁によって有限の長さに制限されたこと

で、ポテンシヤノレ障壁から放出される膏波はポテンシヤノレ捧壁と境界壁の間の距離の整数

分の 1の波長しか持てなくなったためと解釈できる。

次に、振動数の童部Im(ωnm)に注Eすると、ムを大きくするにつれて各BQNMの減衰
率IIm(ω'nm)Iは減少することがわかる。この理由は次のように考えられる。 BQNMは減
衰振動であるので、早い時刻にポテンシヤノレ障壁から放出された波ほどその振幅が大き

い。ムを大きくすると、放出された波が反射されてもとの場所に震ってくるのにかかる持

需がより長くなるため、戻ってきた波はより早い時刻に放出されたものになる。したがっ

て、定を固定してムを大きくすると、ポテンシャル障壁近傍で、見た反射波の振幅は相対

的に大きくなる。これは、ムを国定してえを大きくするときの効果と実質的に同じであ

る。後で見るように、冗を大きくすると IIm(ωnm)1は一般に減少する。このため、定を冨

定してムを大きくしても 11訟 (ω先制)1は同様に減少するのである。
一方、ムを固定したときの減表率 11m (wnm)1を異なるmに属する BQNMの関で比較す
ると、もとの準圏有振動の{直Re(ωπ)fこ近い中心援動数を持つモードほど、より小さい減

衰率を持つことがわかる。そもそもポテンシヤノレ障壁の準富有振動数は、ポテンシヤノレ欝

壁の共鳴振動数で、あった。したがって、ムを固定して考えると、上流からの反射波がこれ

に近い振動数を持つモードほど下流領uに透過しにくく、結果的にエネノレギー減衰率を表す
IIm(怖心!は抱のモードより小さくなるのである。
また、 BQNMの最小減衰モードは、もとの準富有振動の最小減衰モードよりも小さな

減衰率を持つことも留からわかるが、これは上流でも反射によって波の散逸が抑えられて

いるためである。

半解析公式(6.19)から得られる以上の結果を確かめるため、上流に反射壁がある場合の

数値シミュレーション(タイプ1)を行った。比較のため、その結果を函6.6上にプロッ

トしてある。数寵シミ江レーションで得られた波形の振動数は、 (6.19)から予測される

BQNMのうち、減衰率の小さなモードと良く一致するのがわかる。これは、反射壁がない

場合の波形が最小減衰準固有振動モードでよくフィットできるのと同じ理串による。また、

ム記~ 1.9Lの数{直シミュレーションでは、観測された波形から 2種類の減衰振動を抽出す

ることができた。これは、国6.6(めからわかるように、ムが大きくなると異なる BQNM

需の減表率の差が小さくなり、より多くのモードが見えるようになるためである。

6.4.3 反射率が大きい場合のBQNM振動数

(6.16)から公式(6.19)を導く際、 BQNM振動数ωnmがもとの準富有振動数怖からあ

まり離れていないとしづ近訟を用いた。これは、上の傍のように境界壁の反射孫数定が

小さい、つまり反射の弱い場合には満たされる。逆に、反射係数が 1に近い場合lこはこ
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図 6.7:完全反射壁(定=1.0)がある場合にタイプIの数笹シミュレーションで見られる

音波の波形c ノズルパラメータは(α，s)= (2ヲ0.01)、境界壁の位置は X= Xc = 3.0Lとし
てある。実線は数値シミュレーションから得られた速度Vobs(t)=υ(久2.0L)、点線は振動

数ωLjcs•= 2.66 -0.00304i の減衰援議、破線は振動数ωLjcs•= 2.66 -0.00304i， 3.46 -
0.0294i， 4.23 -0.114iの減衰振動の重ね合わせを表す。

の近似は悪くなるので、この場合の BQNM振動数は (6.16)に戻ってこれを数値的に解

く必要がある。国 6.7は、ノズルパラメータ(白ヲs)= (2，0.01)のLaval管に完全反射壁
定=1.0を位量 Xc= 3.0Lに取り付けた場合の数値シミュレーション(タイプ1)から得
られた音波の波形である。この波形からは、援動数の異なる 3 つの減衰振動 (ωLjcs• = 
2.66 -0.00304i， 3.46 -0.0294i， 4.23 -0.114i)を抽出することができた。この振動数は、方
程式(6.16)の数笹解のうちの3ついLjcs・=2.48-0.00427i， 3.37-0.0296i， 4.20-0.114i) 
とよく一致する。また、同じ位置に定=0.09の反射壁を取り付けた場合の最小減衰BQNM

の援動数がω=3.54 -0.462iであることからわかるように、反射係数?之が lに近づけば

近づくほど、 BQ討Mの減衰率IIm(ω)I fま小さくなる。これは、反射が完全反射に近づく

ほど遠方へのエネノレギー散逸が;J、さくなるために他ならない。

議論:流体の準富有振動の実験に向けて6.5 

この章で明らかにした事実を以下にまとめる。

(1) Laval管の中に形成される遷膏速流は、 Laval管の構造で、決まる準国宥振動モードを

持つ。

(2) Laval管の中に遷音速流が形成されたり、その遷音速流上に局所的な摂動が与えら

れると、摂動成分は空間的に打ち切られた準酉有振動として遠方に広がっていき、

流れは定常状態に落ち着いていく。
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(3)上流復!Jで波が下流に向けて反射される場合、与えられた摂動は通常の準富有振動の

重ね合わせではなく、 BQN氾の重ね合わせになる。この場合、観測される減衰援動

の中心振動数は反射が起こらない場合と大きく変わらないが、減衰時聞は反射の強

さに応じて長くなる。

この章を終えるにあたり、 Laval管を用いた装量実験で準富有振動を観測するとき、ど

のような点に注意すべきかを議論することにする。今回行った数値シミュレーションは、

当然ながらノイズレスであり、準固有振動が実際には検出できないほど減衰してもその波

形を見ることが可能で、あった。しかしながら、実際の装置を用いた実験では多かれ少なか

れ雑音が混入するため、減衰時間より長い時間にわたって準冨存援動の波形を観誕データ

から取り出すことは実質的に不可能である。そのため、実験に際して少なくとも次のよう

な取り扱いが必要である。

-準毘有振動を励起する方法iま、背景の定常遷音速流を可能な限り乱さない方法で行

う。今昌行った数値シミュレーションでは、タイプIの方法は準富有振動の放出の

訴に激しい背景流の変化を伴うのに対し、タイプIIの方法は流れをわずかに乱すだ

けでよいので、この点でタイプIIの方法はタイプIの方法よりも優れている。

・準固有振動の振動毘期に比べて減衰詩閉が長くなるようなLaval管を採用する。準

富有振動のような減衰振動をノイズを含むデータから検出する場合、減衰時間がた

だ長いだけでは検出効率は上がらない。むしろ重要なのは、減衰詩間程衰の聞に荷

サイクル分の振動が含まれるかである。リングダウン重力波のデータ解析の分野で

は、これをQ謹
吋一

ω
利一阻

「
J
I
-
T
a
i
一つ山一一
一ハ可 (6.20) 

と呼ばれる指標で表す。一般に、 Q{I直の大きい減衰振動ほどノイズを含むデータか

ら検出しやすいと考えてよい。この量が無次元であることからわかるように、ブラッ

クホーノレやLaval管のスケーノレを変えるだけではQ笹は変化しない。ブラックホー

ノレの場合、角運動量ゼロ (Schwarzschildブラックホール)ではQ値は小さく〈最小

減衰モードでQ~ 2.1)、角運動量が大きくなるに連れてQ値は無限に大きくなるこ
とが知られている。今回考えたLaval管では、最も Q値が大きい形状でもその髄は

高々0(1)で、あった。その理由は、 Laval管のつくるポテンシヤノレ捧壁がg=σjcsの
みに依存する関数であり、 gの曲率以外にポテンシヤノレの構造を特徴付ける物理量

が無いためである。これはSchwarzschild時空がSchwarzschild半径らだけしかもっ

ておらず、無次元の量を非るための能の物理量が存在しないことに対忘する。この

ように、 Laval管の形状自体を変えることで準富有振動のQ値を大きくすることは

非常に盟難である。これについては、前節で議論した境界における反射をうまく科

用するのが有効であろう。減衰援動の中心振動数を大きく変化させずに減表時間を

大きく増幅することができるということは、 Q~直を大きく増橿することができると

いうことに他ならないからである。前節で示した計算結果は、境界が完全反射壁の

場合はQ値を 100程度にまで増幅することが可能であることを示唆している。

戸。
口同
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7 まとめ

本論文では、遷音速流上で起こる、ブラックホーノレのHawking輯射と準国有援動に対

応する現象について議論した。結論を以下にまとめる。

(l)Hawking輯射

・Hawking轄射が表面重力κで持徴付けられる Planck分布を示すのは、ブラックホー

ル形成前の真空を決定する固有振動解が、ホライズン近接で指数関数的赤方偏移(引

き延ばし)を受けることに起因する。従って、遷音速流形成直前に入射した正弦波の

音波が音速点近傍でどのように変形されるかを見ることで、対応するブラックホー

ノレの豆awking轄射のスベクトノレを実験的に検証することができる。

・今田行った数寵実験で、は、表面重力κで特徴付けられる引き延ばしを受けた音波(圧

力摂動〉が1/κ程度の時間にわたって観測されることを示し、引き延ばされた波を含

む音波から生成粒子スベクトノレの古典的対応物を計算すると、確かにそれがPlanck

分布に従うことを明らかにした。

・装置を用いた実験に際しては、 Laval菅の曲率半径よりも十分短い波長の音波を入

射すれば、引き廷ばされた波形を精度良く観測できると考えられる。

(2)準匡有振動

・遷音速流は、ブラックホーノレと同様、晋速点の上流領，Ijに音波を散乱する構造を持ち、

この構造の存在により遷音速涜は準富有振動モードを持つ。

・準富有援動が上流の構造によって一部反射されて戻ってくるような場合、準富有振

動数は変化を受ける。特に、準国有振動の減衰時間は必ず増幅する。これは、遠方

への波の散逸が起こりにくくなったことを反映したものである白

・実験において波形の検出を容易にするためには、大きいQ1!直を与えるような遷音速
流を形成する必要がある。ただ、 Laval管の形状の操作のみによってQ僅を大きく

することは難しいので、必要であれば貯気槽の内壁での反射を利用して Q~査を増幅

するなどの工夫をするべきである。
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A 計量テンソル

この章では、本論文の議論において最低摂必要とする計量テンソノレの概念と、それに関

連する事項についてまとめる。より詳細については、相対論の標準的な教科書(例えば

[27， 28])を参照されたい。
一般相対性理論では、「曲がった時空Jを「多援体ん4上に“距離"が定義されたものj

として取り扱う。この“距離"を定めるものが「計量テンソル(metrictensor) Jであ号、

通常gで表記する。

時空ん4上の2つの点(t!t界点)XA，XB E Mの間を結ぶ曲線(世界線〉を考える。こ
の曲線の線素の“長さ"(富有長)は一般に

ds2 = L9jtv(x)dxμdxv三 9jtvが dxv (A.1) 
μ，v 

で定義される。ここで、 μ，V= 0， 1，2，3であり、げは曲線上の世界点Zの座標である。一
般に、 XOを時間座標、どが =1，2，3)を空間塵標とすることが多い。また、 gjtv(X)は計量
テンソノレgを産標{Xμ}で座標表示したものである。計量テンソノレgや緩素ds2は、いず

れも f計量j と呼ぶことが多い。

例えば、平坦な時空 (Minkowski待空〉の計量は、 4次元デカルト座標が =(ct，民払z)
表示では

ds2 =ημvdxμdxV = -c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 (A.2) 

と書き表わされる。ここで7ljtV = diag. ( -1， 1， 1， 1) (diag.は対角行列)である。任意のな
めらかに曲がった時空上でも局所的に見ると平坦なので、時空上の任意の世界点に対し

て、その十分近傍に限って9Jtv勾 7ljtvとなるような座標系が脊在する。このような座標系

を「局所慣性系j と呼ぶ。罵所'畏註系の存在は物理的には、重力が居所的iこは慣性力と区

別できないこと〈等缶原理)を意味する。

また、ある産標系でgμジチ7ljtVとなるからといって、これが「時空が曲がっているJこ
とを意味するわけではない。例えば、平坦時空の計量(A.2)は、空間方向を球産標(r，B，<p)
で表せばgμν=diag.(-lぅLT2?T2siI129)となるが、これは座標系が“曲がっている押だけ

で、あって時空は欽然として大局的に平坦である。このように、時空が曲がっているかどう

かは計量テンソルの座標表示9jtvだけからは知ることができず、時空の「曲率J(gjtvの座

標に関する 2@J微分に比椀する量)を求めなければならない[27，28]。
時空上の線素の固有長ds2は一般に負の値をとりうる。例えば、平坦時空の計量(A.2)
においていdt)2>(dX)2， dy = dz = 0とすると、 ds2く Oとなることは明らかである。世
界線上の任意の線素の富有長が負になるとき、この世界線は「時間的 (time-like )であるj
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という。また、時間的世界線で結ぼれる 2点は、 f互いに時間的であるj という。同様に、

ds2 > 0であれば f空間的 (space-like)J、ds2= 0であれば fヌノレ(null)J という。時空上
のl点Zから(あるいはZに向かつて〉清報を伝達することが可能な領域はZに対して持

需的な領域とヌノレの預域に摂られ、互いに空需的な2点は因果関係を持たない。

計量テンソノレgμν を用いると、一般の座標系討に対する d'Alembertian口は

己=吉弘Fヨパ (A.3) 

と表される。ここでgは9f.LVの行列式、 gμν は9f.LVの逆行列である。例として、球座標表

示された平坦時空の計量9f.LV = diag.( -1，1，ァ2，r
2 sin2 8)を考えると、 9= -r4sin28およ

びダジ=diag.( '-1，1， r-2， r-2(sin8)-2)から

ロ=ーか43A÷てとっδ'(}s叫+マιd
r" r" Sln σ r'" Sln-tJ T 

となり、よく知られた形が得られる。

(A.4) 

B Schwarzschild時空

Schwarzschild解(時空)は、 Einstein方程式の静的・球対称・瀬近的平理な解である。

Schwarzschild持空の計量は次のように与えられる。

ds
2 
= ー (円lト一与ヲ引)同♂内品判仲d改4仲t三か:い+;古与主-ト÷打刊γρ向却2勺切d必Q

T 

、i
J
1
ムB
 

''s
，、、

ここで、 d0，2= d82 + sin2 8d伊2は82上の線素、らはSchwarzschild時需、ら =2GMBH/C2 

はSchwarzschild半径である。この計量のγ→∞の極摂からわかるように、九は「空間

的無限遠で静止する観測者の富有時間j という意味を持つ。本論文では、座標(cts川 8，<p) 
を8chwarzschild座標と呼ぶ。

B.l Schwarzschild時空上での自由粒子の運動

Schwarzschild時空上での自由粒子の運動、特に自由落下運動を解析する。自由粒子の

Lagrangian ~ま

乙 =39JT
1. r¥ 1 r¥-1 'l，;''l.  'l ~ .'l， I -τ1-(1-I.~) ♂i2 + (1 -I.~ )戸+γ2(e2十sin2D(j}) I (B.2) 

L. I ¥ アノ ¥ アノ i 

である。ここでドットは粒子の固有時需ァに関する微分を表す。このLagrangianは一般

論により誕地線に治って保存される運動の定数であ号、その笹は -mc2/2に等しい [27]。
さらに、このLagrangianはXO(= cts)， x3( = <p)を含まないので(循環座標)、 4元運動量

δ乙
(B.3) Pμ=石戸
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の第Q成分と第3成分は運動の定数である。すなわち、

長。=0=* E三 -cpo= mc2 (1 _ r 9 )ι= const 
¥ rl 

P3 = 0 =今 Lz三 P3= mr2 sin2 Bや=const. 

ここでE，Lzはそれぞれ質点のエネルギーと z斡まわりの角運動量である。
の球対称性より一般性を失わずにB=π/2，B = 0としてよい。

(B.4a) 

(B.4b) 

さらに、時空

自由粒子の一般の運動を求めるためにはEuler-Lagrange方程式(潟地線方程式〉を解

かなければならないが、特殊な運動に摂って求める場合は運動の定数を利用することに

より、運動を簡単に解くことができる。自由粒子が動径方向の岳由落下運動を行う場合、

Lz = 0， E = mc2より

; C♂
2 乙=Z引[一(やト1ト一守引)c2p + (やト1ト一守引ザ)-γ

一→11υ千

=斗Z引μ(やト1ト一ヲ引ザザ)-γ一→
1
[_ 

(一べ(三£
E)2ん 2]

=2(1-守)-1 (一♂+i'2)
これを手について解くと、

前)三十 -c{f:

(B.5) 

(B.6) 

が得られる。担し、自自落下を考えたので、符号を負iこ取った。 (B.6)で定義した句(ァ)を

本論文では“自由落下速度"と呼ぶo Vff(ァ〉がγ=らで王員せであることから、自由落下す

る粒子はホライズンを荷事も無く横切ることがわかる。なお、 γくらで Vff(ァ)はCを超え

るが、粒子の測地線はds2= gf.LvdxμdxV = -c2dγ2くGより常に時間的である。

B.2 Painleve-Gullstrand座標

Schwarzschild座標(cts，r， B，ψ)で座標表示されたSchwarzschild計量(B.1)は、動径産標
がホライズンァ =γgのところに特異点を持つ。そのため、 Schwarzschild産標ではホライ

ズンをまたいで時空を表現することができない。このことを理解するため、 ct針。?をフが一

定でγをパラメータとする曲線を無限遠γ→∞からホライズンiこ向けて連続的に伸ばす

ことを考える。この曲線の各線素の固有長ds2は、 (B.1)より

ds2
合
2s-=一一一一一
1一二三
ア

(B.7) 

となるが、 T→らで右辺の分母が発散するため、この曲線はr=らをまたいでγくらの
領域へ悼ばすことができない。実は、以下で示すように、この特異点はSchwarzschild時

空自体の性質ではなく、 Schwarzschild座標の性賞に起菌する「見かけの特異点(産標特

異点)Jである。
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新しい時間変数らを

cdt.-. ==勺=p一 rh (B.8) 

ア

で定義する。これは積分することができ、

• () 1_ _ • _ 1_  (ゾ子ーの¥act.-. = ct" + 2~ 庁二子 +r，.， lnf' v"  1+ 
p ~v:; ， -v. Y' ， . Y ~ ¥ゾ子+y匂)'

となる。これを用いて Schwarzschild計量(B.l)を書き換えると、

ds
2 =ーや-V4+2cF仙川ん2dC!2 (B叫

(B.9) 

となる。座標系 (ctp)r， e，ψ)はPainlevふGullstrand産標と呼ばれ13、持間変数らは
PainlevふGullstrand時間と呼ばれる。

Painleve-Gullstrand産擦はSchwarzschild座標と異な号、ホライズンをまたいで時空を
覆うことができる。なぜならば、 tp)B，ψが一定でγをパラメータとする曲線を考えると、
その線素の冨脊長はお2= dr2となり、ァ=らをまたいで伸ばすことが可能だからである。
このことから、上で見たァ =rgでの特異点がSchrarzschildgg標の産標特異点に過ぎない
ことがわかる。

PainlevιGullsむand産擦の主な特徴を以下に挙げる。

• tp =一定の時間的超曲面は3次元Euclid空間E3である。このことは計量(B.I0)の
表式においてdtp=ーとすればわかる。すなわち、 PainlevιGullstrand待問らは空

間方向が平坦に見えるようにとられたものである。

・計量を“自由落下速度))Vff(ァ)=-cjζ/rを用いて書き換えると、

(.. Vtr(γ)ヘ2J.L2 ds2 =一(1-Vtt~ J ) c2dt; -2Vtr(付 dtp+dT2+T2dQ2
-♂dt; + (dr -Vtr(γ)dtp)2十 γ2du，2 (B.l1) 

となる。この式からわかるように、 Schwarzschild時空上で自由落下する観測者の富

有時間dァはPainleve-Gullstrand 時需dtpに一致する。

なお、 Schwarzschild座標表示の計量(B.l)はγ=0にも特異点を持つが、これはPainlevι

Gullstrand座標表示によっても解泊されない。この特異点はホライズンでの見かけの特異

点と異なり、 Schwarzschild時空自捧の性質に起因する f真の特異点(曲率特異点)Jであ

る。実際、 γ=0では産標変換に対して不変な曲率が発散することが知られている。

13Lemaitre座標とも呼ばれる。

宅

z-nu 
つd
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B.3 Kruskal拡張

Schwarzschild時空は時間反転不変な時空であり、実はブラックホーノレとホワイトホー

ルを同時に含む。このことは、以下に示すSchwarzschild時空のKruskal拡張によって端

的に示される。

まず、遅延ヌノレ窪標uと先進ヌノレ産標 Uを次で定義する。

匂 =ct-〆(一∞く Uく∞)

む=ct十戸 (-∞くりく∞)

(B.12) 

(B.13) 

ここで、

~fzt=T+Tgln(千) (ア >rg，一∞く戸く∞) (B.14) 

ア

はRegge-Wheeler座標14である。これらを用いると、 Schwarzschild計量(B.1)は

が=-(1-守)ω+却 2

と書き換えられる。さらに、薪しいヌノレ座標

U=-e一組fc (一∞く Uく0)

V = +e+K:v/c (0くVく∞)

を導入して (B.15)を書き換えると、

c2(r -rg) 
s-= 凸 ~ldUdV十 r2d0?
Tκ2UV 
♂(γ-rg) = '-' ¥' ， '~l， dUdV十戸d0，2
Tκ2eκ(Vー包)/c

rnC2 ....__{_Ir -rr¥1-2K-rg/c ___ __ _ ~ __" 
• g'τe-2K:rjc (一一:.JL) ~. dU dV十戸do''2 (B.18) 
Tκ“¥rg ノ

(B.15) 

(B.16) 

(B.17) 

となる。 dUdVにかかる因子を見ると、 κを

C C3 

κ=一一一=一一一一一一
2ア9 4GMBH 

(B.19) 

とすれば、この計量はァ =rgで正去りになることがわかる。 κをこのようにとるとき、産標

(江V)をKruskal産標と呼ぶ。
(B.19)で定義されたκは、実は自由落下する粒子がホライズン上で受ける重力加速震に

比例する。粒子の自由落下加速度を句とすると、

drd引押 引2
αE=275(ァ(ァ))=ZEf=一去 (B.20) 

14亀座標 (tortoisecoordinate)とも呼ばれる。これは、子がどれだけ減少しても(ァ*→∞)ホライズン
(r = rg)に裂達できないからである。

nJ臼Au 
q
J
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と表されるが、ホライズンr=ら上では峰=-cなので、

_2 

同Ir=rg 合 =cκ
“I 9 

(B.21) 

となることがわかる (c= 1の単イ立系なら κそのものである)。このような理由により、
(B.19)で定義されたκは表面重力 (surfacegravity)と呼ばれる。

計量がホライズンァ=らで正則であることから、 Kruskal座標(U，V)はホライズン
ァ=らをまたいで定義できる。実際、

UV=-e均一包)/c= _er* /rg =ーと二rger/rg (B.22) 
7・9

より、 r=らが{U= O} U {V = O}に対応し、(訊V)を-∞く玖Vく∞ (UVくりの領
域に拡張できることがわかる。 Kruskal座標(玖V)を用いてSchwarzschild計量を表現す
ることをKruskal拡張という。もとの-∞く Uく0，0くVく∞の領域をSchwarzschild

時空の?外部領域Jと呼び、これに対してGくU，Vく∞の標域を fブラックホーノレ領域j、
-∞く U，VくOの領域を fホワイトホール領域」と呼ぶ。残ちのGくUく∞?一∞く VくO

の領域は、-∞く Uく0，0くVく∞で定義される外部領域とは因果関係の無い、もうひ

とつの外部領域で、ある〈補足C参照〉。

一方、 Kruskal座標を用いても γ=0の特異点は残るので、 (U，V)をUVどlの領域に

拡張することはできない。

C Penroseダイアグラム

時空の大鳥的な因果構造(どの領域がどの加の領域と因果的に繋がっているか)を表現

するにはPenroseダイアグラムが便利である。 Penroseダイアグラムとは、 (i)ヌノレ方向を

常に傾き 45度iこ保ったまま、 (ii)無限遠方を含めて有援のパラメータで時空全体を記述

する図のことをいう 15。この章では、 Penroseダイアグラムの3つの具体例を示すことに

する。

C.l Minkowski詩空

話inkowski時空(平垣時空)の許量を球座標(ct，r， 8ヲ伊)で表すと、

ds2 = _c2 dt2 + dr2十r2dD，2 (C.1) 

である。角度方向 (8，伊)は自明な球対称構造をもつので、以下では時間産標と動径座標の

組 (ct，r)だけを考える。まず、座標 (d，ア)をヌノレ産標

u=ct-r 

v =ct+γ 

(C.2) 

(C.3) 

15 (i)ベii)はまとめて共形コンパクト化(conformalcompactification)と呼ばれる。

qo 
ハ
υつd
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1+ (ロ=v=π/2 ~ t=∞， r=const) 

エロ (u=ーπ12，v=π12)

v

〉

図 C.l:Minkowski時空を表わすPenroseダイアグラム。破線は物賞粒子の軌跡(時間的

測地線)、点線は光の軌跡(ヌノレ測地譲)を表わす。

で書き換える。但し、ア >0なので

(C.4) 

である。 ct方向を縦軸、ァ方向を横車告と考えれば、 U，匂方向はそれぞれ互いに直交する傾

き45度の宣線に一致する。さらに、〈民v)を有限パラメータ

-αコく uくりく αコ

(C.5) 

(C.6) 

u = tan-1 u 

ii = tan-1 v 

7τ 7r 

2く長三 gくE

で書き換える。担し、式(0.4)より

(C.7) 

である。座標(仏のを互いに直交する傾き 45震の方向にとり、話inkowski時空を表わし

たものが図C.lである。ここで、ダイアグラム上の各点は半径γの球面を表わすことに注

意しておく。

Penroseダイアグラム上では、時空全体を有限パラメータで記述したおかげで、 f無隈

遠点Jt =土∞バ=∞を書き込むことができる。図0.1上の包， io， 1:土はそれぞれ、

• i土[未来/過去の時間的無限遠 (futurejpasttimelike infini守)] : t =土∞，r=有限

• io [空間的無限遠 (spacelikein五nity)] :ァ=∞， tニ有限

• I土[未来/過去のヌノレ無限遠 (futurejpastnull infinity) ] : t =土∞，r=∞，ct干r=
有張

を表わしている。

時空の因果構造を理解する上で、らと I土を区別することは本質的に重要である。らは

物質粒子にとっての「無援の未来/過去jであるのに対し、九は光速で伝搬できる設動に

とっての「無限の未来/過去」である。 Penroseダイアグラム上では、これらの区別が明

瞭に表現される。
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ふ(む=v=π12骨七s=∞，ど=const)

r=O 

(u+v=π12) v

〉
1+ (V=π/2 骨 cts+r=∞.cts-r=cons七)

心 (u=ーπ12，V=π12 <=争ど=∞ tts=const) 

1-(U=ーπ/2 <:争 cts-r=ー∞Icts+r=const) 

i-(u=v=ーπ12骨じ=ー∞，r=cons七}r=O 

(u+v=ーπ12)

図C.2:Schwarzschild時空のPenroseダイアグラム。領域Iは外部領或、 IIはブラックホー

ノレ領域、 IVはホワイトホール領域、 IIIは領域Iと因果関係の無いもうひとつの外部領域

である。破線の矢印は物糞粒子の進行方向、点線の矢印は光の進行方向を表す。ジグザグ

の線はr=Oの特異点である。

Schwarzschild詩空C.2 

Kruskal座標表示による Schwarzschild計量は、

A市 3

ds2 =一二旦ε-r/rgdUdV十戸d0，2
T 

(C.8) 

(C.9) 守
2
・4くg

 

T
 
，F
'
 

T
 e
 

G
ニ
ア一こ
ら

T

一一一V
 
U
 

一∞く Uく∞ヲー∞く Vく∞;

(C.I0) 

(C.l1) 

(C.12) π
一2
く~V +
 

~U 
くπ
一2

前節と同様に

u = tan-1 U 
V = tan-1 V 

一ιく Uく ιー一二千く Vくよι:
2' 2 .2] 

である。

を導入することで、 Kruskal拡張されたSchwarzschild時空全体を有限パラメータ (UヲV)

で表現することができる。 Schwarzschild時空のPenroseダイアグラムを図C.2に示す。図

中には前節と同様に f無限遠点」を付加してある。

はじめにKruskal座標(U，V)を定義した「外部領域Jは圏中の領域1(一π/2く Uく GヲOく
Vく π/2)に対応し、ブラックホーノレ告頁域は領域II(0く Uく π/2，0く Vく 1[/2，U + Vく
π/2)、ホワイトホーノレ領域は領域IV(一π/2く Uく Gヲーπ/2く Vく O，U+ V > ーπ/2)に
それぞれ対応する。図からわかるように、物質や光は領域防=ら額域IIに進入することが

できるが、領壊IIからは光でさえも領域1，こ戻ることはできないD 逆に、物質や光は領域

IVから領域Iへ進入することはできるが、領域Iから領域IVへ戻ることはできない。領

域III(Oく Uく π/2，一π/2く Vく O，U+ V > ーπ/2)は領域I，IVと因果的に繋がっている
が、領域Iとは繋がっていない。

F
h
u
 
ハU
円
ぺ
U
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C.3 重力崩壊で形成されるSchwarzschildブラックホール

星が圧力によって自重を支えることができなくなると、自己重力によって暴走的iこ収縮

する。これを重力崩壊という。星の内部の時空構造を厳密に知るためにはEinstein方程式

を解かなければならないが、重力崩壊前であれば比較的平垣なのでMinkowski時空(図

C.l)に近い。一方、外部の時空構造はSchwarzschild時空で記述されるので[27，28]、星
が収結してその半径が Schwarzschild半径を下田るるとブラックホーノレ領域が形成され、

星を講成する物質はそのまま中心の 1点に落下し特異点を形成する。この状況を表わす

Penroseダイアグラムは模式的には密3.1のようになる。

D WKB近似法

この章では、 WKB近似法を用いた散乱開題の解法について要説する。

1次元Schrるdinger型方程式は一般に

[:2 + w2 - V(x)]め )=0 、盈B
Z
J

1
ムD
 

f
t
h

・、

と表される。ここではポテンシヤノレ項V(坊の形として、 x=Oで極大値をとり、無援遠

Z →土∞で9に収束するようなものを考える。

WKB近似法とは短波長近似、すなわち Iw'(x)j古(x)1rvε-lIV'(x)jγ(x)!とみなして波

動関数を微小量εについて摂動展開し、波動方程式を解く方法である。

まず、 ε展開を見やすくするため、ご =α を用いて空間方向をスケーノレしなおし、波動

方程式(D.1)を

14+Q(仰と)=。 、、，，，η4
 
D
 

/
t
-

と書き蓋す。ここで、

Q(ご)三w2- V(ご) (D.3) 

である。

次iこ、波動関数量(ご)をアイコナーノレS(ご)を用いて

rS(ご)1
宮廷)=吋~ ~~I J (D.4) 

と書くと、 (D.2)は

(S'(ご))2十Q(ご)+εS"(ご)=0

と書き亘される。さらに、アイコナーノレS(ご)を微小量εを用いて

(D.5) 

S(ご)=乞♂品(ご〉 (D.6) 
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と展開して波動方程式に代入し、 εのぺきについてまとめると、摂動方程式の系列

(8b)2 + Q 

8~ + 28b8~ 
8~ + 28b8~ + (8D2 

s;十2S;sj÷24s;

O 

9 

O 

O 

(D.7a) 

(D.7b) 

(D.7c) 

(D.7d) 

が得られる。 (D.7)は、

ぬ=土iJぴ/2d (D.8a) 

1 _ _， 1 
(D.8b) 81 = -~ln8b =一一lnQ2 

--v 4 
lfsf+Si21f(QM5r) (D.8c) 82 = -~ J 

~ 

L 

Sb 
--L 

d~ =平8J\Q3/2 一石~/2 )d~ 

83 = -~ J勾十判匂=116 (
Q" 5Q12

) (D.8d) 
2 J 8b 

-." 16 ¥ Q2 4Q3 

といった具合に、上から(次数の低いものから〉逐次的に解くことができる。この逐次操

作をεのη次までで打ち切るとき、この近訟を η次WKB近似と呼ぶ。 G次WKB近似は

幾何光学近似(アイコナー/レ近似)とも呼ばれる。

以下、空間座標を Zに戻す。無限遠Z→一∞ではV(x)→ Oであるので、事fは漸近的に

言 ^-J Z~ψ~+Z~ψ1 

ψL ~ ε土以
(D.9a) 

(D.9b) 

となる。同様に、 Z→十∞では

電 ~ZFψ~I+ Z~Iψ空I

ψEI~ε土ω
(D.10a) 

(D.I0b) 

となる。以下での目標は、係数ziとZEIとの間の関係を求める、すなわち次で定義さ
れる散乱行列(ん1V)ijを求めることである。

(2)=Mv(Z:) 、B，s''
τ
i
 

t
i
 
D
 

F's
，‘、.

まず、空間預域をQ(x)の符号によって3つの領域に分ける。 Q(x)= 0となる点(古典

的転居点〉を X1うお (X1く X2)とし、

領域I

領域II

領域III

Z く Xl

Xl ~ X三X2

X2く Z

ヴ

t
A
v
 

qu 
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と呼ぶことにする160

よく知られるように、古典的転百点の近傍ではWKB近似は良い近似でなくなる。従っ

て、古典的転百点近傍では、ポテンシヤノレの形を解析関数で、近鼓した上で(D.l)を解析的

に解くなどして、それぞれの古典的転回点をはさむ2つの領域におけるWKB近似解を接

続する必要がある。通常のWKB近似を用いた散乱需題では、 2つの古典的転回点xllお

は十分離れていると考え、各古典的転回点の近傍でAiry関数を用いて解を近怒し、領域

Iと領域IIとの接続、領域IIと領域IIIとの接続を別々に行う。ところが、この方法は古

典的転回点xllX2が十分に離れていない場合には良い近似解法ではなくなる。ここでいう

「十分に離れていなしV とは、 f領域II上でWKB近{裂が適用できる領域が存在しない迂ど

に接近しているJという意味である。例えば、準富有振動モードのうち ηの小さいモード

はこの場合に該当する。このような場合は、ポテンシヤノレの撞大点x=Oの周りで(D.l)
を近似的に解き、領域Iと領域IIIとの需の接続を一挙に求める方が有効である。以下で

は、このアプローチで散乱行列(ルルルを求めることにする。簡単のため、領域I，IIIでは

1次WKB近似を採用する。高次WKB近叡への拡張は、(計算辻煩雑ではあるが)1次

WKB近訟の方法を単純に拡張することで系統的に行うことが可能である。現時点では、

6次WKB近似まで拡張がなされている。

D.l ポテンシャル極大点周りでの近似解

まず、古典的転居点が極大点に十分近いとしづ仮定の下に、ポテンシヤノレ薄壁V(x)、あ

るいはを極大点x=Oの罵りでZの2次関数で近似する。

似x)ぉ Qo十字x2 (D.12) 

ここで、 Qo三 Q(O)くむ?Q1三 Q"(O)> 0である。
位置xI， X2(X1くお)は

この近似のもとでは、古典的転回点の

である、さらに、

1 =-岬
X2 =十肩=+

k = (2Q~)工/4 ， z三 e一作/4kx

U 十主 =i生 -i-4Lー
2 ーが一 (2Q~)1/2

を用いて書き換えると、 (D.l)は近鋭的に

[31Z21  
ァ +ZI+ 一一 ~l 雷(z) = 0 Gz2 . -'2 4 I 

16古典的転回点の存在は暗に仮定する。
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と表される。これは1次元調和振動子のSchrるdinger方程式と需型であり、一般解は

並(z)= ADzノ(z)+ BD-v-1(iz) (A， Bは径意定数) (D.17) 

で与えられる。ここでDvヤ)は放物円筒関数(paraboliccylinder function)である。

D.2 遠方でのWKB近似解

領域Iでは、 (D.l)の解は〈古典的転E長引近傍を除いて)WKB関数

Q(x)一九XP[イ却すdX'] (D.18) 

で長く近似される。ここで、波動関数の初期位相を固定するため、積分の上摂をq とし

た。 Z →-∞ではQ(x)rvω2となるので、漸近的境界条件(D.9)を満たすWKB近似解

として

め)rv Z~Q(x)叫xp[+i Jx~ JQ(xf)dx'] 
+必Z~Q伸(伊Z吟が)γγ一→叫lザ1/4ex 

が得られる。同様に、領域IIIでのWKB近{誤解は

言(x)rv 沼紛)-1/4位 p[+i Jx~ 布石ï)dx']

+Z空IQ(X)-1/4ex 

(D.19) 

(D.20) 

となる。

D.3 解の接続

解の接続を古典的転回点の外側で行う。ポテンシヤノレ極大点罵りの近似解 (D.17)は、

Izl ~ 1で漸近的iこ

雪トrvfA+Biρ針制吋πげ)戸1ν/2eヤ一→t付叩π
L~- ，- r(ν 十 1) J ~ - 'L -- --r(一ν) J 
r A ， n (2π) 1/2e-i1l"v/2 1 _ 
~|A+B l em汁kxt ei(kx)2 /4 
L--，- r(ν+ 1) J 

+ rBeθ♂e3i1l"部鈎4枕π伊山+孔1明一Aiρお制吋π吋)戸1/ヤ叶 e♂許戸4枕例π叫(附勺x)一炉桝阿問÷刊叫l吋い)
L -- -- r(一ν) J 
(π  Iz伶 1，刈叫紅叫gドz=一一一 件 x<<一kγザパ一→づ1ウ) (D幻

4 
言 rvAzv e-Z2 /4 + Bz一(v+l)ε一作(ν+1)/2ez2;14
rv Ae-i1l"V/4(kx)νei(kx)2/4十Be一阿川1)/4(kx)ーか+九-i(財)2/4

(三fiり 1，argz =ニ件 x~ k-1) (D.22) 
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のようにふるまう。

一方、領域ZでのWKB近似解(D.19)~こ Q の近桜形 (D.12) を代入すると、

/ lA ¥1/2 ~ 

雷トrv(話声)'l伴互z~p尺(ν)内一→-le元Vef戸一

(D.23) 

ここで、

司
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τEA 
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E
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ム羽様同たしシ」

(D.24) 

/宮 ¥1/2

雷rv(ホ)-， -[勾Ip(ν)-1e-i1l'v/4 (kxt ei(kx)2/4 + Z~1p(ν)ei1l'V/4(kx)一(日)ε-i(kx)2/4] 

(D.25) 

である。

最後に、 (D.21)と(D.23)、(D.22)と(D.25)をそれぞれ照合(match)し、 A，Bを消去す
ることにより、

(2)=Mv(Z:) 

iP(ν)2♂1l'V(2π)1/2 
r(ν 十 1)

が得ちれる。以上で1次WKB近似の下での散乱行列ん1vが求まった。

ん1v= 

(2π)1/2 

F(ν)2r( -v) 
ε~1l'V 

(D.26) 

emν 

E Poschl-Tellerポテンシャルの散乱問題

Schrるdinger型の毘次波動方程式

[d2i  dx2 +ω2ー昨T(X)Iψ(x) = 0 

の散乱開題を考える。ここで吟T(坊はPoschl-Tellerポテンシャルであり、

持T(←子
cosh一(Kx)

(E.1) 

(E.2) 

で定義される。ここで%三時T(O)> 0はポテンシヤノレの極大笹、 -2K2三昭ら(0)/九く O
は極大点における曲率である。
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遷吾速読を用いた擬mブラックホールに関する研究

表記を簡単iこするため、 Z三Kx，D三ω/K，h三4'-も/K2を新たに導入して(E.l)，(E.2) 
を次のように書き換える。

[;2 + 02一川ψ(z)= 0 
U(z) = 4Jh2z 

(E.3) 

(E.4) 

E.l 波動方程式の一般解

まずは波動方程式(E.3)の一般解を求めることから始める。新座標包を

包三;山鉛hz)

と定義し、 (E.3)をuに関する微分方程式に書き直すと、

d?ψrl 1 1 dψ1  r D2 h 1 
i 一一一一 i ー十一 1~.?f1-- ~.\? ..f 1'~ ..¥1'O=0 (E.6) 

du2 ' Lu l-uJdu' 4 Lu2(1-u)2 u(l-u)J 

が得られるc これはu= 0，1，∞に確定特異点を持つFuchs型微分方複式である。従って、

ψ(u)を新たに

(E.5) 

ψ(u) =ポ(1-u)qF(包) (E.7) 

とおき、 pぅqを適当に決めれば、 (E.6)はF(u)の超幾荷微分方程式lこ帰着させることがで

きる。

(E.7)を(E.6)に代入して整理すると、

u(l 一旬)25÷[2P+l+2h÷叫z-lkp十日(q+山河+~l F 1_ ， 1 dF 1. hl 

[p2 + U02j4 +日 2/41τI  F = 0 (E.8) 
U l-U 
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/、2 .:i) 

p2+ラ=0 i.e. p =土守
司 D2 iD 
qz十一=0 i.e. q = 土ー (E.10b) 

2 

のようにとればF(吋を超幾何関数F(o:，s，ry，u)にできることがわかる。o:，s，ryは係数比
較により

(E.IOa) 

γ= 2p+l 

α+ s = 2(p + q) + 1 

αβ =p加山(q+ 1) +初十;

(E.lla) 

(E.11b) 

(E.11c) 
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から決まる。特に (E.llb)と(E.llc)より

αJ=j[均十q)+ 1土 (1ーザ12]三九 (E.12) 

である。以上から、

ψ(L)三ポ(l-u)QF(σ+，σ-，1';u)

ニ e(p一句÷ε-Z)-(p+q)F (九日;j(1十ta出サ (E.13) 

は波動方程式(E.3)の解であることがわかる。

また、 (E.3)は変換z→ -z(件 U→ 1-u)に対して不変にに保たれることから、

ψ(R)三 (1-u)PuqF(σゎ σー，1';1 -u) 

=ぷq-p)乍Z+ε一つ一色+q)F(σ÷σ 1'; ~(1-tanhz)) (E.14) ¥， ~ -， l' 2 ¥ ~ -~~~~~ -I } 

も解であることがわかる。

ψ(L，R)は超幾何関数の Z依存性から明らかに線形独立である。従って、再方とも p=
-irl/2ぅq= +irl/2ととり、 G，Dを任意定数すれば、

ψ(z) = Gψ(L)(X) + Dψ(R)(X) (E.15) 

は波動方程式(E.3)の一殻解である。イ旦し、

I W 1 ¥  
がめ(x)= e一以F(σJ-J-TE(1+tanhkz)) (E16) 

/ ω1¥  
ψ(R)(X) = e+ωF(σ÷σ 1-iー・ ~(1-tanhKx)) (E.17) ¥ぅ-， ~ V K' 2 ¥ ~ V~~~~~ - ~ ~ I } 

r ( 41;三¥1/21
σ土=~11 土{ト玉三) I (E.18) 

である。ここで表記を元に戻した。

E.2 ψ(L，R)の漸近形

(E.3)の解ψ(L，R)の物理的な意味を晃るため、これらの漸近的振る舞いを調べることに
する。

まずψ(L)の漸近形を調べる。 F(αぅs，1';U→ 0)→ 1より、 Z→-∞では

ψ(L)(X) rv e一ω(E.19)

となる。一方、超幾何関数の性質

r(α)r(β) 
F(α，s，γ;包)

r(1') 
= r(α+β-1')(1ー包)γーα一βF(γ-α，1'一β，1'-α-β+l;l-u) 
P(α)r(β)r(γ-aー β)
-J 、一一 F(α?β?α+s-1'+ l;l-u) (E.20) 
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遷昔速流を用いた擬似ブラックホールに関する研究

(ここでrはガンマ関数〉を用いると、 Z→+∞では

ψ(L)(X) f"V Aωe-iwx十Bweiω (E.21) 

A"t_~(1-iωj K)r( -iw j K) 
ω-r(σ+一ωjK)r(σー - iwjK) 
T> r(1-iωjK)r(+ωjK) 
~w - r(σ+)r(σ-) 

(E.22a) 

(E.22b) 

のように振る舞うことがわかる。つま号、 ψ(L)(X)は fx→十∞から入射した平面設は振
幅比にして 1jlAwlだけ透過し、 IBwjAwIだけ反射されるj ということを表している。
一方で、ψ(R)(x)は、前節の議論から明らかなように、 ψ(L)(X)の状況を空間反転(x→ーめ
させて見たものである。
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