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統 計 力 学 (Ⅱ )

久 保 亮 五 (東大理 )

§6 Markoffpvocess(前回につづ く)

も,Ⅹともにdiscreteである場 合について.前回にのべたことを少し補

足するo 単位時間についての tTanSiもionmarix Plは､ (6･12)にいっ

たように

各(xflPIIx)=1

をみたすか ら.横ベク トルPoを

90-冒 ,1,- 1)

とすれば

PoP1-9?O

(6･12)

(6･21)

すなわち固有値問題 (6113)は少 くと-もーつ ス′=1の固有値をもつO また･

ち-0における分布確率をiFo(I).ち-n における分布確率を%(I)とし､ これ≡≡≡コ ≡≡≡コ

らを縦ベク トル･Wo,Wnとすれば

>
-A-pini.

したがって (6.15)により

wn(x巨富l岩塩(I)事pa(Y)wo(y)
もL Io-1,いal<1(aキ 0)ならばn--では

､取 回=紳 Ey項y)Wo(y)

(6.22)

(6.23)

すなわち､種々のⅩの実現確率は前述申,ように漸近的に (6･17)の固有函数
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統計力学

すなわち平衡分布に近づ くO これは初期分布によらない.すなわちこの系は

ergod土C である｡

iAα巨1の固有値が 1以外にいぐつかあるときは前にのべたように(6･1g)
の性質が成立つOが､そのためにはPlの対角要素に､0であるものが二つ以上

なければならない (伏見.確率論および統計論を見 よ上 ｡ そのもっとも簡単
i

な 七rv土alな例は

0 1
Pl-( )
1 0

であろうLO くわしいことはこそに省(が･ Plの固有値が いaは け あるこ
との簡単な証明を加えておこうO 竺-を宮有値1に属する固有ベク トルとする

と

Zp(Ⅹ′)(勘 Pl区)-1P(Ⅹ1

回 Ⅹ)匝 最大値を号えるⅩをⅩm 車すると董(-x!Pl卜も)= 1誓羊って

軽(㌔プ目甲(～)楼(ⅩlPl庵 )≧豊岡 IC'ⅩlPl庵 )

-11豊p(_I)(Ⅹ圃 慰 I=Jl時 m)回 目甲(㌔日

... Z≧ い I

markoff過程 は.一つの時点から次の時点への確率過程の発展が∴先行

するその時点だけできまり.それ以前の歴史をふくむ積分によらない.O

これ は ー ~･

音 - f (Ⅹ1,- ･Xn) コ - 1i:i･･n

という形の決定論的な力学の発展の自然な拡張で-奉 り､逆隼力学の方程式は

古典でも量子力学でも.皿arkoff過程の範ちゆうに属まるといってもよい.

統計力学では､力学の因果的な発展をそのある射影でしかみないので､その

M盆rkoff的性質は一般に失なわれるO しかし.同時に､時間の尺度を適当

にのぼせは､近似的にMarkoff性が回復 されるO 巨視的現象が巨視的力学

で記述されるのはまさにこれであるO どんな条件でそのような記述が可能で
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久保亮五

あるか.そこにどんな旭 rkoff過程が現れるのか.また.markoff過程

に漸近tLないもの.あるいは漸近する前のふるまいをどう取扱うのか. とい

うことは非可逆過程の統計力学の一般的問題である｡

§7 _filokke軸 ck Equation

連続的な時間 七に対するChapma計Roユ皿OgOrOffeq･

領畢-f'x轟 ,,,(a,dx′ (7･1)

はある場合には連緯変数Ⅹ に対す:La_2倍の偏微分方程式に書きかえらおる.

これはFokkerrpユanckeq･とよばれるが､物理のいろんな問題に司れる

ものであるから一般的に少し説明しておこうo (7･1)から､時間△ 七のあい

だでの 七ransitionprobabiユityが求められるおごこれを

P(Ⅹ′,△七一Ⅹ/0) (7･2)

としよう (以下の議論はS七ationary であることを必要としないが簡単に

ここではstatio軍 ry王守ocessとし.て級かう)C (7･2)の確率による△ 七

のあいだでの変化△Ⅹ-Ⅹ′- Ⅹ のmOmentについて

竃 苧 -A(I)

<(△x)2>

△七一0 △

lim
∠1もー0

li血 - 2B(I) (7･3)

Ala ｡ 'A(響 - o n≧ 台

という条件が成立つとしようO実際. randomwalkのような場合. 与れら

の条件はみたされる｡Markoff通産の基本菰

p(Ⅹ,七+云もー Ⅹ｡七｡)- p(x,叫 △も-3Fも如 P(3gも一端も) (7･4)

によら

二_一｢亮一pCx,もーもto)
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統計力学

去｣f-P(Ⅹ 正也七一- )d3FP(x,七や馬 もJ-節(I,ヤJxotJI
いまR(x)をⅩの任意の函数としてこれにかけて稔分するOそのとき､右辺の

療分の第一項では

R(I)-A(Ⅹ′)■ (- ⅩJ)fY(訂)++ (I-x,)2敢 )- ･･

を用いると

/a(xjdx 舟 p~(Ⅹもー縞 )

-去誌 志 ノ叫 ノ叫 R鋸 +'xrx′'R'̂Y)ヰ 'x-x'yJ(x''+ ･･)
･'p区,i+△もーⅩ′.t′)翠 ,七鴨 も｡上 司x)P(Ⅹ,もー屯to)〕

-ノ放 iR′(xT)A(3g)-+Rn(Ⅹ′)ち(jF)〉Ptx′七一 Ⅹ｡七｡)

-fdxR(I)i-浩一(AP'･薮 (BP)i

(ただしfP(I,ち+△もー Ⅹ′,ち)dX-1 に注意O)またR画は部分積分し
た項が消えるよう.境界値は適当に零セあるとす る)となるO 任意函数 Rに

ついてこれが成立つためには

せ p(Ⅹもー航 )-一食 (Atx)P(Ⅹ.i- 射 O)+ 官許 (a(I)P(I,t一掃 3)

(7.5)

が成立たなげか嘩ならないO これがFokkerplanck eq･であって･拡散

熱伝導はこの型vc･属するo もちろん.変数Ⅹが多準元であればⅩをベク トルI

Aをベク トル. Bをテンソルとして拡張されなければならないが.それはあ

きちかであろうか らここでは省略する｡

Fokker十planck eq･が成立つのは､短かい時間のあいだでのⅩの変化

が (7･3)の条件をみたすように確率的に充分小さい範囲にあることであるO

たとえば.△ ものあいだの△Ⅹはきわめて小さい変化の集積であるような場

合. (グラタン粒子の拡散)この条件はみたされる｡ 粒子の散乱が random

な1ongrange 力の重なりから起るような場合 (プラズマ)運動量変化早ま
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久保亮五

微小なものの集積であるo そのような場合に運動量変化は運動量空間での拡

散として行なわれるQ しかし､個々の散乱が shorも rangeカの強い散乱で

あれば一回の運動量変化は大きいから､Fokker-planckeqを使うわけに

はいかないO

Ⅰ工 ブ ラ ウ ン 運 動

§8 Langevln方程式

簡単のため 1次元の運動を考えるが.多次元への拡張も読者にはほとんど

あきちかであろう

ブラウン運動のもっとも古典的な例は液体中にただよう花粉や コロイ ド粒

子な どの運動であるo ブラウン粒子に-はたらく力は

K+Fs+FrI (8･1)

と三つの部分にわけられるoXは重力や電気力など.外部か ら与えられる力､

F=㌔ + ㌔

は液体分子がブラケン粒子に作用する力で､

'Fs--mru

(8･2)

(8.3)ー

はsy-stem早･ticforceとよばれる部分.すなわち.粒子の速度 uに対する

粘性抵抗 (mrは抵抗係数)FPま全体の力からこれを除いたtrand｡皿な力で

あるoFはたんげいすべからざる液体分子の不規則な衝突に由来するから.

確率的なものとして把握されるが､そのうちSySもenaticな部分を㌔として

取出し､残りをFrとしたわけであるo Lたかって

<F> --mru
u

< FF -10

(8･4)

であるO ここに<>はブラウン粒子の速度 uが与えられているときの平均値でu

である｡
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統計力学

以上の仮定により､ ブラウ ン粒子の運動方程式は

旦望d七==-ru+fち (8.5)

f(i)-Fr(tJ/a

とかかれるO これはuに対する微分方程式であるがIf(ち)は 七.oきまった函
数ではなく､ random processである点でふつうとちがう｡

した,9.1つて. u(七)もまたrand-amPrOCeSSであるO このように､一つの基

本 となるraindomPrOCeSSからderiveJされる他のrandomprocessを

規定する方程式を.一般にStochasもicdifferentialeq･ とよぶ｡問

題は与えられた基礎のPTOCeSSf(焉)か らu(ち)をrandomprocess として

定めるという数学的問題であるO これは物理学の古い問題であり.それから

確率過程論の一部門を形成し_た､WieneTの BroⅦnmo七ibnの理論はその

重要な部分をなしている｡ここで数学に入 るつもりはないが､この古典的な

問題は非可逆過程論の一つの基本的例題 として重要な意味をもっているから

ここゼいささか これを論じる必要があろう｡

(8･5)の f(+U)を与えられた 七の函数として解 くには

u(i)-eT銅 榊

とおけば容易に

u(醇 /ち e~β(レ tJ〕叩 ′)d七′+u(もo)
tu

特に 七--- で -0とすれば

u醇 .JIu∞e判 も-七′)f(も′)d七′

(8.6)

(8.7)

(8_･8)

rand.omprocess f佃 のすべての SamPleはそれぞれrandomprocess

u(七始 あるsamPleに写像 される.プラク ン運動としてふつう

(1) f(も栂 Gaussi弧 PrO?eSSであるO

(2) f(i)のCOrrelat土onもime Tcは 1/Tにくら云-{き'bめて短かいO
すなわち

■
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久保亮五

rTc<< 1 (8.9)

と十 ラ二つの条件が仮定されるo物理的にいうと･ f(七幅 多数の液体分子 (
ブラウン粒子は液体分子 よりもずつと大きい)の不規則な衝突による｡ すな

わち.

f(t･)-312=lfJit) N>>l

(ここに fJは一つの分子の衝撃)とかかれるわけであるOつねにたくさんの

分子がぶつかってくる.とLL､う事情のもとに､中央極限定性が成立ちf(ち)は

蝕llSSianとみなされるわけである0第二IJTLI Tc は分子の衝突の時間の程

度､すなわち通Olecular.な時間であるのに対し.ブラウン粒子の運動の

ch壷abteTistictime J押 まるかに大きいo _=れはオミコi,をかつぐ

子供たちの頭のうごきにくらぺて､オ ミコシの動きははるやゝにのろくさいと

いうことであるo (8.9)をidealizeすれば

<f(tl)f(f2)>- 3匝- t2) (8.10)

というように､ randomfarcefの COrI由ati_C)n は無限小の時間しかな

い､ということになる.1

もう一つ注意を加えておこうO (8.10)の仮定は (8･4)と独立ではないO

ブラウ ン粒子をとりか こむ液体が､熱平衡にあるとする限 りは. rを定数と

する抵抗 (8･4)を仮.定するなら同時t,a (8･10)を要求しないと､一般的な

fluctuationr包由iPati?nt串eoTem と矛盾するのである｡こ-九につい

ては後にふれる機会があろうと思 う.

(8･5)のようなStocharlもiceq･を取扱う氏表的な方法としては､

(1) Chandrasekharの方法

(2) hiceの方法

(3)AFokker-planckeq･の方法

等があ るo lは時間を St ごとの区間に区切 り.

･fi-/:ii'8七榊
■
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統計力学

-について radomwalk の理論を用いるのであるが､一般性に欠けるのでこ

こには述べない (Chad_rasekhar知 .Mod._Phys･15 i(1943)を見 よO)

(2)は定数係数をもち. rand-om丑)rceについてIinerな S七〇chastic eq･

に対 し-てぬす こぶる有用な簡明な方法であって多次元のプロセスについても

容易に用いられる｡(紳ま必らずLもIinearにな場 合には限 らない反面､最

終的な解を求めるには偏微分方程式をとかなければな らない歯糞があるO

§9 Correlaもion funcもionとpOⅥ~erSpeCrum

ここでブラウン運動のみならず.時間をふ くむ統計力学全般に重要な概念

を導入 しよう｡

あるrandom processx欄 を 0≦ 七≦ Tの時間について観察しようo そ

の一つのSampleを FouTier分解すると

･(ち)〒 孟 xn eiwユ七

･n-竿 n (a- inもegerー)

㌔-舌/.T x(ち)eiwrit dも (9.3)

によってFour=ier係数Ⅹn がきまるo random processx用 に対 して､

望 ましたがってrarldomvariableであるこすなわちrand｡rrlProcess

可も栂 randamvariable の一つの Se日 射 に対応 させ られるわけであ

る｡ いま簡単に

< x(i)>-o

とし. またⅩ(ち)はstaもionaryproceslslであると.し.よう｡ このとき

<ⅩmXn>=0 m+nキ0

は容易に証明される｡ また (Xが realであるとして)

<xnx_a> … < l㌔F>Jゝ
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久保亮五

一事/oTfoTとⅩ(躯 (七2)> e-iwn･)も1- も2htldも2
であるか ら

<Ⅹ(tl)Ⅹ(七2)> 芋 甲(七1- ち)

で (unnormaliz.ed)cOrエelaもionfunctionをまた

G-x回-hm T<転 12>
T ー CC

によってⅩのPOWerSPeCもⅧ O-x(a,)を定義すると (9･5)により

C-I(α)-Tniimi JoITdxiI.Td的 卜 も2)eTi症 tr も2)

-監 ヰifoTd'tlfotldt2P(tl一七2)e｢lWn'七- ち)

+foTdt2/㌘2dtl叩 - 七2)e-ion(七r t2)チ

(9.5)

(9.6)

(9.7)

-Tli慧 *foTd叩 ｣も)榊 e尭 t./oTdtCT-即 ←翫 鞄 も )
(9.8)

のように変形 される｡ いま C⊃rrelati｡onfuncもion･甲(i) 那

p(i).->o (七一 - )

･im ヰ f 吉 Tも榊 d t - 0T一斗∞

という条件をみたすとすれば. 〔9･8)は -

G-xlw)-鳥 榊 e-iwt dも
っ⊂>〔〕

また P(i)-差J=Gx(-a)eiotdQ,

(9･9)

(9･10)

を与え る｡すなわちpOwerspecram とCOrrelationfunctionは互に

Fourier変換に他な らない. (Wiener-一都linもchinsもheorem)

(9･7)の意味は次のようであるO 有限のTについては振動数 亀 は '(9･カ

のように27Tの間琴をもらか ら. フー リエ係数の叔 < ixn I2> は
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統計力学

∠妙-277/ぺ Ⅰのバン ド幅にふ りあてられるものである｡ T--の極限にお いて

a,が連続に近づけば､

ck回- lim一志 ㌃ <IxnI2>

が Wにおける強度であるO もしはじめか らWを連続的に考えれ ば

CC
x(W)-⊥00Ⅹ伺 e-iwt dt｢l

(9･11)

･(七)-宜 .⊥;Ⅹ回eiwtdw

というFo1ユHer変換をあつかえはよい｡ その ときには

<可W)I(0,′)>=27TCix(α,)8(60+W / ) (9,王2)

となるO (9･5)か ら (9-8)をへて (9･10)を導 くや り方 は､非可逆過程 の理

論で しばしばお 目にかか るものである｡

(9･iO)の簡単な且つ重要な例は

叫 )-<Ⅹ2>eイ回

C東)-
2<㌔ゝr
γ2-k72

(9･13)

(9.14)

である｡ Simpleexponenも土cldecayの~correla七土On funchonは､

Lorentzianの POWerSPeCrumに対応す るO これは記憶 しておくべ きこ

とであるo 特にr一一0 すなわち (8･10)の ようなdelta型correla七ionは

Gk=COnSも すなわち whiもespecrum を もつ O

§10 DooPの定理

Correlationfun.ctionの形について重要な一つの定理がDOObによっ

て与えられているo Sもationar.yprocesx(ち)がgaussianEつFlarkoffian

である場 合にはその･∝)ヱ憎 a也On functiorlはまさに (9･13)の形

醐 - x/(to)Ⅹ(to+七､)>- Ce-γ回
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久保亮五

をもたねばならないO したがってそのPOWerSPeCもrun は Loren如anで

ある｡

前にのべたように､多数の小 さい原因の集積か ら或る一つのPrOCeSSは

Oaussianになるo Lたがってマクロあるいはセ ミマクロな物理的対象がGa-

ussiaaprocessとしてふるまうことは多 くの場 合に実現される｡ また､

その.,ようなものがmarkoffianとしてふるまうことも､後にしばしは触れる～

ようにマクロな時間尺度ではまことに尤もらしいことである｡ このような理

由で.correlationfunctionの Sjmpledecayと poVerSpectrum

の Loren七ziarlform は物理的にありふれた したがって重要なものにな

るのである｡

Doobの定理は次のようにして証明されるoXがGaussianprocessで

あることか ら

特に
clf]-<eiff(躯 (i,)dt,>-e-七J/fE(tJiLt2)<X(h)x鋸>dtldt2(10.i.I))

<㌔缶用>= e弓 E2<xF>

C(Elf_a -< eiflX(tl)+iE2X(t2)>

= ｡ヰ E:<x2>ヰ E22<x2>-EIE2<Ⅹ(tl)Ⅹ(t2)>

Ⅹのある値.x′が実萌される確率は

x2

叩 )-泰 e~｢雨 空㌻~
いま

q 2(ち,f2)-/d3SPq も1-x2i,)さf2㌔

(10.3)

(10.4)

(10.5)

(10.6)

とお くと

CC

q2年.E2)-+../l∞dEIC(fl. f2)e-iEIXl/馬q) (10･作

であるOなぜならば､ (10･4)のC､(fl ,E2)は

C(El,E2)-J･dxlfdちeiちち+j鳥X;W2(ち もュ;Xiも2) (10･8)
tJLt一

のように も1 .t2 においてそれぞれxl'X;が実現 される確率であり (10･6)
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(10.9)

の晋)q t1二㌔ も2)は

F'･(xiも1--ち t2)-

である_か らであるO-～(10･7)に (lO･4)を入れれば

QL2(Xl.E2)- e一考 当 - R2(七2-七1)if…+iR(七2-も1'xiE2

ただし

R(も2-も1)-
<Ⅹ(tJx(ち)>

<Ⅹ2>
≡ Rl.2

が得られるoAX(七はミMarkoffian であるならばt'tl<七2< t3に対して

/p(xlも1- x2も2)dx2P(鞄も一犯 も3)-P(毎 も1- 鞄 も3)

(iO.10)

でなけれ ばな らない｡ ここで

8(x2-刺 -i /a-E′eif′(Ⅹ2-Ⅹ',)

を用･い･ また両辺にeiEx;をか けて竃 で鏡分す ると

去イ dE,qX,2Q12(_Elf,)Q23(I,2テ)e-if'x'2- 913(XII) (10･lD

が得 られる. (10･9)を入れ ると.左辺は

exp十 碑 (ト q22ft23)g2+iR12R23Ⅹ1日

となるので. fJO二日) が成立づためには

R12R23-R13

すなわち

R(七21も1)Rこも3-㌔,)-A(七3- tl) (10･王2)

でなければな らないQRi0)-1としてこの函数方程式をとすぼ
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R(t)= e-r回 (10.13)

が得られる (Q ,E ,D)

ここに述べた証明はWang-Uhlenbeck田ev･Mbd･Phy･_iL323 (1945))
にあ●るものと少しちがっていて､多次元への拡張がやさしいo~ (-7L-1仲 ,∴-

2

融 恒 というn次元のPrOCeSSに対 してほl<XJ->=1になるように
normahzeした上で､上に述べた証明でのⅩ,E,をすべてベク トルとし

て扱えばcorrelationmatrix

R(七2- も1) … <貰(to)言〔to+ 七)>

-tI<㌔ (to)ⅩJ(to+七)>ii

rLついて (10.12) が直ちに証明され､その解として

坤 )-e一朝 (10.14)

が導かれるOここにTはn次元のmatrixである｡ すなわち.cLrrelaもion

natr土Ⅹが

rA (10.15)

という方程式をみたすことが (xl･･･Xn)がMarkoffian-Gaussianpr.ocess

をなすための必要条件なの七 あるO

§il Rice甲方法

鞄 ･(8･5)に戻ろう｡u(i)_. i(七施 (9･1)のよ､うにFourier展開したと

すれば. それ らのFourier係数の問寸こ

iwu(co)ニーβu回+f(a･)

が成立つ ことはあきらかである｡ したがって

u(a,)- 港

(ll.1)

(ll.2)

(9･7)の ように､ u _, fについてPOWerSPeCtra を定義するならば(11･2)
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は直ちに

触 ,端 r G=f回 (li一a)

を与える｡

f(i)をGallSSian仮定すれば.u欄 もGaussianである｡

なぜならば二u(i)は (8･7)叉は (8-8)で与えら一九ているようにf(i)について

linearであるか ら･uCtl)u(七2)- u(tn)の分布は f(tl)･･･i(h) の

Gauss分布とともにGalユSS 分布をなすか らであるC したがって､ Process

榊 はそ corTelationfl元ction<.u(tju(七∂> によって完全に規定
されるが､それは (.9･10)によって (11･3)のFourier変換として与えら

れる･｡ これで問題は完全にとけたことになる｡

これがRiceの方法であるo Sもochanもic~eq･が多次元であっても､既

知のrandomPrOCeSSに対し求めるつき多次元のPrOCeSSが定数係数の

線型方程式として支えられていれ ばこれが使えることは明らかであろうO方

程式の階数は何も一階とは限らない｡ これはす こぶる簡明な方法であるが､

もちろん､ CiallSSienproeessの場合に限るQ

randomforcef(i)が (8･10)の条件をみたせば (li･3)

ケこおいて

G-f伺 - consも- B

したがって Bを定義として

B

uは

<u(to)u(to+ち)>=< u2> e-r七

なゐorrelaもionfunc七ionをもつOもLeq.uipartitipnlaw

2
<_ll > = (孤- .覧量)
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を要求すると_一(11･5)のBは

B= 2rRT
a

でなければならないOすなわち. random forcef.(ち)紘

<f(り f(t2)>- 退廷廷｣ 8(もー t2･)皿

(11･8)

(ll.9)

というoorTelaもionfunctionをもつことになるo これは､ systematic

force をあらわす r .すなわぢ痘抗係数と､ fluctuating forceとが

関連 していることを示すものであるO ここではこかをeqllipartiもion law

から導いたが､前にもふれたように.これは一般的な f171C+yu亘.tioI-diss-

ipa七ion もheremの特別な場 合にはかならないのであるO

多次元の問題 として簡単なものは讃和振動子のブラウ ン運動

2
hニーW.文 一ru+f仲
Ⅹ二二u

(ll.10)

であるO 読者にゆだねるがRiceの方法でとくことはやさしいo

(8･10)の仮 定のもとに (a . x)はMarkoffian GaussianであるO こ

れがIvh.rkoffian であることは (iL10) が u ,Ⅹについて 1階だか らで

ある｡ この 2次元process の cOrrela七ionma七ri女を (10.14) の形

に求めるにはどうし･たらよいか｡

読者の演習に委ねるO

(1l･10) で a,o=0とすれば自由なブラウン粒子であるO (11･10) の完

全な解についてa,O- 0･の極限をとると､ 自由ブラウン粒子の解を求めるこ

とができるoLかしはじめか らG,O-OとしてRiceの方法を用いることIkで､

きない｡その場合

｡x - 嘉 ciiA

となって抄-0 で発散してしまうか らであるo これはブラウ ン粒子が 七一-

とともにⅩ-∞に拡散することに対応するO この困難を避ける上述の姑息な
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方法 (,do- 0)も演習としては南白いが､後t･Cもつと一般的な東力な方法
を逮ぺることにする占

編 集 部 よ り

12月号で予告しました本講義ノー/トの別刷を作製しましたO 入用の方

は勧遵椅下さ小 事務が煩雑になりますので研究室単位 ぐらPでまとめて

達文下され時季ですo'ゼ ミナ｣ル用にス トックされてはいLかがですか.

費用は実費として送料共=-10ぺT L?あたり15円位だと思いますo

御注文の方にはL工,II,ⅡIをまとめてお送 りし.後の分は毎月出来次第

発送する予定です｡.
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