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　　　　　　　　　　　　　　§1主定理の説明

　このノートでは筆者とS．Keel氏との共同論文［KeelMori951の解説をおこな

う。言葉の定義は後回しにして、先ず主要結果を次に述べる。

1．1定理．R⇒xr即ち元：R→X×Xノを平坦な亜群でその固定群
ブ1（△x）一→Xが有限射であるものとする。この時、…様幾何的イμηぴorm

geome¢痛Cノかつ一様圏的r協蓼6rm　cαZegoricα／ノ商空間であるような代数空間

が存在する。もし元が有限ならこの商空間は分離的である。

　このノートでは対象としては局所ネーター的な底空間上有限型の代数空間しか

考えない。

　応用上、（1．1）は次の場合が最も基本的である。

1．2系．空間Xが平坦な群概型Gの固有作用を持つとする。この時、X／Gの

一様幾何的商空間かつ一様圏的商空間が存在し、それは分離的代数空間である。

　（1．2）は［Koll5r95］の主結果の仮定を弱めた命題となっている。（1．2）の応用に

ついては同論文を参照されたい。例えば、以前は標数0でしか知られていなかった

多くのモジュライ空間の存在がより一璃受的な設定で証明されている。

　1雄elMorig51の証明は［Koll6r95］とは全く異なっている。その方針は亜群の

作用が群作用よりもずっと柔軟であることに基づいており、それによって初等的で

簡単な議論で証明が得られる。

　（1．1）から直ちに得られる結果として次の系がある。

〔keelM・γ｝竹〕はA卿1・・州氏th．仁出版予足．

この／一トはA祠・・∫耐k・備与可を得てイ賊’け・・
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1．3系．↓1ノ分離的なαlge加αic　3εα昧［FaltingsChai80，4．91は粗モジュライ

空間を持ち、しかもそれは分離的な代数空間である。

　但ノアルティン｛Arもin74，5ユ，6．月の意味でのα句ebアα記3施cゐについては、

もし固定群が有限射〔2．ηならσC商空間を代数空間としてもつ。もし3εα儒

が分離的ならθC商空間も同様である。

　（13．1）は証明なしで結果だけが知られている。例えば、IFaltingsChai80，

4ユ◎］においては証明なしで結果だけ述べられている。

　後に§9で見るように安定点集合のGIT商空間については（1．1）の仮定は成立

し、得られる商空間も同型である。

1．4定義と記号．このノートで概型というときは必ずしも分離的とは仮定しない。

層といえばqff（quasi一舳ite　flat）トポロジーの意味での層のこととする。

　底空間としては局所ネーター的な概型を固定しL一概型しか対象としない。従っ

て積X×γというのはX×Lγであるし、又分離的、有限型等のXの性質に

ついて述べる時は特にことわらない限り写像X→Lについてのべている。

　幾何的点というのは、L一概型であるような代数閉体のスペルトラムのこととす

る。　（これは有限型とは限らない。）

1．5定義．関係とは任意の写像元lR→X×Xのこととする。全ての概型τ

に対して写像元（T）：R（η→X（τ）xX（ゾ）の像がいつも（集合の）同値関係

になる時、Relatわn　5は前同値関係であるという。もし更に」（苦）がいつも単射

であれば、ゴは同値関係という。前同値関係に対して商層をX／Rで表す。

　このノートでは元は関係を表すこととし、各因子への射影を抗：R→Xで

表す。

1．6定義．概型σ，Vによる有限型の同値関係元：V→び×ぴで各射影

PがV→σがエタールになるようなものの商層Q＝σ／yをL上の代数空間

であるという。

　更にσ，Mゴをうまく選びσが有限型（resp．元が閉埋込）にできる時、代数空

間Qは有限型（resp．分離的）という。
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　さて［Knudson71，　II．1．5］にある通り代数空間の圏ではファイバー積が常に

存在することを注意しておこう。従って関係、前同値関係、同値関係等の概念は

X，Rが代数空間の時にも考えられる。以後、特に断らない限りX，Rは代数空間

としてする。

1．7注意もしX／R→Qが代数空間への写像でQ’→Qが代数空間の間の写像と

すると、任意の関係元：R→X×XはX’＝X×QQノ上の関係R’＝R×QQ’

に引き戻すことが出来る。　（ただし、p乞，R’＝ρτ，R×QQ’：R’→X’。）もしR

が前同値関係（または同値関係）ならR’も同様である。もう一つの引き戻し（制

限と呼ぶ）は§2で導入される。

1．8定義．元：R→X×Xは前同値関係とし、q：X／R→Qを代数空間Qへ

の写像とする。次の性質を考えよう。

　（G）X（ξ）／R（ξ）→Q（ξ）はどんな幾何的点ξに対しても全単射である。

　（C）qは（必ずしも分離的とは限らない）代数空間への写像の中で最も一般的

　　　　なものである。

（UC）（X×QQノ）／（R×（2Q’）→Q’はどんな平坦写像Q’→Qに対しても

　　　　条件（C）を満たす。

（US）qは普遍的沈め込み（universal　submersion）である。

　（F）エタール層の列

　　　　　　　　　　ホ　　　　　や0→OQ→q。（Ox）P’コP2（q・ρ、）．（OR）

　　　　は完全（つまり、Q上の正則関数はX上のR一不変な正則関数に他なら

　　　　ない）．

　商層の定義より（UC）が満たされれば（F）も自動的に満たされることを注意

しておこう。

　もしqが（C）を満たすならqは圏的商空間といい，もし（UC）を満たせば一

様圏的商空間という。もし（G）と（C）を同時に満たせば粗モジュライ空間とい

い、もし（G），（US）と（F）を満たせば幾何的商空間という。GC商空間という

のは商空間が上の全ての条件をみたすことである。
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1．9注意．（1．8．G）は定義により普遍的、つまり任意の引き戻しQ’→Qにより保

たれる。従ってもしσ’⊂X’＝X×QQ’がR’一不変な集合（R’＝R×QQ’）

なら、集合としてσ’＝q’－1（q’（σ’））である。もし射影抗が普遍的開写像であ

りqが（1．8．G）and（1．8．US）をi繭たすなら、4は普遍的開写像である。

　概型の圏では幾何的商空間は常に圏的商空間であり、特に唯一つしか存在しな

い。　（［MumfordFogarty821の0．1を参照。）しかし代数空間についてはこれは

成り立たない［Koll5r951。

　では証明の大雑把なアイデアとこのノートのおおまかな構成を説明しよう。1．1

の証明の基本的アイデアは状況を「制限」という操作を繰り返す事により簡単にす

るということである。このアイデアは［MumfordFogarty82］の218ページに解

析的な場合の証明のスケッチに始まり、それはおおむね次のようなものである。

　商空間の構成には同じ軌道上の点を同一視する必要がある。もしWが∬∈X

を通る幾つかの十分一般な超曲面による切断で各軌道と（空でない）有限個の点で

交わるようなものとする。するとWから各点ω∈Wを（Xの同一軌道上にあ

る）有限個の同値な点と同一視することによって商空間が得られる。この同値関係

はもはや群作用では記述出来るような関係ではない、しかしかなりの構造は残って

いる。これが§2で定義される亜群の概念につながる。亜群による記述は大変柔軟

であり、　「制限」という操作をいろいろに使うことにより状況を簡素化すること

ができる。　（§3参照。）又、点∬∈Xのエタール近傍で議論をすることができ

る。切断Wを取ることにより射影p1，ρ2：R→Xが擬有限（quasi－finite）で

ある場合に帰着できる。そして§4で、関係Rが「分解」している、つまり有限

平坦部分亜群Pとコじに影響を及ぼさない部分とに分離させる分解定理4．1を述べ

る。§5では既に知られている有限自由亜群の場合を述べるがそれは有限群作用の

場合と非常によく似ている。§7で商空問の構成を行う。先ずPで商を取り、次

にエタール関係による商を取るが後者は既に代数空間になっている。
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（1．1）の証明のアイデアを図式で示すと

有限自由亜群の場合、即ち（5．1）

　　　　　　　↓

　ゴ：R×Xが有限の場合
　　　　　　　↓

　　一般の場合、即ち（1．1）

となるが、両方の矢印が7．8の靴ひも定理で、それは分解定理4．1を用いて一般

の商の構成を有限自由亜群による商構成とエタール同値関係による商構成（代数空

間の定義）との2段階に分けて実行できるというものである。

§2亜群

　先ず圏に関するごく簡単な注意から始めるが、結局それだけが重要であること

があとでわかるはずである。

　第一に、小さな圏0に対してR＝Hom（C）and　X＝Ob元（0）と書く。

すると各写像∫に対してソースとターゲットを対応させる二つの自然な写像

8，£：R→Xがある。また、合成は写像R×（s，りR三Rを定め、恒等写像は8

と£両方に関する切断e：X→Rを与える。これらの写像の間には圏の公理か

ら導かれる明らかな交換関係が成り立ち、小さな圏は集合の対R，Xで8≠，e，c

がいろいろな交換関係を満たすものとしても同値に定義できる。

　もし更にCの全ての写像が同型写像ならば、Cは亜群と呼ばれる。それは

R：⇒Xと表される。又、写像にその逆写像を対応させる写像㌍R→Rも存在

する。もし0が亜群ならば、ゴ＝（ちs）：R→X×Xの像は同型なものを同値

とする前同値関係になっていることに注意しておこう。

　写像5，£，e，c，　R，Xが圏0を定義したとしよう。もしA→Xが集合の写像

とすると、ファイバー積は圏OIAをつぎのように定義する。圏の物体はAの任意

の元、写像は珂A＝R×x×x．4×Aの元であり、Aの2元α，bの間の写像は

それらのXへの像の間の写像にほかならない。写像の合成はX上の写像の合成

で得られる。もし0が亜群ならOIAも同様である。ここではRIAをRのノ1

への制限と呼ぶことにする。

一 133一

5



　p：X→Zはpo8＝p。老となるような写像としZ’→Zを任意の写像とす

る。この時、X’＝X×zZノ，R’＝R×zZ’とおく。二つの写像8，仁R→X

は各々写像8’，古’：R’→X’を定めるがこれらは亜群を定めることが直ちにわか

る。

　これは（1．7）と両立する。つまり自然な単射R’一〉珂x’がありこれにより

（Rノ，Xノ）は（珂x・，X’）の部分圏になる。ここではR’を引き戻しと呼ぶ。

2．1定義．亜群空間は上のような代数空間の間の有限型写像8，ちc，e，乞の五

つ組のうちどんなTについても五つ組8（T），£（T），c（T），e（T）弓（T）が亜群

R（T）⇒X（T）を関手的に定めるようなもののことである。

　亜群空間8，仁R＝3Xに対してこのノートでは元＝（£，8），p1＝ちρ2＝8と

いう記法を使うことにする。

　今から代数空間を取り扱おう。簡単のために記号の乱用で亜群空間を単に亜群

と呼ぶ。そして圏のセットアップに戻りたいと思、う時は集合の亜群と思うことにす

る。

　平坦（又はエタール、…）亜群とは亜群であって写像8，£が平坦（又はエタ

ー ル、…）となるもののこととする。

　圏に関する注意から明らかに亜群は前同値関係であり（集合の亜群の場合と同

様に定義される）亜群の制限或いは引き戻しはやはり亜群である。

　特にXが幾何的点の時にはRは群概型なので、特にXの任意の幾何的点ωに

ついてRlエはコcでの固定群と呼ばれる群概型である。群概型5＝ブ1（△x）→X

をやはり固定群と呼ぶ。

　亜群の間の写像g：（Rノ，X’）→（R，X）というのは2つの写像の組g：R’→R

とg：X’→Xで対応する圏の間の写像（R’（T），X’（T））→（R（τ），X（T））が

任意のTについて関手になるもののことである。

　幾何的点ω∈Xが前同値関係により固定されるというのはエがその軌道

£（8－1（勾）の唯一の幾何的点となっていることとする。

　亜群の写像がいつ引き戻しになっているかわかるのは重要である。

2．2定義．g：（R’，X’）→（R，X）を亜群の写像とする。
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（1）水平写像をともにソース写像或いはターゲット写像とした時に可換図式

　　　　　　　　　　　　　Rノー一一→X’

　　　　　　　　　　　　　　・⊥　・⊥

　　　　　　　　　　　　　　R－一一→x

がファイバー積の図式であればgは正方形であるという。

　（2）各幾何的点∬’∈X’に対して固定群の間の写像5エ’→8g（⑦’）が全単射で

ある時gは固定点を尊重するという。

2．3注意．もしX→ZがR一不変であって、（R’，X’）が任意の写像Zノ→Zに

よる引き戻しとする。この時（R’，Xノ）→（R，X）は正方形であり固定点を尊重す

る。

　（2．2．1）において、もし図式がソース写像についてファイバー正方形であれば、

8¢’→Sg（エ’）なのだからターゲット写像についても同様であることを注意してお

こう。

2．4定義．亜群R＝‡XのGC商空間X→Qが与えられたとする。もし固定

点を尊重するエタール正方形g：（R’，Xノ）→（R，X）でX’／R’のGC商空間が

存在するような任意なものに対して誘導された写像Q’→Qがエタールであり

Q’→Qとなる時にX→Qは降下条件を満たすという。

2．5注意．亜群集合の写像g：（R’，X’）→（R，X）が誘導された写像Qノ→Q

から引き戻しで得られるための必要十分条件はgが正方形で固定点を尊重するこ

とである。すなわち降下条件は亜群集合については常に成り立つ。

2．6注意．任意の写像∫：W→Xに対して、制限珂wは次の図式で記述され

る。ただし各四角形は全てファイバー積である。

　　　　　　　　Rlw　－一→R×（P、，∫）w－一・w

　　　　　　　　　！　　　⊥　　∫！

　　　　　　　w×（∫，P、）R－→　　R　　」旦→x

　　　　　　　　　⊥　　　・・⊥

　　　　　　　　　w　　＿L，　x
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　次の命題によって分離性はあまり心配しなくて良いことがわかる。

2．7補題一定義．R⇒Xは亜群としゴ：R→X×Xは誘導写像、8はX上

の固定群仁1（△x）→Xとする。この時、」が分離的であるためにはS→X

が分離的であることが必要十分である。

　この時、R＝～Xは分離的固定群を持つという。

証明．S→Xはゴの△x→X×Xによる底変換であるから必要条件であるこ

とは明らかである。

　S→Xが分離的であると仮定しよう。従って任意の切断、特に、単位切

断e：X→Sは閉埋込である（［Knudson71，　II．3．11］参照）。上辺が同型

（r1，r2）ト→（r1，乞（r1）or2）である可換図式

　　　　　　　　　R×x×xR　　　　　R×（3，5）5

　　　　　　　　　　　△↑　　　↑

　　　　　　　　　　　R　　　R×（。，，）・（X）

を見よう。e（X）→5は閉埋込だから垂直の写像も閉埋込になる。従って元は分

離的になる。　口

2．8系．もしR⇒Xが分離的固定群を持てば、任意の写像g：W→Xによ

る制限珂wも分離的固定群を持つ。

　以後、このノートで考える亜群は全て分離的固定群を持つと仮定する。

　　　　　　　　　　　§3商空間の構成の局所化

3．1補題．Rは前同値関係とせよ。　g：W→Xは集合として、　Rlwは↓2．の

で定義された制限とする。この時、次が成り立つ。

　↓∫ノ層の間の標準的な写像W／（Rlw）→X／Rは単射である。もし更に、合成

写像

　　　　　　　　　　ρ・w・（，，，、）R→R旦x

がガトポロジーで全射ならば、先に述べた単射は全単射である。
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　r2ノ↓開写像ノ射影p1，ρ2：R→Xは普遍的開写像とし、上に述べたpは普

遍的開写像としその像への写像としてはq∬トポロジーで全射とする。X→Z

をθC商空間とすると、合成写像W→X→Zの像Vは開集合で誘導写像

W→γはGO商空間である。

　〔3／6全射ノ射影p1，p2：R→Xは普遍的開写像とし、上に述べたρは雄ト

ポロジーで全射とする。W／（Rlw）→ZをGO商空間とする。↓1ノにより誘導

写像X／R＝W／（RlΨの→Zが存在するが、それはθC商空間である。

証明、qxとqwを各々XとWに関する商空間への写像とする。写像Z’→Z

によるW，X，RのZノへの底変換をWノ，X’，R’と表すとファイバー積の図式が

得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　W×吻iR’一一・R’」☆XL－→Z’

（＊）　　1　　⊥　　⊥　⊥
　　　　　　w×9∂1R　－一→R一巴→x－一→z

（ここでは記号∫ノは∫の引き戻しを表す。）

　（1）は層の定義から得られる。

　（2）：Vは開集合でg叉は（駕9）により普遍的開である。＊を用いる同様の注

意により9xogが普遍的開であることがわかる。

　定義により、もしWがR一不変な開集合ならこの結果は成立する。だからX

をσで置き換えても良い。この時、W／（Rlw）＝X／Rであるから（1．8．G）と

（1．＆C）は成立する。

　＊により仮定は任意の平坦な底変換Z’→Zで保たれる。従って（1．8．UC）

は成立する。

　（3）：＊により仮定は任意の平坦な底変換Z’→Zで保たれるので性質

（1．＆G）、（1．8．C）、（1．8．US）を証明すれば十分である。（1．＆G）と（1．＆C）は

商層ルγ（Rlw）＝X／Rだけによる性質だからの（について成立することと9w

について成立することは同値である。qwが9xを経由するので、　qwが沈め込み

ならqxも同様である。　口
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3．2補題．射影p1，p2：R→Xはいずれも普遍的開と仮定しよう。また

｛στ｝をXの有限エタール被覆とする。もし全てのiについてGO商空間

qがσi／（珂u，）→Qiが存在するならば、全体のGO商空間q：X→Qは存在

する。

証明．（3．1．3）と帰納法を用いるとR一不変な2つのザリスキー開集合による被覆

の場合を考えれば十分である。（3．1．2）により（σ1∩σ2）／（珂u、∩σ2）のGC商

空間はGC商空間ぴ／（Rlσ，）各々の開集合として存在する。圏的商空間は唯一だ

からこれらは貼り合う。　口

3．2．1系．写像q：X／R→Qが与えられたとする。それがGO商空間である

ことを証明するには、Q上のエタールトポロジーの意味で局所的に示せばよい。

証明．もしQがエタールトポロジーの意味で局所的にGC商空間ならば、降下

法によりqは（1．8．C）を満たすことがわかる。また（32）によりXはGC商空

間を持つ。圏的商空間は唯一だからqはGC商空間である。　□

3．3補題．8，孟：R→Xは平坦で」は擬有限とする。任意の幾何的点∬∈Xを

とる。コcのエタール近傍σで、ひ／（Rlσ）のGO商空間が存在するようなものが

とれることを証明するには、RもXも分離的概型であり8，仁R→Xは平坦

擬有限であり更にエは固定されていると仮定して構わない。

　GC商空間が、↓3．1．2ノとr3．1．3ノを満たすようなある性質を持つことを示し

たい場合、上と同様な仮定をつけることが出来る。

証明．

　（3．1．2）により、Xは分離的な概型としてよい。　RはX×X上分離的で擬有

限だからRもやはり分離的概型である［Knudson71，　II．6．16］。

主張1．F＝8－1（コc）は元一1＠，勾の各点でOoんeπルfαcαμ1αyとしてよい。

証明．ゴは擬有限だから幾何的閉点ω∈FでFは£－1ε（ω）に沿ってCohen

Macaulayとなるようなものがとれる。ここでωをe（‡（ω））に送るような同型

F一坐，一・（£（ω））があるので四をや）でおきかえれば主張はωのザリス

キー近傍へ移行することにより得られる。　□
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主張2．5，£は平坦で擬有限として良い。

証明．エ∈W⊂Xをdim¢F個のmエの元で定義された閉部分概型で
可＝τ（8－1＠））との共通部分がエで0一次元になるようなものとする。

Fはブ1（エ，勾に沿ってC◎h題MacaulayだからIMaもsumura801により

8：珂w→WFは忽上で平坦であり擬有限である。ザリスキー近傍へ移行しれ

ば、これは全体で成り立つと思って良い。ξについての主張は£＝30パこより成

り立つ。3．1．3によりWに制限してもよい。　［コ

　一旦8，亡が擬有限であることがわかれば、ザリスキー近傍へ移行してエは固定

されているとして良い。　口

　　　　　　　　　　　　　　§4分解定理

4ユ定義・平坦亜群況⇒xが開かつ閉な部分概型の分離和丑＝PHR2と
して表されPは有i恨平坦な部分亜群であリブ1（gラ⇒⊂㌘が成り立つ時、Rは

∬∈X上分解しているという。

　我々の証明の鍵となるのは次の結果である。

4．2定理．8，仁R⇒Xを分離的概型からなる平坦擬有限な亜群とせよ。その

時、各点oじ∈Xはアファインなエタール近傍（しγ，ω）で珂wがω上で分解す

るようにとれる。

　証明はHilbert概型をタ自いるもので難しくはないが、｛KeelMoτig51を参照さ

れたい。証明の過程で使われる次の結果は後で必要なので述べておく。

4．3補題．P⇒Xは有限平坦亜群、ω∈XはPの固定点。そしてσはωを
含む開集合とする。V＝3（ポ1（σc））cとおこう。この時、　VはコcのZ）一不変な

開近傍であり、γ⊂びかつ

γ＝｛η∈X｛ηと同値な点は全てUに属す｝

が成り立つ。もしぴがアファインならVもアファインである。特に灘はP・・不

変なアフィン開近傍からなる近傍の基礎を持つ。

一 139一

11



　　　　　　§5アファイン概型上の有限平坦亜群による商

　アファイン概型上の有限自由亜群の場合の次の結果は［SGA3，　V．4．11で証明さ

れている。

5戊命題．Aはネーター環、　Bは有限型の．4一多元環とする。　RはSpee　8上の

有限自由なアファイン亜群とする。この時BRは有限型の、4一多元環で、写像

q：X＝Spec　B－→Q＝Spec（8R）

は有限でX／RのGO商空間である。

　以後の節では、いろいろな簡略化の手順を経て一般の場合を（5．1）に帰着する。

　　　　　　　　　　　　　§6補助的な結果

　g：（R’，Xノ）→（R，X）亜群の写像とする。T→Xを写像として、

T’＝T×xX’とおく。この時、亜群の写像9T：（況’IT’，T’）→（珂丁，T）が定

まる。

6．1補題．もしgが正方形なら、9Tも同様である。

証明．Homに移行することによって、集合の亜群を扱っていると思ってよい。自

然な写像Rξ｛㍗工Rピ×TTノを考えれば、それが全単射であることが確認

できる。　口

6．2注意．∫：X→γを代数空間の写像とする。この時

　r1／g：X×yX－→X×Xは分離的である。

　r2ノもしXが分離的ならば、∫も分離的である。

証1呉X×㌢Xの定義により、写像gは層の単射である。従ってgは分離的。

Xが分離的と仮定しよう。合成写像X→X×yX－→X×Xが閉埋め込みで

あるから、X－→X×yXも1司様｛Knudson71，　L　1．211。　C］
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6．3補題．R⇒Xは有限平坦亜群とし、　Xは分離的とせよ。　q：X→Qは

（70商空間とする。この時qは有限なGO商空間で降下条件〔2．4ノを満たす。

証明．Xは分離的だからqも同様（6．2）。（3．2．1）により底変換を行うことによ

ってQはアファイン概型としてよい。qは分離的かつ擬有限（1．＆G）だから、　X

とRは分離的概型である｛Knuds◇n71，　LI6戊6］。

　Qを縮めることによりgは擬射影的（quasi－projective）としてよい｛EGA，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
Wユ8．12．121：つまりgをX（：X’⊥〉（2と射影的なX’⊥＞Qに開集合

X⊂Xノとして埋め込むことが出来る。

　FcXは幾何的点p∈Q上のファイバーとする。この時、∬⊂Xノは閉集

合である。Z＝XぺXとし、茸⊂X言はZを含む一般的超局面とする。従っ

てH∩F＝のであり、F⊂HC＝σ⊂Xアファイン開集合である。4，3によ

りσはR一不変としてよいので、Xはアファインと仮定できる。従ってgは有限

で普遍的沈め込みである。残りの性質は5．1から導かれる。

　さてg：（R’，X’）→（R，X）を定義2．4のようにとる。降下条件はQ上エタ

ールトポロジーの意昧で局所的に確認できる。従ってQ＝（Q，づは強ヘンゼル

である。ω’∈X’はz上の任意の点とする。この時Xは強ヘンゼル概型の分離

和（disjoint　u垣on）。明らかにX’＝X×Q（2’はXの各連結成分一つずつに

ついて示せばよい。もしWがXの連結成分とすると、Rlw⇒Wはやはり有

限である。

　（3．2）によってXを連結成分》g（エノ）で置き換えても写像Q’→Qに影響

は及ぼさないし、（6．1）により仮定は保たれる。従ってXは強ヘンゼルとしてよ

い。この時X’は、gによりXに同型になる成分晃とz¢g（巧）となるよう

な巧の分離和U叉iHMとなる。｛acZ｝＝g－1（司∩晃となるような乞をと

る。Rノ：⇒X’は有限平坦だから、君ノ（5’－1XのはX’は開かつ閉な集合でありX

上有限になる。従ってパ3ノー1Xづ幾つかのX戊の合併になる。固定煮を尊重す

るという条件3∬＝8ピはg－1＠）∩¢’（8ノ　1X∂＝｛¢’｝を意味する。かくして

パ8戸1Xの＝X乞でありX急はR’一不変となる。従って（Rη為，Xの→（R，X）

は正方形でありX’＝晃と仮定してよい。この時（X’，Xタ）竺（R，X）が成り立

つ。　〔コ
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6．4補題．3，仁R→Xは元が固有となるような亜群とする。もしq：X→Q

がX／RのGO商空間ならQは分離的である。

証明．Xはエタールアファイン被覆でとりかえてもよい（3．1．2）。｛Koll4r951の

（2．9）の証明は亜群に対してもそのまま適用できる。　O

6．5精密商補題分離的概型からなる有限平坦亜群R⇒Xに対して」：R→X×X

が閉埋め込みとなっているとする。この時X／Rは醐トポロジーに関して有限

平坦写像q：X→Qで代表される。写像qは平坦であり、この構成は任意の写

像Q’→Qによる引き戻しと交換可能であり、qはGC商空間である。

証明，R⊂X×XはX上有限平坦だから、　f：R→XはR一不変な写

像g：X→伍lb．κを定義する。戸Z⊂Hilb♪〈×Xを普遍族とすると、

R＝X×Hilb　Z。　Zの普遍性よりξの切断εはεoプ＝（g，］d）となる写像

7：X→Zを定める。従って7は閉埋め込みである。特に、π：Z→Hi拓x

であるから、q＝πoフは有限である。　Q⊂Hilbxをgの概型論的像とす

る。記号の乱用であるがZによりX×Qへの制限も表すことにすると、

Z×QX＝R⊂X×Xである。
　g：R→Zを射影とする。

　さて午：X一＞Zが同型であることを示そう。7が閉埋め込みであるから、

X×Q．X⊂X×Xは次のように分解する。

X×QX＝X×Q2Z×z7（x）＝R×2ツ（x）（二R⊂X×X

qがR一不変であるから、R⊂XXQXが成り立つ。従ってR＝R×z午（X）。

　qはアファインであるから概型論的像の定義よりOQ－→q。（Ox）は単射であ

る。πは平坦だからOz→q。（OR）は単射。かくして丘＝R×z7（X）より7

は同型写像となる。

　従ってgは平坦でありR＝X×QX。これら2つの性質は任意の写像Qタ→Q

による引き戻しで保たれることに注意しよう。これから破fトポロジーの層として

Q＝X／Rであることがわかる。残りは簡単に証明できる。　口

一 ほ2一

14



§7靴ひも定理

　代数空間を扱う構成の時の説明のために圏に関する幾つかの注意から始める。

更に、GC商空間に関してはこれらの注意が任意の概型丁についてT一点の記述

を与えてもいる。

　s≠：R→Xは集合の亜群を定めるとする。

　5⊂丘は自己同型部分亜群、P⊂Rは部分亜群とし、5p＝5∩Pとおく。

7ユ定義．（8，r）→パr）030rにより定まる写像

　　　　　　　　　　　　Sp×（。，りR→5

が5pを経由する時、　Pは正規という。

　（7．2）PはRに前合成、後合成あるいは両合成により作用する。このように

く集合の）亜群を得る。

　（1戊P＝‡x

　（2）　P×（8，t）R⇒∬Z

　（3）R×（，，りP⇒R

　（4）　1）×（3，£）R×（8，りP二⇒R

　（7．3）これらの商空間を各々X’，躍，RS，R”で表す。自然な写像3：舟→X、

仁R8→X、8”，ε”：R”→X’と亜群

　但）P×（。，∋RS⇒R8

　（2）　R£×（5パ）1）⇒R鵬

が存在することに注意しよう。R”が7．3．1或いは7．3．2の商空問であることは

容易にわかる。

　次は容易に証明できる。

7．4補題．8”，£”が亜群を定義し写像（R，X）→（R”，X’）が亜群の写像となる

ための必要十分条件はPが正規であることである。

　前合成を第一因子に行い、逆元に後合成する操作を第二因子に行うことにより

亜群

（7．5）　M＝P・（，，，。，．、）（Rε×（、，りR3）⇒Rε×（，，りR5
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がえられる。（直感的には作用は（p，α，b）→（αoρ，乞（p）。b）で与えられる）。亜

群の写像

9・（R2×（s，ε）P，Rり→（P，x）

～輻：（M，R毒×（。，司況5）→（R£×（。，書）只Rり

が存在するが構成によりそれらは正方形である。

7．6補題．もしPが正規ならばgとんは固定点を尊重する。

証明．β∈Rとρ∈Pが与えられた時｛β。ρ1＝｛βlin産となるには

β。po2（β）∈Pが必要十分であることに注意しよう。従ってもしPが正規なら

ば、［β］の固定群は5pの8（β）上のファイバーである。勿論同様の注意はR5に

もあてはまる。補題は容易に得られる。　口

　ZぱRt×（8，りR8／Mとおく。自然な、M一不変な全射

R毒×（。，りR8→R”×（。”，・〃）R”

が存在し、従って全射p：Z→R”×〈3，，，ε，，）R’ξを得る。

7．7補題．もしPが正規ならばpは岡型である。もし8cPならばR”→X／×X’

は単射である。

証明．これは7．6の証明の中で述べた固定群に関する注意：から容易に得られる。　［コ

　今からは分離的概型を扱う。

7．8靴ひも定理．上の記法に従う。R＝‡Xは分離的概型の擬有限平坦亜群とし

P⊂Rは開かつ閉な部分亜群でX上有隈とする。↓7。2．ジ、ン7．2．4ノ、Ψ7．3．η

、rγ3．2ノの全てについてGO商空間が存在するとする。　（↓7．2．2ノとrγ2．3ノ

に関してはイ6．5ノより商が存在することに注意しておこう。〉

　（1）もしS⊂Pならば、R”ゴxノはエタール同値関係であり代数空間

　　　Xノ／R”はX／RのGO商空間である。
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（2）もしPが正規ならば、η”⇒X’はエタール亜群である。更にX／Rが

　　GO商空間を持つこととX’／R”がGC商空間を持つことは同値であ

　　り、両者が持つ場合、商空閥は同型になる。即ち、X／RとXソR”は伺

　　値なθC商問題をエの近傍で定める。

証明．亜群（7．2．2）と（7．2．3）は自由であり従って精密商空間は（6．5）により存

在する。写像

　　　　　　　　　　　E×（。，り丑→丘z×（鵠丑s

は精密商空間R×R→Rt×況8から引き戻しにより得られるので、やはり精密

商空間である。特にこれらの商空間は平坦で任意の底変換と可換である。

　次に3：躍→Xはエタールであることを示そう。R→穗が平坦だから3

も平坦である。PがRの連結成分であるから、　eは8の切断芭を与え、ぼX）

は連結成分である。従って8は芭に沿って不分岐となる。逆元によってずらすこ

とはその点をゼに移すようなファイバーの自己同型であるから8は不分岐であり

従ってエタールである。

　さてgとんはエタール正方形であり（7．6）により固定点を尊重する。

　さて（6．3）により8”，£”，ん：27－→R”はエタールである。Zの普遍性より次

の可換図式が得られる。

　　　　　　　　　　　z－」し→擢×（，〃，が’）Rξξ

　　　　　　　　　　万⊥　　叫

　　　　　　　　　　　R”　　　　　　　R”．

ρは（7．7）により幾何的点については全単射である。両側がR”上エタールなの

で、写像は同型である。写像

　　　　　　　　　R×（。，りR→Rt×（，，りR3→z

の普遍性とRの合成則により図式

　　　　　　　　　　　R×（、，りR　－」→R

　　　　　　　　　　　　　　⊥　　　⊥

　　　　　　　　　　況77×（3”〉ガ～）R鐸一ムπ’
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が可換となるような写像c：R”×（＄〃，t〃）R”→R”が存在する。同様に次の可換

図式も得られる。

　　　　　　　　　　　　R＿＿L→R

⊥　⊥
R’・∴R・・

x二→R
　　　　　　　　　　　　！　！

　　　　　　　　　　　xノー＿→R”

これらが亜群を定義することを証明するにはいろいろな図式が可換であることを示

す必要がある。殆どの場合、それは（R，X）の対応する図式から普遍性で得られ

る。例えば

　　　　　　　　　R”x（、〃，£〃）R”一三→R”

　　　　　　　　　　　の1　　4

　　　　　　　　　　　R〃　　⊥x’

の可換性を示すのに、これを可換図式

R×（，，りR一㌔R

陀1　　弓
　R　　＿L、X

と比べ、写像

R×（，，りR→R”×（，〃，t〃）R”

　　　R－→R’ノ

　　　x→x

が普遍性より全て圏的全射であることを用いる。君”と8”がエタールであるから

これからcもエタールであることが得られることを特に注意しておこう。唯一異
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なる取り扱いが必要な図式は合成の結合法則である。cがエタールであるから、こ

れはエタール写像の間の等式を確認することに他ならない。これは集合論の話なの

で（7．4）から従う。またR”の3重ファイバー積を幾何的商空聞として表して普

遍性を適用して証明することもできる。

　さてS⊂Pと仮定しよう。射影はエタ～ルなので刀”→X’×X’は不分岐

である。（7．4）によりそれは幾何的点については単射である。従ってそれは単射。

今Q＝X’／R”とおこう。q：X－→QはごつのGC商写像の合成であるから主

張は得られる。　口

§8定理1．1の証明

8．1補題．R⇒Xは平坦擬有限亜群であり更に元は有限とする。この時GO

商空間が存在する。

証明．仮定は任意の平坦写像による引き戻しで保たれることに注意しよう。（3．2）

により各点∬∈Xの近傍で局所的に商空間が構成できれば十分である。従って⑦

は瓦の固定点であるとして良い。（4＞）によりRは灘上分解しており、そして

XもRもアファイン概型としてよい。この時（7．8）で必要な各々のGC商空間

は（5．1）により全て存在する。　□

定理1の証明．固定群（2．7）は有限だから戊は擬有限である。（3．3）の状況だと

仮定してよい。（8．1）の証明のようにRが分解している場合に帰着する。（8．1）

により（7．8）において必要な商空闘は全て存在する。　［⊃

§9GITとの関係

　この節を通してLは体のスペクトラムと仮定し、｛MumfordFogarty821の記

法に従う。まずどんな写像ρ：3→Xについてもρがその上で固有になるよう

なXの開集合のうち極大なものが唯一つ存在することに注意しよう。ρが亜群の

固定群の時にこの開集合をX（PrOP5励）で表す。

9ユ命題．簡約可能なrredμcξ初eノ群Gが概型Xに作用しているとする。その

時σ≡X8（Pre）⊂X（Prop8fαb）が成り立ち、［MumfordFogarty82，1．9］に

より与えられるσのG∬r商空間はσ／GのGO商空間と同型である。
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証明．q：U→γはGIT商空間とする。固定群の有限性を確認するにはγをエタ

ール被覆で取り替えても構わない。従ってyもUもアファインである（qもアファ

インであることに注意）ので特｝こ分離的である。この時［M田nfb王dR）garty82，0．8］

によりGの作用は固有である。

　従ってg：σ→Qは（1．1）で与えられる分離的GC商空間とする。　Qは代

数空間の中で最も一般であるが、一方yは概型の中で最も一一般である。従って写

像ん：Q－→γが誘導される。商空間の性質によりんは幾何的点に関しては1対

1写像である。従って｛Knudson71う口6．161によりQは概型になるので、九は

γの普遍性から同型になる。　口

9．2注意．簡約可能群の作用が擬i有限な固定群を持つ時、固定群は必ずしも有限と

は限らない。例えばη≧4として、G驚Aμ諺（P1）がP1のπ次対称積Xに自

然に作用している時、σ¢X（∫）γ・0ρ5／α6）である。

9．3注意．（1ヨ）において元は有限とし3戊はアファインとし、Lは体のスペク

トラムとする。この時［MurnfordFogarty82，0．71の議論は亜群にもそのまま適

用でき、商空間写像はアファインであることを示している。またMum｛ごdは斑

頁で（0．7）は任意の底空間の上で成立すると注意している。
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