
講義ノー ト

ソ リ トン理 論 にお け る直接 法

広島大学 広 田 良 吾

§O.講義の内容

§1.SolitalywavesandSolitons.

§2.DependentVariableTransformations･

§3.DirectMethodsofFindingExactSolitons.

§4.BacklundTransformations･

§5.NonlinearEvolutionEquationsinOtherBilinearForms.

各章はそれぞれ多くの節に分かれる｡特に§1は,波動現象 (ソリトンを含む)の直

観的な理解をはかるために用意され,以後の数学的な議論を容易にするために重要な章

である｡

注 以下の内容からわかるように,この講義計画どうりには遂行されず, §4は§3

に含まれる形で述べられ,又 §5は省略された｡各章の中でも,省略された節があ

る｡これは広島大学での通年講義の目次でもある｡

第一章は次の二節に分れる｡

§1.1 SolitaryWaves

a.Nonlinearanddispersivewaves.

a.1 Linearandnondispersivewaves.

a.2 Linearanddispersivewaves.

a.3 Nonlinearandnondispersivewaves･

a.4 Nonlinearanddispersivewaves.

b.ExactSolutions.

b.1 Solitarywaves.

b.2 Schockwaves.
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b.3 Exactsolitarywavesolution.

(1) Relationbetweendispersionrelationandnonlinearity.

(2) Relationbetweenamplitudeandnonlinearity.

b.4 Periodicwaves

§1.2 Physicalpicturesofsolutions

a.(a.1-a.4) Conservationofidentity.

b.(b.1-b.4) NonlinearSuperposition.

C.(C.1-C.4) PhysicalSystemsthatexhibitsolitons.

PossibleapplicationstoEngineering.

§1.1,§1.2については,電子通信学会誌,6/'72,p778.に ｢ソリトンー粒子

的に振舞うパルス波｣と題 して解説をしてある｡ §1.2は省略するつもりであるので,

それを参考にして欲 しい｡

§1.1 SolitaryWaves

a.Nonlinearanddispersivewave

ソリトン解を持つ波動方程式は,非線形性と分散性を併せ持っている｡そこで,So-

litaryWaveを学ぶまえに,この非線形性と分散性が,波の振舞いにどのような影響を

与えるのかということを調べてみよう｡

a.1 Linearandnondispersivewave

このもっとも単純な型の波動の典型は,音波である｡それは次の波動方程式で記述さ

れる｡

(i-V.2品)f～(i,x)-0
この方程式は形式的に

(嘉一V｡妥目鼻+V｡嘉一)f～(t,∫)-0

と分解されるところから,さらに簡単な次の方程式
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ソリトン理論における直接法

(A+U.A)f(x,i)-0
をみたす解を,その解として持つことがわかる｡ この解は,初めの方程式の左と右とに

進行する波動解のうち,右方に進む波,

f(i,x)≡f(3-Dot)

にあたる｡さて,この波を周期的な波とすると,もっとも基本的な解として,

f(i,x)-ei(wi~たx)

となり,Wとkの間の関係 (Dispersionrelation)は,a'-uokと線形な関係となる｡

Lineardispersionrelationを持っ波動をnondispersivewaveと呼ぶが,この種

の波の特徴は,様々な波数の平面波を重ね合せて合成された初期のパルス波形がいつま

でもその形を変えないことである｡重ね合された成分の一つ一つが,皆同じ速さで進む

からである｡この波形を保つという性質をそなえた波は,通信手段として応用上きわめ

て重要である｡ ソリトンはnondispersivewaveではないが,波形が変らないという

性質を持っており,この点から見て,応用的価値を持っていると言える｡

次に,線形であるがDispersionrelationは非線形となる波動方程式を考えてみよ

う ｡

a.2 Linearanddispersivewaves

この種の波としては,非現実的な方程式と思えるが,a.1の場合の拡張とし七次の方

程式を挙げることができる｡

[妥+V.基･+♂(基)3]f(i,∫)-0

解をやはり

f～eL(wt-kx)

の形で求めると,dispersionrelationは

a)- vok-8k3

と非線形となる｡このことから,この波は,a.1の場合と異なり,波数によって位相速

度W/k- u0-8k2が違うことになる. 従って,初期のパルス波形を構成する,平面波
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の速度がそろわないことから,パルスは進行するにつれてその形を変えてしまう｡ Li-

nearanddispersivewaveは安定なパルス波形を保てないのである｡

1 2 0 1 2 3 0 1 2 0 1 2､ 3
k ffF k Lf'(
(a) (b) (a) (b)

上に凸な分散式と速度の振幅依存性 下に凸な分散式と速度の振幅依存性

図1 分散式

今までの二例は,どちらも線形方程式であった｡そこで,次に非線形性の影響を考え

てみることにしよう｡

a･3 Nonlinearandnondispersivewave

次の形で非線形項が含まれている方程式が重要である｡

[意 ･vu)8% ]f(I,i)-0

v(f)-vo+αfm

即ち,速度が波の振幅に依存するような波動方程式である｡ 故にα>0,m>0であれ

ば,振幅の大きい部分は,小さい部分より早く進み,図2のように,波の突立ちが起る｡

図2
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ソリトン理論における直接法

最後には,非物理的な状態となるが,結局は波形が壊われてしまうのである｡この方程

式は形式的な解として

f(x,i)-f(a-u(f)i)

を持ち,また厳密解を持っような差分方程式に書き変えることができるので,数値計算

を行なうことによって,≠--での解の様子を知ることができる｡

物理的には,彼の突立ち,崩壊が起きる前に, (∂nf/∂xnl≫1となるので,そもそも

この方程式は意味を持たず,次の方程式にとって替られるものとしなければならない｡

a･4 NonlinearandNondispersivewave

(釦 uoか afm去+∂蕗 )f(iJ)-0

この方程式は,soliton解を持っことがわかっている｡ 一見したところ,図3に示し

たパルス波形の頂点付近は∂3f/∂x3-0,

すその近辺では,メ- 0から,それぞれ

の波の部分は近似的に,

頂点付近 - li+u(f)基]f-0

すそ付近 ～ [某 . V｡孟+68%]
J-0

芸
隻

ゞ /eebf//
. ーし了.

Â'1-af2'

ノ′＼＼＼
上 意 上 し∴ゝ よニ
ー6 - 5-4-3-2-10123456

を満たすはずである｡ そうすると,a.2,a.3で調べたことからもわかるように, (α

>oならば)鳳点の速度u(f)は uoよりも大きく,すそ部分の速度は,

W

vph- 首 - uo-∂k2

(?(I)
ugr-節 - V0-36k2

から,位相速度,群速度ともに(∂>0のとき)Uoより遅い,ということになり,パル

ス波形は存在しないように思われる｡実は,すその部分は,近似的にはe乙(wtikx)では

なく,本当は
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f∝e一一(flt±px)

f2 -vop十∂p3

で表わされなければならないのである｡この形の解は,通常の線形波動理論では(x,i)

±-で発散 して境界条件を満さないので捨てられる解であるが,非線形波ではこの解を

図3のようにつなぎあわせて全体の解をつくることができるのである｡ さて,頂点付近

はさきと同じように考えて,すそ部分をこの指数関数的な解で表わすことにすると,こ

の部分の速度は

- uo+6p2

となる｡これが頂点の速度と一致するためには,｣を頂点の高さとして

aAm-6p2

となればよい｡これはα･∂>0でありさえすれば解を持つので,少なくともこのときに

はパルス波形ができるということはうなずける話 しである｡ それに,α･∂<0のときで

も,Schockwaveならば存在するのである｡

ところで,以上のことから示唆されることは,この種の非線形波動方程式の解を摂動

法によって求めようとするならば,第一次近似としては,e乙(Wtikx)ではなく,線型理論

では採用されないe-(凸と±px)を選ばなければならないということである｡ つまり

f(Lr,i)-Eeャ+o(EZ)e27+･････････

7- 一 (flt±px)

の様に求めることである｡とは言え,このままでは,7>0でこの級数は発散してしま

うので,Pad昌近似の精神をくんで

f-FQ
の形でもとめることにしよう,というのが,本講義の題目となっている, ｢直接法｣の

根本的なアイデアなのである｡

非線形項の形を具体的に知らなくても,直観的に解の大体の性質を知ることができた

のであるが,それが厳密解とどの程度一致するのか調べておこう｡
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ソリトン理論における直接法

b･3 Exactsolitarywavesolution

a･4の方程式のSalitarywavesol.は

f - A(C.she)-i
E - px12t+const

f2- uop+∂}2p3

Am- (♂/α)(1+i)(2+A)p2
1= 之

77L

と,厳密に求められる｡これからこの厳密解でA-1とおいたものが,直観的に得た結

果に対応することがわかる｡

この章でわかったことは,非線形性と,分散性は,それぞれ単独ではパルス波形を壊

す働きをするが,二つ同時に存在すれば互いにっり合って,実質的にその効果を打ち消

し合い,パルス波を形成することができる,ということである｡

注･この章は,ModifiedKorteweg-deVries方程式のソリトン解にっいて述べら

れているが,前述の ｢電子通信学会誌｣には,K-dV はもちろん,Sine-Cordoneq.

(蓋諸 )p-sing

厳密解

¢-4tan~1(exp(i))

L:---LIL一il/

q2-f12- 1

(この場合の波形はSchock形｡図4)
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a)Sine-Gordon方程式の解
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b)Sine-Gordon方程式のソリトン

図4 a),b),a - 意 ¢
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NonlinearSchr6dingereg.

溜 - 一 書 諾 十 g 凧 2サ

厳密解

す - A(coshE)-1exp(乙7)
J-- ･!, iiI･

ワ ニ kx-wt

f2 - kq'qA2--q2

W - (k2-q2)/2

(この場合は,EnvelopeSoliton)

についても,同様の考察によって解の概略が知られることが述べられている｡ その也,

定性的なソリトンの理解のしかたが述べられているが,物理関係の人々にとっては,入

手しにくい雑誌であるので,そのうち一つだけ,読者の便宜のために,ソリトンの衝突

の問題の部分を引用する｡

ソリトンは,波高が高いとき,その進行速度も早い｡ そこで,二つのソリトンを正面

衝突させることも,追突させることもできる｡ ところが,前者の場合に際しては衝突時

の波高値は,衝突前の二つのソリトンの波高値の和より大きくなるが,後者の場合では,

高い方のパルスの波高値よりも小となる｡ この現象は,戸田格子を模した,はしご状非

線形LC回路で目で見ることができる｡ この二つの場合の違いは次のように物理的に説

明されている｡

『 二つのソリトンの波高値がほとんど等しく,波形も高さが1で幅が1の方形波を

簡略化して考えます｡図4,図5の追突の場合は,電圧波形も電流波形もほぼ等しいと考

えると,二つのソリトンが離れているとき,全体のパワーは12+12-2です｡追突時に

電圧が1+1-2,電流も1+1-2になったと仮定すると全体のパワーは 22-4となり,

これはパワーの保存則に反 します｡追突のとき山の高さが高くなれないのはパワーの保

存則によるものです｡つぎにこっのソリトンが逆方向に走るとき, 順方向では電圧 (波

高値)も電流も+ですが,逆方向では電圧 (波高値 )は+でも電流は一になります｡全

体のパワーは0ですので,衝突時に電流が1-1-0となれば,電圧 (波高値)はどんな

- 112-



ソリトン理論における直接法
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図5.a 同じ方向に進む二つのソリトンの衝突

をn--10,-5,-2,0,2,5,

10番目の容量間の電圧の時間変化で
表示したもの,空間的に先に (後に)

走っているソリトンは時間的には早く

(遅く)観測されます｡
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図5.b 図aと同じ,二つのソリトンの高さが

比較的近い場合｡
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図5.C 逆方向に走る高さの等

しい1/{)トンの衝突を
n--2,-1,0,1,

2番目の容量間の電圧

の時間変化で表示した

もの｡

値になっても,パワーの保存則に反 しません｡しかしこのときには,エネルギー保存則

が重要となります｡二つのソリトンが離れているとき,全エネルギーは,電気的エネル

ギーと磁気的エネルギーの和ですが,衝突時では,電流の和がOになるので,全エネ/レ

ギーは電気的エネルギーだけになります｡容量が電圧の減少関数なので∴電気的エネル

ギーを保存するためには,衝突時の電圧は,それぞれの和 1+1-2よりも大きくなる

必要があるのです｡』
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刀.DependentVariableTransformations.

§2.1 NonlinearEvolutionEquationsthatreducestoLinearEquations.

a･RiccatiEquation

b･BurgersEquationandHigherorderBurgersEquation

c.Two-waveInteraction

d･LiouvilleEquation

§2.1

a･RiccatiEquation

意 u(i)-a(i)+2b(i)a(i)+a(i)2

■

(2.1)

この型の微分方程式をRiccati方程式というが,この微分方程式は一般に求積法だけ

ではとけないことが知 られている｡ しかしながら,もしこの方程式の特解が一つ得られ

れば,一般解 を得ることは容易なのである｡そこで,次のように,従属変数 LLを

IL= (/,/I

の様に,変換 して,特解 を求めてみる｡ (2.2)の左 ･右辺を微分 して,

uf=
(/lI I/I-･

を得る｡これと, (2.2)を(2.1)に代入 し,

gtflEft- af2+2bgf+92･･･

を導き,さらに次の様に変形するごとができる｡

(gt- af- bg)f-(ft+bg+9)･9

(2.2)

(2.3)

(2.4a)

(2.4b)

ここで,f,9はこの式の左右両辺を0として得 られる二式によって決まるとするoこれ

を,Decoupleと呼ぶ｡即ち

ft- -bf- g

gt- af+ bg
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ソリトン理論における直接法

この方程式は線形方程式だから,解を得ることは簡単である｡それに,もLa,bが定数

ならば,さらに容易なこととなる｡ Riccati方程式が,非線形方程式にもかかわらず,

従属変数を変換することによって等価な線形 (連立)微分方程式に書換えられるという

事情は,次のBurgers方程式等にっいても兄いだされる｡

b･O BurgersEquation･

Navier-StokesEquationの一次元版とみなされる,Burgers方程式,

ut= uxx+2uux

は, u -fx/f- (logf)a

なる,Cole-Hopf変換によって

去(左手)-0
と書換えられる｡そこで,Jを

ft-fxx-0

を満たすものとすれば,結局Burgers方程式の解は

f(x,0)- efxu(a,,o)dx′

(2.8a)

(2.8b)

(2.9)

を初期条件とする,線形拡散方程式の解を得ることによって求められることになる｡

Burgers方程式を拡張した次の方程式も同様である｡

b･1 HigherOrderBurgersEquation

ut - 釦 (芸 e′xudd)e-/Xud当
-EHn(a)

で定義される微分方程式を,高階 Burgers方程式と呼ぶ｡n-2のとき

BH2(a)-uxx+2uux

でb.0のBurgers方程式となる｡ n-3では

BH3-£[u∬∬+3uux+u3]
従って

釦- uxxx+3uuxx+3uxZ+3u2ux

ー 1 1 5 -

(2.10)

(2.10a)

(2.lob)

(2.10C)
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である｡ これとよく似た方程式

∂

Ttu- a-a+3uux+3u2ux (2.10d)

は,N-yリトン解を持っている｡これは,非線形方程式は形の上では大変よく似た同士

でも,解はまったく異なった性質をもつことを示唆している｡非線形方程式を一般的に

取扱 うことができにくいということが,このことからも理解されるだろう｡

一般のnの場合で,b･0で使った Cole-Hopf変換によって,高階 Burgers方程式は

ft-芸f
と変換される｡実を言 うと,この単純な線形方程式から,逆に

f≡ eノ㌔dx,

(2.ll)

(2.12)-

と,fからuを定義 して,uに対する方程式としてこの高階 Burgers方程式 を得たの

である｡

C.Two-waveinteraction

(A +ul碁)¢1--¢1¢2

(慕 + u2孟 )¢2- 恒 2
(2.13)

これは,移動するprey-predator系のモデルとして,M.Yamaguchiによって提案

され, (数理解析研究所講究録, 174,130-163,73)また,H.Hashimotoによっ

て厳密解が求められている｡ (Proc.Japan.Acad.,50,623-627,'74)｡

まず,次の様に独立変数を変換する｡

E-i+VIX

q= t十 u2X
(2.14)

ここで, 〃1≠ 〃2を仮定する｡ 〃1- 〃2のときは簡単に解けるからである｡ これによって,

方程式 (2.13)は次の様に改められる｡
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潰 ¢1- -恒 2

勘 2-榊 2

さて今度は,bl,q52を次の様に変換 しよう｡

61-一身 ogF-一掌
FE

¢2-含 logFエア

これを式 (2.15)に代入すると,円 こ対する方程式

FE7-0

を得る｡ この方程式の一般解は

F(E,7)-0(f)+x(7)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

の形で求まる｡ しかし,この解から得られる,¢1- - X′(ギ)/(0(i)+x(り)),¢2- 0′

(i)/(0(E)+I(7))は方程式 (2.15)の解 としては,一般解ではないような気がして

不満足である｡なぜならば,従属変数変換が,一般性を破っている,ここで求めた解は

特解にすぎないのではないかという恐れがあるからである｡ Burgers方程式はCole-

Hopf変換で初期値問題が解けるし,Riccati方程式も一般解を得ることができる(莱

際には,従属変数変換で得られる解は特解であるが,一般解はそれから得られる｡)の

で,問題は起らないが,一般にDecoupleを行なう際には任意定数が現われ,これをど

のように与えたらよいか判らないことがある｡ 今までのところは,そこのところが面白

い問題を提起 しない限り深 く追求されていない｡

d･LiouvilleEquation

Pxl- eq0

(Pt了 Pxx- e?)

のLiouville方程式を考えよう｡

e? … 12(logF)xt

-1 17-
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と変換する｡ これは,方程式 (2.19a)から

pxl--2(logF)xt

となり,

ア ニ ー2logF+logfl(x)+logf2(i)

即ち

e9-f.(x)f2(i)
F2

(2.21)

(2.22)

(2.23)

と置くことを意味する｡この式を(2.20)の左辺に代入し,右辺の微分を実行すると,

fl(x)f2(i)_ nFxtF-FxFt--2
F2 F2

Fxi-0

Fx-喜fl(x),Ft-f2(i)

これを

(2.24)

(2.25)

とDecoupleするo fl(-),fZ(i)tま任意関数であるo 従-て,0(I)-喜了fl(x′)dx′,

x(i)-Iif2(t′)dt′とすれば

F(x,i)-0(x)+I(i)

なる解が得られる｡これより

eダニ 2
Ox(x)xt(i)

[o(x)+I(i)]2

Two_wavelnteractionとこのLiouville方程式はよく似た構造をしている｡

これら例で,Decoupleにまつわる不定性をもう一度述べることにしよう｡

Pxl=0

の解は
ノヽ ノ＼

甲(x,i)-0(x)+I(i)
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(e?=e盲(x)e2(i)≡F(x)γ(i))

の形で求まる｡一方,この方程式を,Liouville方程式

亀 t- rep

の, γ-0の極限と考えて,解を求めるとすると,

e?= 2γ~1
Ox(x)xt(i)

[o(x)+I(i)]2

(2.30)

(2.31a)

に於いて, γ-0の極限を考えればよい｡この極限がさきの解と同じ形となるためには
ノ＼

♂(∫)-γ♂(∫)と置換え,γ-0とすればよい｡結果は,

e9- 2 81x(x)xi(i)

I(i)2
(2.31b)

となる｡この解の形は, 0̂とxの対称性が良くない｡こんなところからも,Decouple

法は巧妙な方法であるが,一般解が得られるのかどうかはっきりしない印象を得るので

ある｡例えば,実は

F-1+0(i)+I(7)+(1-α)0(i)I(7) (2.32)

の形のFも,Two-waveInteraction,Liouville方程式の解となるのである｡ α-1

という特別の場合のみ,前に我々が得た解 となるのである｡ この解は今まで知られてい

なかった新 しい解に思える｡

注.この間題について,次章の途中で,訂正と補足がなされた｡

§3 DirectMethodsofFindingExactSolutionstoNonlinearEvolution

Equations.

§3.1 Preliminaries

§3.2 PropertiesofD-operatorFormula(Iト (XV)

§3.3 SolutionstoBilinearDifferentialEquations

a N-SolitonsolutionstotheKdV equationinthebilinearequation
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a.1 1-solitonsolution

a.2 2-solitonsolution

a.3 N-solitonsolution

b･N-solitonsolutionstotheK-dV-typeequations

b･1 FormsforF(Dt,Dx,DY･･･)

(i)-(vij) knowncases

b.2 0therformsforF

c.〟-SolitonsolutionsModifiedKdV equation

d.Proofoftheidentity (ies)

(KdVについて述べる｡)

e.Collisionsofsolitons

f.Othersolutions

fl Solitons+ripples

(この間題は, ソリトンの安定性 を論ずることになる｡ たとえば外部雑音に対するソ

リトンのパルス波形の安定性は応用上重要だからである｡ソリトン研究の頭初は,

この目的のためには3-ソリトン解の性質がわかればよいと考えた｡ )

f2 Rational(Polinomial)solution

(N-ソリトンの特殊な場合 と言われるが,そ うでもないようである｡ )

f3 C-solitons

(Cは C｡ntinu｡usのCである｡ N-ソリトンの 芸聖 等Jdkとなったような解 と言
Tl=1

われている｡)

f4 PeriodicBoundaries

(f3,f4の二つは難 しいので,講義では触れない｡参考文献を挙げてお く｡ )

DirectMethodsにっいて,次の題名で私 (広田)の論文がある｡

｢DirectMethodsinSolitonTheoryJin｢TopicsinModernPhysicsJed.

byBullough,Caudrey.

(注.末出版 とのこと )

講師注

f3C-ソリトンについては,H.Yamagata;"OnC-solitons",Math.Japonica,
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22('77)193大石進一 (早大,理工):"双線形微分差分方程式のC-ソリトン解"プ

レプリント｡があります｡大石さんは今年の春の物理学会でC-ソリトン解 を使って

KdV方程式の初期値問題が解ける事を示 しました｡これはDirectMethodにおける

重要な進歩です｡中身をよく知らないので断定的な事は云えませんが,彼の手法がK

dVだけでなく他の方程式にも使えるのでしたら,DirectMethodの方がInverse

Methodよりも優れている事を意味します｡

f4PeriodicBoundariesについては,ロシア人のItsandMateevの論文をみた

記憶があるのです｡今の所みつかりません｡この中で彼らはPeriodicBoundaries

をもつ解がRiemanの∂関数で表わされる事,その解で境界を無限大にすると,申開

数は僕の表現式

f-pE..1eXp(岩,'AL〝 ,･量 り溝 )
に帰着することを示していました｡

§3.1 Preliminaries.

KortewegdeVriesequationに関して,直接法のあらましを述べることにする｡K-

dV方程式

ut + αuLLx+6uxxx-0

をx→ ∂1/3x,u→ 6a-l♂l/2Wとスケールすると,

LLt+ 6uux+ uxxx=0

(3.1)

(3.2)

となる｡ この方程式のソリトン解を逆散乱法などによらないで求める方法としては,摂

動法が考えられる｡ §1で触れたように,ソリトンのすその方を表わす解を摂動の最低

次の近似解として,次々に高次の解を求めて厳密解を求めることを試みよう｡Eをsma-

llparameterと考えて,Wを次の形で求める｡

u - eul+eZu2+ E3u3十 ･･･

これを式 (3.2)に代入し,Eの同次の項をそれぞれ,0と等置すると,

E;(釦 番 )u1-0

- 12 1-
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82;(it･蒜 )u2--6ululx

E3;(釦 蓋)u3-16(u2ulx･ 弘lu2x)

を得る｡Eの次数の式から

ul±aleか,7-f2i+px

fl+p3-0

82の次数の式から

ば+aS)u2--6a12e7pe7
u,2-a2e2ワ

α12
α2ニ ー -

p2

の様に次々にLLi(i-1,2,- ,)を求めてゆくことができる｡そして解は

LTU

u-∑ an (eeャ)a
n=1

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

となるが,右辺は発散 (7-大)するので,すべての7日こ対する解を求めるためには,こ

のままの単純な摂動法では無理なことがわかる｡一方,厳密な1-soliton解は

a (3.8)

であるから, a -G/Fの形で求めることにして,F,Gを摂動計算で求めることにすれ

ばうまくゆくような気がする｡Pade'近似を思い起 してもらいたい｡

ut-(GtF-GFt)/FZ

ux-(GxF-GFx)/F2

uxxx-Gxxx/F-(3GxxFx+3GxFxxx+GFxxx)/F3
+6((GxFx2+GFxxFx)/F3-GFx3/F4)

をK-dV方程式に代入すると,F,Gに対する方程式を得る.

(Gip-GFt)/F2+6(G/F)(GxF-GFx)/F2

- 122-
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+(GxxxF-3GxxFx旦3GxFxx-GFxxx)/F2

+6(FGxFx2+FGFxxFx-GFx3)/F4-0

ソリトン理論における直接法

(3.10)

この計算は,3-soliton解を必死にもとめようとしていたとき出てきたものである｡こ

の種の面倒な計算は,何か強烈な,確固とした信念がないとできるものではないと思 う｡

それはさておき,このF,Gに対する複雑な方程式を,Decoupleすることによって解

を求めることを考える｡Decoupleの一つの方法としては,r 2がかかる項 と,F-4 が

かかる項をそれぞれ0とする方法を思いつくが,その場合は, ト ソリトンの厳密解に

対応する,

G- 2p2e甲

F- (1+eり)2
(3.ll)

を解にもたない方程式になってしまう｡そこで,逆に考えて,解に持つにはD∋̀couple

はどのようなものであれば良いかと考えてみると*の-が十であればよいことが判る｡

そこでこのsignを+にして,おつ りはF-4の項に繰込むことにする｡即ち, (3.10)

は

[GtF-GFt+GxxxF-3GxxFx+3GxFxx-GFxxx]/F2

-6[(GxF-GFx)/F2][GF-(FFxxIFx2)]/F2-0

となる｡これから,Decoupleとして

GIF-GFi+ GxxxF-3GxxFx+3GxFxx-GFxxx-0

2GF-(FxxF-2FxFx+FxxF)

採用できることが知られる｡この式はbilinearoperatorDi,Dx ;

DIG･F…GtF-GFt

-(嘉 一診)G(i)F(t′)Et,=t
DxnG･F-(孟一諺)3G(x)F(x,)(x′=x

- 1 23 -
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を導入すれば,

(Di+Dx3)G･F-o

Dx2F･F-2GF
(3.14)

の形にまとめることができる｡さらに,これは次節で詳 しく述べるが,F-f2とすれば,

(3･14)の第二式から

G-Dx2f･f

を得,これを第一式に代入することによって

(Dt+Dx3)(Dx2f･f)･f2-0

となる｡このbilinearform の微分方程式は

Dx(Dt+Dx3)f･f -0

(3.15)

(3.16)

(3.17)

を満足するJを解とすることが判かるので,結局,K-dV方程式はbilinearformでは,

このような簡単な形となるのである｡次節でbilinearoperatorの性質と,非線形波動

方程式の直接解法で有用となる公式について述べたい｡上記の変形の証明もそこで行な

う｡

次節に入る前に,補足訂正をしたい｡Two-wavelnteractionの問題で,従属変数変

換で現われたFは,他の解をもつのではないかという疑問を提出した｡ しかし,その際

新しい解 といったのは誤 りで,本質的に新しい解 と言えるものではないことが判ったの

で,訂正する｡二階の微分方程式は,任意関数は二つでよいのである｡これは,Decou-

pleするときに現われるあいまいさに由来している｡別の言い方をすると,

G G.A
u=頁=777㌃

G/=G'h

F′-F･h 吊ま任意関数

(3.18)

より,F,Gと異なる方程式に従 うF′,G′なる解も無限に多くあるが, u,に直すと,皆

同じになる｡吊ま言わばゲージ変換の一種であるO 前の例では第三項は,この吊こ対応

するものであった｡つまり,Two-wavelnteractionに即せば
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e甲… -2(logF)xt

- -2(logh(i)F(x,i))xt

h(i)は任意関数

であり,新 しいと思われた解F(x,t,α)は

F-1+0(Lr)+I(i)+(1-α)0(x)x(i)

1+(1-a)I(i)

′■■′
… h(i)[0(x)十x(i)]

1+I(i)
fo(x)+ 1+(lla)I(i)]

(3.19)

(3.20)

と書くことができるから,これはH.Hashimotoの解 と本質的に同じものなのである｡

§3.2 PropertiesofD-operator

8-operatorの consistencyなどは今のところ考慮 しないことにし,十分素直な関数

空間の上で定義されるとのみ言っておこう｡D-operatorの定義は,

Dx'nDlna(x,i)･b(tr,i)

-(浩一8%,)m(孟一診 )aa(a,i)A(x′･t,)f言;-= 筈

である｡比軟のために通常の微分を類似の形に書くと,

(孟 )m(慕 )na(a,i)A(x,i)

(憲∂x'∂x′製)の(慕+慕)na(x,i)A(x,,t′)転-i++

である｡簡単な例を挙げておこう｡

Dx a･b-axb-abx

Dj2a･b-axxb- 2axbx+abxx

Dx3a･A-axxxb13axxbx+3axbxx-abxxx

また, [a,b]…Dxa･bとすると,Jacobiの恒等式

- 12 5 -
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[[a,b],C]+[[A,C],a]+[[C,a],b]-0

を満たす｡ これは,D-operatorを使って定義される次の演算子

eeDx(a･b)-孟f,(濃 一診 )a (a･b)lx,- x
=a(x一匝 )A(x-E)
∂

C･f･ee5Tx･f(x)-f(x+E)

(3.24)

(3.25)

にっいて成立する恒等式,6-0とすると導びかれる｡このexplEDx]は差分演算子 と

考えることができ,微分方程式を差分方程式化する際に有用なことが判る｡ 例えば,徳

分方程に現われる,Dxを28-1sechiDxで置換えればよいのである｡6-0で両者は一

致する｡ これを,ソリトン解を持っ方程式に適用すれば,無限の運動の恒量を持っ,や

はりソリトン解を持つ非線形差分方程式が得られる｡ これは重要な事である｡

注.この差分化の問題は,末尾の談話会記録に載録 してある｡

さて,これらの演算子の間に成立する,公式を挙げてみよう｡ この公式は総て重要な

もので,直接法に際して役に立っものばかりである｡しかし,もしこの演算子の基本的

な性質がっかまえられれば,もっと簡略な公式体系で十分となるかもしれない｡この点

にまだ不満が残っている｡

Tn
(o) DxDtn(a･b)-DlnDxm(a･b)

-Dam-1DtnDx(a･A)

(I) Dxma･1 -(忠 )ma
(礼) Dx'na･b -(-1)mDxmb･a

(Ⅰ.1) Dx'na･a-o foroddm

(Ⅰ.2) Dx a･b-0 ⇒ a-constXb

さらに

sinhEDxa･b-0 E> a -COnStXb

が言えるので
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Dx'na･b-0 ⇒ a- constxb

も言えるかもしれないが,証明されていない｡

OX) Dx'na･A-Dx'n~lDxa･b

-Dxm-1(ax･b-a･bx)

(Ⅲ.1) Dxma･a-Dx'n-1Dx(a･a)

-Dxm-1(ax･a-a･ax)

- 2Dx'n~lax･a,forevenm

(Ⅱ･2) DxDta･a-2Dxat･a

-2Dtax･a

ov)DxmePIX･eP2X -(濃 一身 )mepIX･eP2X′fx,=x

- (p1-P2)me(pl･p2)a

これは,摂動計算の時に使われ,重要な働きをする｡また通常の微分法と比較すると

(濃 )mepIXeP2℃- (pl+p2)仇e(pl'p2)x
(Ⅳ.1)DxmePX･ePX-o (7n≠0)

今まで,mは正整数と仮定したが,通常の微分には積分という逆変換がある｡

H
p-1

これは,7n-11の概念と思ってよいがD operatorには,うまい逆演算子が定義できな

い｡

『ミクシンスキー演算子法ではどうか｡』

それはよく知らないが,二変数のときにはうまくゆかないのではないだろうか｡

(Ⅳ･2)F(Dt,Dx, - );PolynomialofDt,Dx,
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F(Di,D" - )efllt+PIX････ef12t+P2X-

- [F(fl1-02,P1-P2,･･･)/F(fll+f22,Pl+p2,-･)]

･F(慕 ,慕 ,-)e(町 {22)両 pl'p2'x'.-

(V) eeDx'∂Dta(x,i)･b(x,i)

- a(x+E,i+♂)A(x-E,i-♂)

用) eeDxab･cd-[eeDxa･C][eeDxb･d]

-[eeDxa･d][eel)xb･C]

Ⅵの証明

eEDxa(x)A(x)･C(x)a(x)

- a(x+E)A(x+E)C(x-e)d(x-e)

- a(x+E)C(x-E)A(x+E)a(x-E)

- (eeDxa(x)･C(Lr))(eEDxb(x)･d(r))

(Ⅵ.1)Dxab･C- axj･C+aDxj･･C

2 Dx2ab･C- a瓜bc+2axDxb･C+aDx2b･C

3 Dx2ab･cd-(Dx2a･C)bd+2(Dxa･C)(Dxb･d)+ac(Dx2b･d)

4 Dx3ac ･bc-(Dx3a･b)C2+3(Dxa･b)(Dx2C ･C)

5 Dx'nePXa(x)･ePXb(x)

-e2pxDxma(a)･A(x)

これらは(VI)のEの各次を等置 し,a,A,C,dを適当に選べば証明できる｡ 5は a-

epxa,A- ePXb,というGuage変換をしても,bilinearformの微分方程式は不変と

なることを示唆する｡

次の公式はB左cklund変換を導びくときに,絶大な偉力を発揮する公式である｡

"ExchangeFormula"と呼ぶ｡

Ⅶ. eDl(eD2a･b)･(eD3C･d)
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= ei(D,･-D3)lei(D2･D3)+Dl a･d ]

× [ei(DZ+D3ト DIc･b｣

D …eLDx+∂乙DiI

bとdとが入れ替っていることに注意｡後で見るように,Ba'cklund変換とは単に了̀入

れ替え"にすぎないということが判る｡ 簡単すぎてかえって,Backlund変換の意味が

判 らなくなってしまうぐらいである｡

Ⅶの証明

eelDx(eE2Dxa･b)･(ee3Dxc･d)

-eelDxl(a(x車2)A(3-62)]･[C(x+E3)d(xIE3)]

-a(LT+El+82)d(3-E1-E3)A(x+E1-82)C(x-el+E3)

- ealDx(eα2Dxa･d)･(eα3Dxb･C)

- a(I+al+α2)d(x+α1- α2)A(x-α1+α3)C(x-α1-α2)

となるように,α1,α2,α3を決めると,

α1-
6 2-63
2 a2 =El+

82+63

2

｡3- 立 ± L E 1

2

となるが,これで証明できた｡

(Ⅶ1.1)

Dl(Dx2f･f)･f2-Dx(DxDtf･f)･f2

(Ⅶ1.2)

Dx3(Dx2f･f)･f2-Dx(Dx4f･f)･f2

(Ⅶ1.3)

Dx2f2･f2- 2(Dx2f･f)f2

- 129-



広田良吾

(Ⅶ2.1)

(DxDtf′･f′)ff-f′f′(DxDtf･f)-2Dx(Dlf′･f)･ff′

(Ⅶ2.2)

(Dx2f′･f′)ff-f′f′(Dx2f･f)-2Dx(Dxf′･f)･ff′

(Ⅶ2.3)

(Dx4f'･f')ff-f'f'(Dx4f･f)- 2Dx(Dx3f'･f)･ff'

+6Dx(Dx2f′･f)･(Dxf･f′)

(Ⅷ) (Dx2a･b)cd-ab(Dx2C･d)

-Dx[(Dxa･d)･cb+ad･(Dxc･b)]

C●f'ttxlp(蒐 ])y2-yltg lp(瑠 ])

-釦 p(x)[(鷲)yZm (i)]i

a-pl/2yl,C-Pl/2y2,A-a-1とすればⅧは,この式と一致するo

これらの公式の外に,通常の微分方程式をbilinearformに変形するのに便利な公式

があるが,それを述べる前にこれまでに示した公式を使う例を示してみよう｡

最初の例｡Schr6dinger方程式をbilinearform に書換えると次の形の連立方程式

になる｡

+xx+V(x)サ -坤

Dx2f′･f-Af'f

Dx2f･f
V(a)- - (logf)xx

J2

なぜならば,f′-Vrfとすると,

Dx2f′･f-Dx21好･f-転 f2+少Dx2f･f

ここで公式 (Ⅰ.1)と(Ⅵ.1,2)を使った｡結局
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転 f2+少Dx2f･f-坤ff

即ち

･xx･(響 )中 枠
となるからである｡

また,K-dVのbilinearformの微分方程式は

J(Dt+Dx3)G･F-o

lDx2F･F=2GF

(3.27)

(3.28)

の連立方程式となることは前に述べた.さらに,F-fZと仮定すると,(Ⅶ.1,3)より

Dx2ff･ff-2(Dx2f･f)f2

-2GJ2
(3.29)

となるから,G-Dx2(f･f)となるO このF,Gを,連立式の第-式に代入すると,(Ⅶ

1,1,2)より

(Dl+Dx3)(Dx2f･f)･f2

-Dx[Dx(Dt+Dx3)f･f]･f2-0

ここで(Ⅱ.2)を使 うとαを任意定数として

Dx(Di+Dx3)f･f-αf2

(3.30)

(3.31)

となる｡従って特別にα-0と置いた方程式の解を求めれば,K-dV方程式の特解を得

ることができる｡

次に,B注cklund変換をbilinearform で見てみよう｡B'acklund変換の一般に広く

認められた定義というものはないようであるが,我々が今問題にしているbilinearfo-

rm に即して言えば,

F(D)f･f-0 (3.32)

なる方程式のある解と,同じ方程式の別の解,又は異なる方程式の解を結びつける関係

式と言ってよい｡即ち,ここではBacklund変換とは
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F(D)f'･f'-0
ちiこ::■ウ

(F(D)f'･f'-0)

をみたすJ′(≠J)とJとの間に成立する

Fl(D)f･f'-0

F2(D)f･f'-0

(3.33)

(3.34)

の関係式ということになる｡Backlund変換を知ることができれば,一つの特解fから

次々に他の特解を知ることができる｡ 例えば1-ソリトン解から2-ソリトン解,等々が

この変換によって求まるのである｡

このBacklund変換は,

F(D)f･f-0,F(D)f ′･f′-0から,恒等式

[F(D)f･f]f′f′-ff[FP)f′･f′]-0

を今までの公式を利用 して変形し,

Fl(D)f･f'-0

F2(D)f･f'-0
(3.35)

を得るのである｡例えばK-dV型方程式F(D)…Dx(Dt+C｡Dx十Dx3)のとき,この手続

きを実行 してみる｡

O- [Dx(Dt+C.Dx+Dx3)f･f]f′f′

-ff[Dx(Dt+CODE+Dx3)f′･f′]

-2Dx[(Dt+C.Dx+Dx3)f′･f]･ff′+6Dx(Dx2f′･f)･(Dxf･f′)(3.36)

-2DxltDt+(C｡+31)Dx+Dx3)f′･f]･ff′

+6Dx[(Dx7- JLDx-i)f′･f]･(Dxf･f′)

公式 (Ⅶ2.1-2.3)を適用した｡人,pは任意定数である｡ これから次の二つの関係式

がBacklund変換の変換式として採用できる｡

[Dt+(C｡+31)Dx+Dx3]f′ ･f-0
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(3.38)

C0-0,p-Oの場合は普通のK-dV方程式のB-dcklund変換である｡

この変換は他方では,適当な従属変数変換によって,N-ソリトン解を持つ非線形波動

方程式のbilinearform となりうるし,逆散乱法形式のK-dV方程式の表示にもなる｡

またこのbilinearf｡rm でのBacklund変換から,通常の形のBacklund変換は容易に

袴られる(P.T.P52,1498-1512,'74)

ii ) A-0,〟 I,imaginaryの場合

f-f+乙9,f′-f-仁 ip,とし, C0-0,〟- 乞ap-1/2(p>o)と置く｡さらに
ノ＼ /＼ __･.･.･.･.. ノ＼ ノ＼

u-LP-1/2¢x,
ノ＼ ノ＼ ノ＼ ノ＼

¢-log(f十ig)/(f-乙9)

と変換すると,式 (3.37)はModified K-dV方程式の一つ

ut+ 6aux+ 6Pu,2ux+ uxxx -0

に変形される｡

iii) i-0,p ;realの場合

C0--6,〟--2, Tニーtとすると

V- 1+¢x

¢- log(f'/f)

の変換で

VT+6VWx-vxxx-o

なるshock-wave型の解を持つ,ModifiedK-dV方程式の一種になる｡

iv)co-Fl-0の場合

+-f'/f

u -2(logf)xx

と置くと, (3.37)(3.38)式はそれぞれ
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4,i+3坤x+サxxx+ 3u+a- 0

+xx+a+-坤

となる｡この二式はK-dV方程式の逆散乱法形式の表示である｡

V)p-A- C0 -0の場合

a- 2 ( logf )xx-
D x2f ･ f

J 2

u- (1/2乙)[log(f'/f)]x

とすると, (3.38)の Dx2f′･f-0から

u- (2V)2-2乙〃x

なる関係が得られるO ここで再ま,ModifiedK-dV方程式の一種

Vt+24V2vx+‰ x-o

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

を満す｡uをK-dV方程式の解 と考えると, (3.46)はこれを,ModifiedK-dV方程

式と結びつける関係と言える｡ これはMiura変換である｡

次に Lamb'sdiagram について触れる｡ B去cklund変換は,一つのパラメータと一

つの積分定数に依って,ある一つの解から他の解-の変換を定める｡そして,この積分

定数を適当に選ぶとB左cklund変換は可換となる｡ この事情を図示したものがLamb′s

diagramと呼ばれるものである｡ (図 kl,kZは変換のパラメーターである｡ k. による

変換により¢oなる解が ¢1に,さらに k2による変換により移った¢3は,k2による後に

klの変換で得られる結果と一致せしめ得ることを示 している｡

?,

図6a)
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K-dV,MK-dV,Toda格子は皆この構造を持っている｡ この性質からB云cklund変換

の加法定理と呼ばれる公式が得 られる｡ それは

¢xx一転 -Sinゅ

のSine-Gordon方程式にっいては

tan吉(¢3-00,- ㌍ 老 tan吉(軒 ¢2)

(3.48)

(3.49)

となる｡ この公式から,¢O,¢1,¢Zから,¢3を代数的に得ることができるのである｡

さて,このBacklund変換の可換性を示す Lamb′sdiagram は我々の fspaceでも

成立する｡

この時,加法定理に対応する公式は

flf2α Dxfo･f3

fof3α Dxfl･f2
(3.50)

となる｡証明は次のとうりである｡例えば,K-dVのBacklund変換の一方,Dxf′･f

-k2f′fを考えると,f｡- fltまDx2f.･fl-k12f.flで移 り,f.- f2はDx2fo･f2-

k22f.fl等で移る｡そこで

0- (Dx2f.･fl)f2f3-f.fl(Dx2f2･f3)

- Dx[(Dxfo･f3)･flf2-f.f3･(Dxfl･f2)]
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O- (Dx2fl･f3)flf2-flf3(DxZf.f2)

-Dx[(Dxfl･f2)･fof3+flf2･(Dxfo･f3)]

この二つの恒等式から,

Dx(Dxfo･f3)･flf2-0

Dx(Dxfl･f2)･fof3-0

を得るが,これから公式 (Ⅰ.2)により

flf2α Dxfo･f3

fof3∝ Dxfl･f2

(3.51b)

(3.52)

が証明できた｡

今までは8-operatorの持つ性質について述べてきたが,次に通常の偏微分方程式を

刀-operatorで書替えるときに有用な公式を述べよう｡

viii)寡 (言)-
Dx3a･b n/Dxa･b､Dx2b･b
b2/b2

K-dV方程式では従属変換により∂3/∂Lr3(A/a)の項が現われるのでこの公式が使わ

れる｡ この項はee(a/ax)a(x)/A(a)のE3の項に対応するので,証明するには次のことが利

用できる｡

e吋 ∂x)･a(x)/A(x)-
a(x+E) A(tr-E)
A(x+e) A(x-E)

eeDxa･b eeDxa･b

~eeDxb･b (coshiDx)b･b

(1･EDx･iE2DxZ+寿 3Dx3+ -)a･b
b2･言 Dx2b･付着Dx4b･頼･･･

これにより例えば,61,82の各 orderを等置すると,

Dxa･b
孟 (賢)-一一一㌃ -
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蓋 (言)-一嘉一一首7 -
D 2a･L,aDx2b･b

を得,E3では前述の公式を得るのである｡

ix･2S logf -'Dx2nf･f,･･････'
証明

2cosh(浅)･logf- log[cosh(eDx)f ･f]
∂ ∂e_ -E_

･.･(e∂x+e∂x )logf-log[f(x+e)f(3-6)]

-logleeDxf･f]

の両辺のEの同じorderの項を等置すればよい｡良く使われるものでは,

n-1, 2g logf -

n -2, 2g lo g f-

n -3,2g log f-

Dx2f･f

/ 2

Dx4f･f
′2

Dx6f･f
J2

- 3(響 )2

- 15(響 )(孝 三 )

･ 30(空㌢ )3
(3.55)

この公式は

三次のK-dVに対 してはn-2まで,五次のK-dVに対 してはn-3まで使われる｡ ま

た∂2/ax∂t(logf)の変換 も必要となるが,このときは,ea/∂∬-揺 +鰭 ,eDx
- EDx+∂Dtとして,両辺∂の一次までとればよいのである｡

Note.1

以上の公式を使 うと,K-dV方程式をbilinearformに前 とは別の方法で書替えられるっ

ut+6uux十 uxxx=0 (3.56)

は, α- Wx,a-282/∂xZlogf,W-2孟 logfの変数変換により一回積分できて

u,i+3(wx)2+wxxx-o
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となる｡ ここで公式を適用すると

DxDtf ･f
･3(% f,2･D+ f-3(

∴Dx (Dt+Dx3)f ･f-0 (3.58)

となる｡第二項と第四項が打ち消しあう｡即ちbilinearform では 非線形項が分散項

の一部と打ち消しあってあたかも∂/at+∂3/∂x3のdispersionを持つ線形方程式のよ

うに見える｡∂x-Dxで非線形項は消えるのである｡ もちろんDx- ∂xで再出現するが,

このことから逆に

F(Dt,Dx, ･.･ ) f ･f-0

としてDt,Dx→ ∂t,axのspaceに戻るとソリトン解を持つ非線形偏微分方程式が得ら

れる｡

･) 芝 log(言)- (Dxna･b･･･,

2sinh(8% )log(;)

- log (eEDxa･b)- log (e~eDxa･b )

を利用すると,両辺のEの各次数の項を比較 して,

& 1.g(i)-

嘉 log(言)-

Dxa･b
ab

Dx3a･b
ab

より

(3.59a)

-3(聖 霊 )(旦 si)+2(響 )3 (3･59b)

2cosh(Eg)log(i)
-log[cosh(EDx)a･b｣- 1og[cosh(EDx)b･L,]

2孟 log(言)-堕 竺 一夏 聖a2 bZ
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Note.2 Sine-Gordon方程式

¢xx-¢tt - sinゅ

は, ¢--2Llog崇 -4tan-1(f)

a2 ノ b2 'J＼ b2

ソリトン理論における直接法

)2-響 +3(牡 )2

(3.60b)

(3.6i)

なる従属変数変換でDecoupleすることができる｡ 上述の公式はこの種の変換の際に利

用できる｡Sine-Gordon方程式では¢は位相を表わすので,a-b*とした, log(a/A)

の形の変換を考えるのは理解できるだろう｡ 他方,振幅に対応する, log(ab)形の変

換に対しては,同様にして,

♂

諺 log(ab)-旦生 え- (響 )2ab

豊 log(ab)-一一㌃ -4(響 )(響 ,-3(響 )2

Dx4a･b

･12(響 )(旦 ㌃ )2-6(響 )4 (3･62a)

三次の微分はうまい方法がないので

蓋 (logab,-慕 (豊 logab)

として計算 しなくてはならない｡

次はbilinearform を通常の形に直す際に有用な公式である｡

肌eeDxa･b- texp[2C｡sh(濃 )logb])eeaAx(i)
これから,次の公式が得られる｡

恒 言,a-2(logb)"

Dxa･b
b2 一二1㌧
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Dx2a･A

bZ

D3a.A

b2

･l''.1日′11''

-+xxx+3u+x

xR･cosh(eDx)f･f-exp[2cosh(Eak )1｡gf]
なる関係より, a -2(logf)xxとすると,

DxZf･f
/2

Dx4f･f
J2 - uxx+3u2

これはK-dV方程式Dx(Di+Dx3)f･f-0で使われる｡

Dx6f･f
J2

- uxxxx+15LLuxx+15u3

(3.63)

(3.64)

(3.65)

これは,Dx(Dt+Dx5)f･f-0の五次のK-dV方程式で使われる｡

‡Ⅱ.exp(EDx)a･b

-exp[sinh(e∂/∂x)log(a/A)+cosh(E∂/∂x)log(ab)]

一般にbilinearform では同じでも,変換が異なれば別の方程式になることがある｡

¢-log(a/A)

p-log(ab)

とすると,例えば

Dxa･b
ab

Dx2a･A

α∂

Dx3a･A
ab

ニー ¢.

-pxx+(¢ズ)2

-¢∬∬∬+3¢∬pm+(¢∬)3

の公式が得られる｡ これはM-KdVで使われる｡
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肌. Hilberttransformation

Hlf(a)]≡まp!=莞 dZ

とすると,

HlL∂/axlog(f")]- £ log(f,/f)

の公式が得られる｡ 但し,/′のpoleとJのpoleは実軸の上下に分離 していなくてはな

らない｡ (図 7)

●●●のpole .■. ●●●● ー

図 7

この公式を利用すると,Benjamine-Ono方程式

LLi+2uui+∂2/∂x2HlLL]-0

は u- 乙∂/∂x log(f'/f),f′とfは複素共役 とすると,

(乙Dt+Dx2)f′･f-0

(3.68)

(3.69)

となる｡

(xlv) eeD xab･cd

-(eEDxa･b)(eEDxc･d)+(eEDxa･d)[2sinh(EDx)b･C]

(xvl) [sinh(EDx)a･b](eeDxc･d)

+[sinh(EDx)b･C](eEDxa･d)

+[sinh(EDx)C･a](eeDxb･d)-0
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(‡Ⅶ)JacobiIdentity

∑ sinh(EDx)[sinh(eDx)a･b]･[cosh(EDx)C･d]-0
al.A
ti

和は a,A,Cをcyclicに移した項をすべて加えることを意味する｡ここで6- 0 とす

るとこの節の冒頭のJacobiの恒等式が説明できる｡

f＼'

(xvm Dx"乙41aL(x)･LqlbL(x)

- ∑
〟
∑ ni=N
z,=1

_N! ..ll
万二 1I

Eni!L=1

[Dxn乙a乙(tr)･bL(a )]

(Dl+-･･････.+DM )N

-∑
N!

nl!n2!･･･nM!
Dlnl･･･DM

§3･3 SolutionstoBilinearDifferentialEquation

一般的にbilinearform の微分方程式を解 く｡

F(Dt,Dx,Dy,.･･)f･f-0

この方程式が log一変換によって導びかれた場合は,形式的に解Jを

f-1+Efl+E2f2+･･･-

と展開する｡ 初項を1としたのは,普通

f～ -eax'Pt+ry+-.i

(3.70)

(3.71)

′■■■l
としたときfも解となるからであるo F(0,0,0)-0,F(Dt,Dx,D,, - )-
F(-Dt,-Dx,-Dy,- )とする｡

F(Dt,Dx,D,,-)(1+efl+E2f2+- )(1+efl+e2f2+-)-0(3･72)

elF(D)(fl･1十 1･fl)-0

82F(D)(f2･1+fl･fl+1･f2)-0
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Elの式から,K-dV方程式に対 しては

fl- aeflt'px'qy+･･･

F(q p,q,･･･)-o

が解として考えられる｡ 下の式は分散式である｡ 62の式からは,

2F(∂)f2--F(D)fl･f1-0

となるから,特解としてJ2-0を選べる｡ 最後の等号は

F(D)efh PX･ef2t+px-o

(3.74)

(3.75)

(3.76)

なる性質を使った｡さらに高次のfLも同様にして,すべて0とすることができる.ここ

でF(a)は刀t,Dx一食,告 としたものを意味するo 公式 (I)参照o こうして得られ
た解が厳密な1-ソリトン解である｡即ち

f-1+aefl H -px 'qy +

F(fl,p,q)-o

である｡ 2-ソリトン解はJlを

fl-ef21t+PIX+..･･∂1+et12- 2X十-･+∂2

(3.77)

(3.78)

とすれば得られる｡但 し,elの方程式を満すためにF(fll,Pl,-･)-F(f12,P2,-I)

-Oでなければならない｡このとき,62の方程式は

2F(∂)f2--F(D)[e71+eワ'2]･[e71+e72]

≡-F(D)[eヤ1･e甲2+ eり2･eヴ1]

--2
F(f21- f12,Pl-P2,-･)

F(fll+f12,Pl+p2,-･)

甲乙-q i+p乙X+q乙y+･･･

となる｡ 公式 (Ⅳ1,2)を使った｡これを解 くと
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F(0 1- f12,Pl一角,-･)

F(fll+f22,Pl+p2,･･･)

efllt+PIX+.-十f22t+P2X

となる｡J3以上は0とすることができるので,結局厳密な2-ソリトン解は

f -1+e71+e72+ ea12+71'72

7乙-fl乙t+p乙Lr+qiy+･･･

eαリ'= - F(f主-fl,-,p√ p
F(fli+t2,,p乙+pj,-)

F(fli,P乙,q乙,･･･)-0

となる｡3-ソリトン解は

f-1+eか.+eワ2+eワ3+ea12+71+り2+ -

--･･-･+ealZ+a23+a13+71十か2+73

一般にⅣ-ソリトン解は

N N

f- ∑ exp(え aり里 ,'差 1〝乙りi)Pi=0･1
forall乙

と書ける｡ 但 し,

a a

∑F(真打乙fli,吾.OLPL,-.)o=±1
n,

×L乙 r(伊 乙-0,fl,,o乙P了 U,p,, … ) 0乙0,-0

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

((flも,Pも,q乙)はF(tl乙,Pi,q乙,･･･)-0を満す.)がn-1,2,･t･,Nk対して恒

等的に0となるものとする｡即ちこの条件が満されているとき

F(Dt,Dx,Dy,-.)f ･f-0

はN-ソリトン解を持つことが証明できる｡

(3.85)

最後に,ソリトン解を持つ方程式としてよく知られた非線形方程式のbilinearform

を列挙して,本講義を終えることにしよう｡
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i)Boussinesque方程式

ut了 uxx- (3u2)xx+弘xxxx

LL-2(logf)xxの変換で

(Dt2-Dx2-Dx4)f･f-0

ii)2-D K-dV方程式

utx+6(uux)x+uxxxx±u" -0

u -2(logf)xxの変換で

(DtDx+Dx4±Dy2)I･f-0

iii)Modeleq.forshallow water

CくI

a) u了 uxx了 3uut+3ux∫utdx′+ux-0.1'

u -2(logf)xxの変換で

Dx(Dt-DtDx2+Dx)f･f-0
(tl

b) ut-uxx了 4uLLi+2uxJutdx′+ ux-0X

u-2(logf)xxの変換で

[Dx(Di-DiDx2+ D x )+iDt(DT+Dx3)]f･f-0

Dx(DT+Dx3)f･f-0

丁は助変数

iv)HigherOrderKdV方程式

ui+45u2ux+15(uuxx)x+uxxxxx-0

u-2(logf)xx

Dx(Dl+D5x)f･f-0

b) ui+30u2ux+5(ux2)x+10(u,LLxx)x+uxxxxx-0
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a -2(logf)xxの変換で

lDx(Dt+Dx5)-iDT(DT･Dx3)]f･f-0

Dx(DT+Dx3)f･f-0

Tは助変数｡

DifferenceAnaloguesofSolitonEquations

(3.91)

於 物理教室談話会

1. 空間時間の差分化

空間の差分化は,例えば結晶格子を考えれば現実的な意味を持つ｡それに対 して,

時間を差分化することの物理的な意味は判っていない｡しかし,数値計算に於いては,

差分スキームは重要な問題である｡ 最近,差分スキームのうちには,"chaos"を導びく

ものがあることが判ったし,また,Soliton解を持つ非線形方程式も差分化して数値計

算すると,時としてはソリトン解が得られないことが知られているからである｡ ここで

は,この種の方程式に適当な差分スキームを紹介する｡

2. 力学系の差分化の考え方は,古くニュー トンが遠心力を求める際に用いられたこと

にまでさかのぼれるが,現在では,例えば

H-窓+V(q)∂n(i/T)
(ここで,∂n(i/T)は週期的な∂一関数

∞
∂n( i/T)- 1 十2∑ cos (27Ek t/T )k=1

である｡)のHamiltonianで定義される力学系は

pk･1-Pk- T(% )q-qk

qk.1-qk+T(pk.1/7n)
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の差分方程式になるが,この様な差分方程式によって,力学系のStochasticな性質が調

べられている｡ ( i)DiscreteMechanics(G.Ford.etal.)Stochasticbehaviorof

dynamicalsystem)この種の問題を論ずるには,この簡単な方程式で十分だからである｡

3.数値計算の差分の問題に移ると,微分方程式を差分化する場合に,例えばHamil-

ton系など保存量を持つ力学系に於いては差分化に際してこの保存則が壊されないよう

にすることは重要なことである｡ [DiscreteModels(D.Greenspan)]その様な差分ス

キームの例として,Greenspanのスキームがある｡

H-%･V(q)
の,Hamiltonianを保存するとは

△打(i)-Ht十1- Ht-o

となることである｡微分では,

ftH(p(t,,q(i))-雲 溜 + 霊 ･票 -0

は,正準方程式

d aH
甘言P=--aq

dq_∂H
dt ∂p

から言えるが,これに対応する差分化した式

△ tH(p,q)-lAIP](△p□qH(p,q))

+ lAtq](□p△qH(p,q))

△ tp(i)- ♂-1[p(往 昔ト p(t一昔)]

□ fp(i)-ilp(往 昔)+p(i一芸)]

から,

△p-一口p△qH(p,q)

△ tqエロ q△ pH(p,q)

なる差分スキームが示唆される｡一般にこれは,
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(qt.1-qt)/△ i-(pt.1+pt)/27花

(pt.I-Pt)/△t-F(qt.1,qt)

のImplicitスキームになるが,Hは保存する｡ 少し話 しは違 うが,次の例は上の例と

事情がよく似ている｡

孟N-(6-lN)N

の解は Ⅳ(∠o)-〟

N(i)-
ENoeE(Ho)

となるが,これをEuler法で差分化すると,

Nn.1-Nn-△il6-人Nn]Nn

となる｡この差分方程式はある△とに対して,chaosを生 じる｡ 一方,

Nn.1-Nn- TNnlE-ANN.1]

のImplicitスキームは丁が如何様な値でも,解の性質は保存するoもちろん7- 0で

厳密解に一致する｡

ここでは,非線形方程式の保存量を保つような,新しいsystematicに得 られる差分

スキームを紹介する｡例として,prey-predator系を記述する,Vo】terra方程式を考

えることにする｡

d
壱7x-(a-y)x
a
7iTy- -(β-x)y

は保存量

x+y-Plogx- αlogy

を持つ. tx,y)を変数変換 して,この方程式をbilinearform に書替えると,
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A

3 - 享, y-チ

Dtg･f-αgf-3h

Dth･f--βhf+gh

となる｡ この空間で差分化することを試みる｡

告 - ∂~1[f(i+喜)-f(ト音)]

と置換える差分スキームは

且 - 2∂~1 sinh(芸濃 )∂Z

とすることと同じであることから,Dlも

Dt- 2∂~1sinh(喜Dt)

と置換えることにする｡ さらに

a

1 ー (1-E)｡盲Dt+E｡一言Dt

と置換える｡ Eは適当な数,例えば簡単には 1/2としてよい｡1を1-operatorの一種

と見たのである｡ それは

△ t - 2∂ ~ 1 sinh(芸濃 )

･t- cosh(;# )

の平均化差分スキームでは

△ifg-△tf･(ltg)+(ltf)△ t9

の様に,△ t,11が対になって現われることから自然な導入と思われる. I

さて,この処法によって差分化 し,9-Xf,A -yfとして fx,y)に戻ると

xt.1-Xt-♂(αxe-X…yt)

yt.1-yt-♂(-Pyt.1十xt.1yl)
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なる差分方程式が得られる｡ このスキームが先の保存量を依持するかどうか証明はでき

ていないが,数値計算では,10~8の精度で保存することが判っている｡Eulerスキーム

では保存 しない｡ またこの性質は∂によらない｡

この方法を,ソリトンを持つ非線形方程式に応用すると,ソリトン解を持っ差分方程

式が得られると考えられる｡ 即ち

F(Dt,Dx,Dy,･･･)f･f-0

D乙- 2∂-1sinh(iDL)

･ - ∑(1-㌔)exp(喜D乙)･ e乙eXP(一昔D乙)
として,従属変数変換によって,もとの変数に戻った差分方程式を得ればよいのである｡

例として,

Higgs方程式

･意 一品 )p- - +β93, α,0,p>O

について,この手続きを行なってみよう｡

P- 9/f

と変換すると,

(Dx2-DtZ)9･f-0

(Dx2-Dt2-α)f･f+β92-0

のbilinearform に直る｡差分化すると,

2∂~2[cosh(∂Dx)-cosh(∂Dt)]9･f-0

(2∂-2[cosh(∂Dx)-cosh(∂Dt)]-αilcosh(∂Dx)+cosh(∂Dt)])f･f

+iplcosh(∂Dx)+cosh(∂Dt)]9･ダ ニ 0
となる｡ そこで9(x,i)エア(x,i)f(x,i)として,甲だけの方程式にしてみると

∂-2[?(Lr+♂,i)+甲(Lr-♂,i)-?(x,i+♂)-?(x,i-♂)]
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α[甲(x+♂,i)+甲(x-♂,i)+p(x,i+♂)+p(x,i-♂)
･ip([p(x･6,i)+p(x-♂,i)]?(x,i+♂)p(x,ト ∂)
+[?(x,i+♂)+甲(x,ど-♂)]甲(x湖 ,i)甲(3-♂,i))

となる｡ この差分方程式は,厳密にソリトン解を持つ｡

付記.この講義録は,昭和五十四年二月一日から二月三日まで,京大理学部物理教室

に於いて,大学院生に向けてなされた講義の内容である｡ 注はノー ト製作者によるし,

若干,整理した部分もあるが,広田教授に原稿の段階で御一読をお願いした｡

(記録 京大 ･理 木 立 英 行)
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