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§1.序

Lie群の表現論の様々な設定に現れる無重複表現の統一的取り扱いのため，複素多様体上の可視的作用の

研究が，小林俊行氏により創始された． Lie群の可視的作用のもとで，複素多様体上の同変 Hermiteベクト

ル束の正則切断の空間に実現されるユニタリ表現の無菫複性が，ファイバーを表現空間とする部分群の表現

の無菫複性から従うという，無重複性の伝搬定理が知られている ([6]).

本稿では，無重複性の伝搬定理ではなく，可視的作用それ自身について考える．さらに複素多様体は Siegel

領域と呼ばれる複素領域に， Lie群は affine変換群に限定して考えるここで表現論のみならず，複素解析，

微分幾何，関数解析においても非常に良く研究されている対象である，ノンコンパクト型 Hermite対称空間

はSiegel領域に正則同値であることが知られていることを注意しておく．初めに， Lie群の作用が強可視的

であることの定義を紹介する．

定義 1([4]) 

Lie群 Hが連結複素多様体Dに正則に作用しているとき，全実部分多様体ScDに対して D':=HScD

は開集合であるとする． D'の反正則微分同相写像 a:D’→D'が存在して次の条件を満たすとき H の作
用は強可視的であるという：

uls =id, 

(J はD'内の各 Hー軌道を保存する．

次の定理が知られている．

定理 2([5]) 

(i)半単純 Lie群 Gおよび Hermite対称空間 G/Kに対して，（G,H)を対称対とするとき， H の G/K

上の作用は強可視的である．

(ii) G/Kをノンコンパクト型 Hermite対称空間とする． Gの極大ユニポテント部分群の G/K上の作用

は強可視的である．
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この結果を踏まえて，ノンコンパクト型 Hermite対称空間の設定から Siegel領域の設定へと移行するの

は自然である． Pを第二種 Siegel領域とする．以下の節において，一般化 Heisenberg群と呼ばれる群 N を

正規部分群として含む Dの特定の affine変換群について，領域ワ上の作用が強可視であるための十分条件

を説明する．そして具体的な例で，定理2(ii)との関係を説明するまた，群 N 自身が領域 Pに強可視的に

作用するための必要十分条件を与える．

§2. Siegel領域と反正則微分同相写像

N,Mを自然数とする． 9＃0を記の正則錐，すなわち直線を含まない開凸錐とする． Q:CMxcM→CN
をg正な Hermite写像とする．ここで Qがg正とは， Q(u,u)E百＼｛O}(uE (CM¥{0}）が成り立つことを

意味する．ここで,nは0の閉包を表す．次の領域 1)は第二種 Siegel領域と呼ばれている：

1) := {(z,u) E cN X CM I Imz -Q(u,u) E叫

G(D) := {g E GL(JRN) I g(n) = n} 

とおく．以下必要に応じて自然に G(D)c GL(C州と考えるまず 1)の反正則微分同相写像について説明

する．—cr1 E G(D)と反線形写像 er2:CM→CMが次式を満たしていると仮定する：

び1(Q(u,u))= -Q（び2(u)，び2(u)) (u E ICM). 

石でび1をCN上の反線形自己準同型写像に拡張したものを表すことにすると，

a : ICN x ICM 3 (z, u) H （石(z)，a2(u))E ICN x ICM 

はPを保存し， Pの反正則微分同相写像を定義する．

注意 1

(1) 

一般にはこの形に書けない反正則微分同相写像が存在する．一方で，正則同値な二つの Siegel領域は a.fline

同値であることが知られている ([3]）．このことから，領域 Dの反正則微分同相写像が存在すれば，上記ぴ

の形のものが存在する．

§3. Siegel領域上の強可視的作用

領域 Pを保存する CNx cMのaffine変換全体が成す群を Aff(D)で表す． XoE股凡 uoE ICMに対し

て， affine変換

び XICMぅ(z,u)t-+(z+2 ✓可Q(u,uo)+ ✓可Q(uo,uo) +xo,u+u0) E icN x ICM 

をn(xo,uo)で表すと n(xo,uo) E Aff(D)である．次の Aff(D)の部分群を一般化 Heisenberg群と呼ぶ：

N := {n(xo,uo) I xo E記，UoEぴ｝ cAff(D). 

次に

Aff0(D) := {(g,l) E G(O) x GL(ICM) I gQ(u,v) = Q(lu,lv) for all u,v E ICM} 

とおく． Aff。(D)の要素 (g,l)を自然に affine変換
cN X CMう (z,u)>-+(gz, lu) E ICN x ICM 
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とみなすことによって A恥(D)c Aff(D)である． GoをAff。(D)の閉部分群として， G:= GaN c Aff(D) 

とおく． G。の要素 (g,l)について，第二成分 ZE GL(C州を無視することで Goは 0に自然に作用する．

0-"1 := {y E fl I a1(Y) = -y}とおく．次の条件を考える：

本稿の主定理は次である．

定理 3([1]) 

-61 は Q 内の全ての Go—軌道を保存する，

Q 内の各 Go—軌道は Q-61 と交わる．

条件 (Cl),(C2)が成り立つとき， Gの 1)上の作用は強可視的である．

(Cl) 

(C2) 

定理の具体例について説明する．以下 v,rは自然数とし，複素行列 Xに対して転置行列を txで， Hermite

転置を X*で表す．

例 1

V 2': 2, r 2': 1とする． Herm,_,(C)をv次 Hermite行列全体が成す空間とする． 0が正定値 Hermite行列全

体が成す正則錐で， Q:Mat,.,,r(CJ X Mat,.,,r(C)→Mat,.,(C)が Q(U,V)＝りUV*で与えられる場合，この Q
とQから定義される Siegel領域 1)はI,.,サ',.,型Hermite対称空間である． 0"1(X)= _tx (XE Herm,.,(C)）， 

叫 U)= U (U E Mat,.,,r(CJ)のとき，等式（1)が成立する．いま AE GL,.,(C)に対して次の affine変換
t(A) E Affo(D)を考える：

t(A): Mat,.,(C) X Mat,.,,r(C)う (Z,U)←(AZA*,AU) E Mat,.,(C) x Mat,.,,r(C). 

このとき，定理3の条件 (Cl),(C2)を満たす G。の例として t(U(p,q)) (p, q ::>: O,p + q = v)がある対角

成分が 1の下三角行列全体の成す部分群を TcGLッ(C)とおくとき，し(T)もG。の例であるなお， t(T)N

は SU(v+r,v)の極大ユニポテント部分群に同型である．

例 2

v,r ::>: 1とする． Herm,.,（艮）をッ次実対称行列全体が成す空間， Sym,_,(C)をッ次複素対称行列全体の

成す空間とする． 0が正定値対称行列全体が成す正則錐で Q : Mat,.,,r(C) X Mat,.,,r(C)→Sym,_,(C)が
Q(U, V) = ¼ (UV* + ytu)で与えられるとき，この 9とQから定義される Siegel領域 1)は III,.,,r型擬
対称領域と呼ばれている ([7]）．び1(X)= -X (XE Herm,.,(IR.)），び2(U)＝『（UE Mat,.,,r(C)）のとき，等式

(1)が成立する自明群は定理3の条件 (Cl),(C2)を満たす G。の例である．つまり N の 1)上の作用は

強可視的である．

§4.管状領域に正則同値な Siegel領域

前節で N の作用が強可視的になる Siege]領域の例を紹介した．この節では，この性質を持つ Siege]領域

の特徴づけを与える． cMの実部分空間 W に対して NW:={n(xo,uo) I xo E恥尺UoE W}とおく．

定理 4

以下は同値である．

(i) N の P上の作用は強可視的である；

(ii) ICMの実形 W で NWのの上の作用が強可視的になるものが存在する；
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(iii) ICMの実形 W で Q(W,W)cかを満たすものが存在する；

(iv)股N+Mの領域 Uで，恥N+M+ Ru  c cN+M とDが正則同値であるものが存在する．

注意 2

(iii)⇔ (iv)は筆者自身の結果ではない．これは SimonGindikin氏によって指摘されている ([2]).

本稿では (i)⇒(iii)の証明を説明する．次の補題を使う．

補題 5

有限次元複素ベクトル空間 V上の Hermite形式の族｛加｝入EAが与えられ， h入。が正定値となる入。 EAが

存在するとする反線形写像 T:V→Vが

h入(u,v)=い（T(v),T(u)) （入 EA,u,v EV) 

を満たしているとする．この時，対合的な反線形写像 T'：V→V,すなわち T12= lで

h入(u,v)= h入(T'(v),T1(u)) （入 EA,u,v EV) 

を満たすものが存在する．

いま (zo,uo) EDに対して

N(zo,uo) = {(z,u) ED I Imz -Q(u,u) = Imzo -Q(uo,uo)} 

が成り立つことに注意すると， N のP上の作用が強可視的であるとき

Q(u,v) = Q(T(v),T(u)) (u,v E IC州

を満たす反線形写像 T:CM→CMの存在が示される．さらに補題 5より Tとして対合的なものが取れる．
W として Tの固有値 1の固有空間をとればよい．
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