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神経回路網の数理一一一開局と回答例 (補足 )
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(1989年 3月4日受理 )

はじめに

先に東北大学理学部{･行なわれた､甘利先生の大学院講義で､いくつかの小間題が提起

された｡そのうちで､講義ノー トの中{･回答の与えられていないものについて､回答を試みた

ものを､回答例として､甘利先生の講義ノートに添えることにした｡この中のいくつかは､学

生のリポー ト挺出用として出されたものである｡全体としては､寸断された､まとまりのない

ものになってしまったが､それぞれの開高が独立したものなのでやむをえなかった｡

問題 1(ボルツマンマシンに関する閉居 )

ニューロンは､そのニュ→ロン-の入力の総和があるしきい値を越えると興奮する素子

であると考えられている｡これはi番目のニューロン-の入力の総和をu.･､そのニューロンの

状態を Xiとすると､

3.･-Son(ui)-
1 if叫 >0

-1 ifu,･<0 (2.1)

のように､モデル化することができる (2億モデル)0 1 このように普通の2値モデルでは､

u.･によって一意的にx.･が決定されたが､ボルツマンマシン2 ではそこに確率を導入して､新

しい状態を次のような確率で1にする｡

f(ui)-ll+exp(-2ui/T)｢1

このとき､系がある準安定状態 Xにある確率が

1
p(=)-盲exp(-E(I)/T)

となることを示せ｡

[回答例] まず､ポテンシャル E(韮)と入力の稔和 uiは

E(I)-言S.W･･,･3･･3,･
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e∑
.-i

一一■暮
? WLJ･.a!)I (2.5)

となる｡ここで､1回の状態変化 (i番目のニューP yの状態だけ反転)に対するエネルギー

葦をみると

AE≡ E(ci)- E(-3i)

I一
I - 2∑wijX,･- - 2 uiCi
j-1

(2.6)

となる｡つまり､uiとciが同符号であるようにすると､系はエネルギーの低い方-動いてい

くことになる｡これより､i番目のニューロンの状態が -I,･から3.･-変化することによる遷移

確率は､次のようになる｡

p(Ii一 一Ci)… 【1+exp((E(ち)-E(-3i))/TH-I

時間発展の方程式､

II
P(I)=∑【p(ai一 一Xi)P(-3i)-P(-3.･一才i)P(3.･)I

i;1

を仮定し､平衡状態での詳細釣合いを考えると､

P(3i一 一Xi)P(-3i)-P(-xi一 才,･)P(Xi)-0

としてよい｡上れに(2.7)式を代入すると､

P(3,･) P(3,i一 一Xi)
P(-3,･) P(-2!.･一 〇.I)

I+expt(E(-3i)-E(Ci))/T)
1+exp((E(Ci)-E(-3i))/Tl

expi-E(Xi)/T)

expt-E(-xi)/T)

となる｡ したがって､規格化のための定数 Zを用いると､ (2.3)式が求まる｡

(2.7)

(2.8)

(2･9)

(2･10)

ここで遷移確率(2･2)から準安定状態における状態の確率(2.3)を導くとりうのは､先ず分

配関数を基本に置く統計物理からすると違和感のあることであるが､常に変化する入力を受け

ている神経系では平衡状態を考えることができず､準安定状態の確率がボルツマン因子である
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とは限らないことや､膜電位に応じた発火の確率は一個の神経細胞を用いた実験などから決め

季ことのできるということなどから､神経回路網の統計力学では､どちらかというと遷移確率

の方が基本的な量と考えられる｡

同額2(状態空間におけるローカルミニマムの数の間層 )

ホップフィール ド型の､対称 (wij-WjI･)で､フィー ドバックを持つ神経網は､エネル

ギー関数を書くことができて､神経網の状態遷移を､エネルギーの低い方-と系が移り行く物

理的措像として､とらえることができる｡相互作用の強さW,I,･が､正規分布している場合の準安

定状態の数､すなわちエネルギー関数のローカルミニマムの数を､以下のヒントの方法で求め

よo†

[ヒyト] 以下の議論{･は､すべての入力が1である様なパター yclを､用いて行くが､こ

れは入力の情報空間から､ある一つのバターンを選んだということで､このことにより一般性I

を失うような事はない｡この入力 21によって発生する膜電位廿は､

lu=wta;1=

I一 ≠

<u.･>=<∑wih> = ∑ <wih>-0 ( <wih> -0)
h;0 h=O

II I一

<uiuj>-<∑ wih∑wjt> -<W.･,･Wヵ>-qw2
hzg0 J…O

II II I1

<u,?> -<∑wih∑wa> -<∑wi>-nqw2
hiO l…O h=0

(3･1)

(3･2)

(3･3)

(3･4)

これらにより､ u.･の分布が分かるので､この分布の第-象限の体積 (ui>0となる確率)が､

全状態数に対する準安定状態数の割合である｡

Iこれけスピン系の続計力学を用いる方法で､解かれている｡ (参考文献【3】)
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[回答例] W.･,･はランダムな大きさを持ち､平均は(3･2)式より0になり､フィードバックされ

るときに､その符号しか重要でないから､分散が1の正規分布に従っているとしても一般性を

失わない｡よって､tlは次のn次元正規分布N(0,A)に従う｡

I IAltv

N(0,A)≡p｡e 2

但し､'Aは､n行n列のマ トリクスで､

･
'上
れ
･

l

乃
l

a

1
,
｡

であり､その逆行列は､

_-0;I･A

･
l

α
｡

1
α
1

α
l

｡

,

a--2(n-1)

b=
-1

(2n-1)(n-1)

l

●

となる｡ここ{･､l̂(を計算しておくと､

Î[-(n-1)(～-I)(2n-1)

よって規格化定数p｡は次のように求まる｡

1
Po=
府 (nll)(n-1)(2n-1)

(3･5)

(3･6)

(3･7)

(3･8)

(3･9)

このような分布 (3.5)に従う一..が､ u.･>0,(i-1,‥.,n)となれば､21は､再び2'1となり安定

である｡ この事象の確率は､

+∞ 十の.l _i.̂JLv

p-pol ''宣 誓du･･e2

A +oo

p-POH(I_00duil(ui))ei…0
2(2n-1)(A-1)'k=.

ii]
(∑1㌦

7L

一岩 石 hP.uA3
ー44-
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ここ{･､ノ､バード変換を用いる｡

P=Po IIe-i(2n-"董[/:I.(u,e倉 ⊥競 ]

僻 e率 1'(去/Ee-i}du,A

･00eiJenR,'dy
但し,

f(y)=lnerf(y)-÷y2

f'(y｡)=0,rI(y｡)<0の解yoにより､鞍点法を用いると､

p=eiyo?･nA叫

=2oogf)(号y.2･nJ(如)

準安定状態の数はこれに2n をかけたものだから､近似的にこれを求めてみると､

px2n砧 20･2874371

となり､これは田中､エ ドワーズ等の計算と一致する｡

(3.12)

(3･13)

(3.14)

(3.16)

(3.17)

開局3(フィードバックのあるネットワークの記憶容量 )

Hopfieldモデルのようなフィードバックを持つネットワークの場合､相関記憶の結合強度

は次式のようにおける｡1

w･･,I-緩 xrxF (4･1,

ここで､nはニューロyの数､mは記憶するバターンの数､ I.Y(JL-1,･･.,m)はp番目の記

憶バター ンに的 る鳩 目のユニーロンの状態を表わす｡まRc,Xrは確率 ‡ で+1か-1の

値をとるものとする｡
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この場合､nに対して mがある程度小さければそれぞれのバターンを正しく記憶するこ

とができる｡つまり､(4･1)式によって wi,･を決めることによって､それぞれの記憶させた状態

が安定状態であるようにすることができる｡このとき､正しく記憶することのできる重ね度

,≡ 空 け
n

r <

2lnn
(4.2)

であることを示せ｡ 4･5

[回答例] まず､記憶させたバターンの中の1つ C1が入力されたときの出力 2'をみると､

2̀′司 ,flWi,･3,, )- Sg車 ,fl棚 +i,91真- )

-son(Ac.!+Ni)l

･≡!.91舶 岩 1

･･･≡! ,真裏明 尋

(4.3)

(4･4)

となるo ここ.や､n,7nが十分大きいとすると､ Niは正規分布にしたがう (N.･-N(0,r ) )

としてもよい｡すると､

ProbLC.･'≠3日=erf
であるから,

^･≡上 蓋か .I- ○†1i=1

(4.5)

(4･6)

この式は､Ⅹin2;e16 によって求められた式と同じである.ここで､正しく記憶できる条件とし

て例えば ^ ' >0.99とすると､およそ r<0.15となり､Hopfieldがシミュレーションで得た結

果と一致する｡1 しかし､このA`は1ステップ (すべてのニューロンの状態を1回ずつ変化

させた)後の値{･あり､平衡状態に適したときの値ではない｡ただし､正しく記憶できている
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かどうかを調べるにはA'でも十分である｡ここで条件をきびしくして､A'-1となる条件

を求めてみる｡そのためには(4･6)式では不十分である｡

まず､n個の要素がすべて変わらない確率 Qは､
II

Q -IIProbiXi′=2,日 -
i;1

である｡このとき､

･∴iu

去 /_-;

1-erf

exp 卜 締 付㌃岩 expl-幻

の近似を用へ - -昔 とおくと(4･7)式は､

となる｡これがn- ∞ {･Q一 1となればいい｡

ここで､

･n=ll一対≠
とし､Fnをn- ∞ にするとき最も綾やかに発散する政教とする｡すると､

Inln=nl十 封ニーnh$lil封
･一意 ll･手話 +･･･ 】

(4･7)

(4･8)

(4.9)

(4･10)

(4･11)

であるからlmlnは最も横やかに0に収束するので､Inは最も綬やかに1に収束する｡したが
って､(4･9)式と(4.10)式を比較して､定数項を省くことによって､

C7I

嵩 e2 nlFn

とおく｡ するとQは n- ∞ でぎりぎり1に近づく｡このとき､
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e警-ex車 n(nFn,･ilnCni

C.I-2lnn+21nFn - 1nCn

=2lnn+2lnFn - 1n(2lnn+2lnFn+(smaZZorder))

(4･13)

(4･14)

{･あり､Fnはnや lnnに比べて綾やかに発散するので､ F.,の項は無視できる｡したがって

Cn<2Inn-1nlnn

n
m <
2lnn-1nlnn

間帝4(神経噂の分解能を求める開溝 )

生物は外界からの入力情報を受けながら､その情報に対応しうるような神経系を自動生

成しようとする｡甘利先生の神経場モデル7では､神経細胞を配列した神経場を考え､外界か

らの入力倍号に対する神経場の反応を見ている｡いま外界にkl国の倍号 3,IL(p=1,･･..,A)があ

るとすると､ある人カ ヱl'に対しては反応し､他の入力に対しては反応しないような細胞が神

経場に自動生成される｡このような細胞を認識細胞あるいは表現卵胞という｡ところが､2つ

の倍号 xl',rJ'がある程度近い場合には､これらの入力は同じもの{･あるとみなして､神経場の

同じ領域が反応した方がいいとも考えられる｡これは､その神経場の入力情報に対する分解能
-

を表わすものである｡ある同じ認識細胞を反応させるような入力信号の範囲を､その細胞の受
′

容野という｡講義ノー トの (8･21),(8･22)式灯おける ㌢302が分解能を決める｡そこで､
IISfLH-1､la,F'121<bの場合に､受容野内に1つの信号だけがある条件を求めよ｡

[回答例] まず､ Rにただ1つの信号 才1だけしか含まれない場合を考える｡ このとき､

p(R)-Plであるの{･

xR･CV-31･CV

となる｡ ところで

XR･21-才1･21=1 (31∈R)

XR･2V-C1･CV<b (2'V≠R)

であるから､したがって
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(5･3)

となる｡

次に､Rに2つ以上の信号が含まれる場合を考える｡ いま､ rP∈R とすると

P(R)XR･3,p- ∑ PvCV･CP=PP才IL･3,P+∑ Pv2Va,P
ar∈R JJtp

fVgR

≦PtA-PtLb+∑ Pyb-PFI(1-a)+bP(R)
暮V∈R

(5･4)

となる｡ Rには2個以上の信号が含まれるから､PP'土 p(R)となるSP｡Rb泌 ず存在
~ 2

するはずである｡したがって

xR･SP≦‡(1-a)十b-‡(1+a) (=V∈R)′

となる｡('5.3)式と(5̀5)式より､R内に1つの倍号だけがあるためには､

C' 1+A
l>- 302>-
C 2

でなければならない｡
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