
二時間グ1)-ン函数の理論とその応用(日

松 原 武 生 (京大理⊃

講義ノー ト

§1 序にかえて

京都大学の物理学科大学院学生のために ,今春より多体問題の講義 をほじ _

めたが ,編集部の希望{･その概要を数回に分けてこの誌上に発表することに

なったO京大における講義は現在も続行中の広い内容におよぶ予定のもので

あるが ,この誌上にはともかくその一部の上記のような標題のものを紹介す

るo二時間グ リーン函数は最近量子統計力学や覇経論の諸問題にさかんに用

いられて ,かな りの成功をおさめ ,次第にその計算法式が整備されて万能的

処方等がつ くられつつあるような印象を与 えているo Lかし具体的な応用例 ･

や時々露呈するこの方法の欠点一主として系統的に基礎づけられた近似法が

確立 されていないためにおこる不明確 さ一に対して今まで余 り十分な検討が

なされず ,そのためにこの方法の有効性 ,信頼性について疑義を抱かさせら

れる点 も皆無ではなかったOこの講義の目標はそのような問題点をできるだ

け批判的に換討しながら ,この方法を再整理して見ることであったが iその

ために講義者は聴講者からたえず疑問を提出してもらい ,その疑問を解きほ

ぐす努力を次の講義の内容に加 えるといった-j診式のくりかえしで講義がすす

められて来た. この精神は今回か らはじまるこの講義ノー トrLも通 じさせた

いので ,読者が抱かれる廉間を誌上を通 じ,あるいは直接筆者に知 らせて頂

くことを希望する｡

参考 までに今まで京大でなされた講義の内容一覧を予め紹介 してお くO 紙

数や体裁の加減でこのノー トには異なる贋序や .ちがった組合せで現われる

だろうが ,とにかく d予告篇 〝 の役割はして くれると思う0
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f_･a 原 式 ･.ii:_

1. 緒論 ,多体問題の諸方法
～

2.グ リーン函数の導入

(il定義 日日 スペク トル定理 (iijl 廃析性 ･対称性 ,l選叔則

5.巨視系に対するinformationとグ 1)-ン函数の関係

(Jl粒子密度 日日 エネルギー (iiil 自由エネルギー

(iv1 時間変化する外場に対するレスポンス (Vl例

4, 調和振子の系

(il 基準振動とグ 7)-ン函数 (iJH 非調和振動の影響

(酎 赤外吸収曲線の理論 (両 Kubo理論 との韻係

5. Quantum Plasma

t‖ スク 1)一二ング効果 榊 輸送係数

6.グ i)-ン函数の遂次近似

吊 摂動展開 国 母函数の方法

7.液体へl)ウムへの応用

吊 Bose凝縮 射 凝縮系の異常グ リーン函数

師 ハー ド･コアポテンシァルの扱い方

8.超伝導への応用

(‖ BC,S理論 回 厳智な扱い Liii)電子-フォノン･系

?. スピン系への応用

吊 スピン系グ リーン函数の一般的性質 (吊 強磁性 ,反強磁性

師 磁気共鳴吸収めグ リーン函数理論 (両 近似法についての議論

10. ランダムな系への応用

§2 グ リーン函数

膳序としてグ リーン函数の定義 ,それから導かれる主要な性質を簡単に述

べるo 既にいくっかの教科書や綜合報告に詳しい記述が見られ考ようになっ
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二時間グ Ll-ソ函数(Z)

たか ら,後の議論に必要な程度の復習に止めるo

定義 Hもisenberg表示で表わ した時間t,t'に依存する二つのオベ レー

タJt(i),a(tJ)から次のグ 7)-ン函数が定義 される｡

i>tl
a

ca･usal : G･L ft･i')=一首<At.i)Bft')>

羊<i'aI-巧言<-Btg)Ate.)>
retarded : G'AB(i･il).- 一芸 < LA的 B的 〕>, 0 {2･1)

advanced : GaABti･if)- o ･一妄<lA{i)的 >
但し系のハ ミル トニアンをガ ,粒子数Ⅳ ,chemicalpotentialを 〟,

技~=H-pNとして

A(i)望 ¢iHE/滋Ae一肋 /7i

く ･･････> 三Trle-PH･･･〕/ Tr縛 -iTr祈典-〕
(2.2)

qL-Ⅰ二.1 冨eos,三.@オペ㌃ タのときlA･HELF AB ･- BA IFBeosr三i重宝

で定義されている｡

∫

e(t, -.川 わdt -七三 喜><呂 (2,5,-一=C

で定義 される函数を用いるならば (2.1)は次のようにも書けるo

a _ .. ._ _. a

GiB(t･i')± 一首e(i-t')くA的 B(tf)> 可58(tLi,<B(i'jACf)>

a

電(i･iJ)-7 8か tJH くA(i)B(il)> かくB(t')A的 >‡(2･4)
Iヽ

i.

GTAB(t･i')--有 e(t'-i)t/J 湧 別わ >-q<But)A(i)>i
Causalグ リーン函数は多時間の場合にも拡張できる｡

GCn勘 ･･･in〕- 〔訂 くT〔Ai" i) ･･･-･An(t托73> (2･1つ
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Tは ti>tJ･> ･･･- >iRの畷序に並べる演算子O {2･4)のG'と Gaを

特に二時間グ 7)-ン函数と呼ぶO 二時間グ リーン函数はt-t'Lのみの函数で

ある.それはTraceがオペレーターの置換に対して不変である こ とから∵直

ちに鰐論されるo､

くA明 β的 >-喜Trleや eiEH'% ~ilH'%eiE'H'qBe-it'H/輿
-膏 Tr(6-PHeiEEl')岬 Ae小 柳 β〕
1

量子統計力学の問題では二時間グ リ-ン函数で十分であるo 特にG'と Gaが

が一番有用である｡それは後述するように｣iJtlの函数として又そのフー

リエ変換の解析的性質が簡単で数学的扱いが便利であるからであるが ,一面

近似的解法に捺して ,二時間に限っているために種々の困東が現われ ,場合

によってきま(2･1')の多時間グ リーン函数の方が便利な場合がおこるO

遅効方程葺

(2.4)をtで微分する-と ,A(わに対する斑eisenbergの方程式

援 -去(A･H]

および (2.5)の0(わ の性質をつかってGに対する運動方程式がつ くれる｡

そのJ珍は三 種のグ リーン函数に対 して全 く同形で ,(2.4)の両辺を三種の

グ リー ン函数に共通に

GABri-ttj- ≪ A=り:B(il)≫

で表わせば ,運動方程式は次の形にまとめられる｡

i方dGAB(i-tl)
dt

形式的にこれを

(2.5)

- ♂(i-t')< lA(i),B(tF)と>+く tArtj･H),Bft')>
+

(2.6)
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〔i媛 -HXrゎ〕Gm (i-約 - 8{- )JA,a

二 時間グ ジーy函数 (I)

(2.め

と書けば ･ GABri-iJ)は偏微分方程式論に出て来るいわゆるグ リーン函数が

みたす方程式に類似 した方程式の解になっているととがわかるo dグ リーン

函数一と.いう名前は ,その函数がもつ物理的ないあか ら応用数学に用いられる

グ リーンの函数と本質的に同じ性質のもa)という意味でつけられたものであ

るo (2.8)の右辺の第二項からは新しいグ リーン函数が現われ ,そのグ F1

-ン函数に対しても同様な方程式がつ くれるが ,これは叉別の新 しい ,グ リー

-ン函数を産み ,こうして際限なく方程式の鎖が続 くことになるO この無限

次元の連立方程式は勿論解けない. これを近似的に解 くためには ,鎖を何処

かで切断 して有限の方程式許にする必要がある*Oここでグ リーン函数の方法

の欠点が現われるL,現在のところグ リーン函数の方程式を解く系統的な近似

法は見つかっていない｡

この欠点にも拘わらず ,グ ')-ン函数の方法はすぐれた長所を持っているo

そのい くっかをあげると

〔1〕 グ リーン函数は多体系に対して我々が欲する情報をすべて供給し

てくれ る｡

〔2】 多体系に娼 して常に現われる非線型無限次元の連立方程式管 ,

selトconsistent に線型化するのが普通用いられる近似法で

あるが ,後述する rスペク トル定理J の存在は ,グ リーン函 数法

が一番簡単で扱いやすいものにしているO

〔1)はグ ])-ン函数法が巨視系を取扱 うのに一番近道を通るものである

ことを教え , 〔2)は佃の方法に比べて少い労力で同程度の括論が導けるこ

とをいみしているoそこで 〔1〕につも､ては次の節に詳論することにして,

･ 籍隈次元の鎖を有限のものに切断することでは,正しい解答がのぞめない場合がある｡こ
の場合鎖全体を適当に近似する必要がおこる｡
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｢スペク トル定理｣を説明する｡

スペク トル定理

グ リーン函数

GABti-tl)= < Afわ :BEtJ)> ･ GAB(i-tl)=<B【む :Ati')>

に帯 びついた重要な量はAとBの相関函数

FABri-il)空 く A(i)B(tl)>
および

F払 (i-iJj … くB(tJ)A(わ>

(2.7)

であるB 次節で示されるように ,平衡状態 (tに よらない状態)に関して我

我が必要な量は普通相関函数で表わされるO 相関函数に対 してもグ リーン函

数と同様の運動方程式を作ることができるが ,グ t)-ン函数と異なって ,方

程式 とは別に初期条件 ,境界条件を課す必要があり,この点グ !)-ン函数の

方が解くのに像利であるかだからグ リーン函数と相娼函数を結びつける娼係

があるとよいが ,スペク トル定理がその嫡孫を与えてくれるQ まづTrace

の性質を用いて

くAIi- 0,>-盲Tr〔e一町 EH'iAe~iln'iB】

-育Trt謹 ePH-,･EH/qBぞiEB/仰 A〕
1

- く B(o)A(t十露 P)>

即 ち FAB(tj- F払(i+i方β.)

が証 明されるo 今 FBA(i-t')のスペク トル分解を(⊃Q
F払ft-tlj=左JABrQ')a

で与 えると ,(2.8)によって

-iuIL-L')坐
27r
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二時間グ 9- ン顔数(i)

F詔 -i,)-.LJ ABtU)eβ如 e-iw(SJ )坐
00

27r
(2.10･)

とな る o と ころが定義に よっ て ･グ t)- ン函 数 は F娼 (i-tl)とF払ti-tfjの

一 次 結 合 で表わされるか ら ,グ リー ン函 数 の ス ペ ク トルとFAB･FBA のスペ
クトルとの問に閑係があるo例 えば

G忘(i-tJ,-f=G如 ¢-iE(E-E')芸 {2･11)

とすると (2.4)の定義に (2.9)(2.10)を用いることにより直ちに

1 品 Jm- (pJ卵 u一符)～ r _._ __ー__
GIB (E'=義 fd翫E-W+iEj

ーdo_)

(C-づ0勺

が得 られるO全 く同夜にadvancedに対しては

a:B(E)
1 二光JAB(a)(e卵 O-が

27t'1 - 克日171-也トiE)

(Ej0+)

GAB(E)〒 f

(2.12)

(2.15)

ここでEを複素数年拡張LG完(Ej と GZBtE)を次で定義される一つの解析

函数の二つの分虜函数と見なすのが便利である｡

ハ _P､ー p- I.W(wj(e卵 uT?)dGD
AD 一･00 如 E叫 )) 27t

(2.14)

- 堵 冨 芸 呂

この見地ではGABrE)はE の複素平面の実軸上で不連続になり･よく知 られ

た公式
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樫 原 武 生

1 れ1=PE-W±乙S AE-a)言i7{StE-QJ)
を用いて実軸上の函数値のとびが

GAB- iC'-Gm(a-iE) ニ ーi禦 ･IB{W'

(2.15)

(2.163

で与 えられることを示すことができるo これは相関函数のスペク トル JAB(a)

とグ ')-ン函数を結びつける重要な蒋栗で ,(2.18)を (2. 7)に入れ

ると

FBA(と-まつ - <B(伽 的 >-i･td竺 欝 e- iw r叫垂27t
誓2蒐ImlGA正W)〕

- -I
i- eβ紬 一可

一拍 (トtう

(2.17)

となるO 先に 〔2〕で述べたことをもう一度 (2.17)を参照 してくりかえ

すと 一一般にグ リーン函数は (2･6)_又は (2･61)の藤の方程式をみたすが ,

(2･6つ のIA,B は同時刻の相娼函数で与 えられる量であるので ,適当な線

形化を行 うと方程式の組は種々の相娼函数を係数とする代数方程式に帰着さ

れる.それを解 くとグ ･)-ン函数のスペク トル函数は相幽函数の汎函数で表

わされ ,スペク トル公式 (2.17)を用いると ,相関函 数をseiトconsistent

にきめる汎函数方程式が導かれて ,一応問題は形式的に閉 じた形でとけるこ

とになる｡▲

グ リーン函数の解析性 ,対称性 ,選択則

1o r2.11)によって

⊂Q . ⊂く)

G'(E)-.IG'(tjeiEldt-fG'(わ elEEdt･W 0

であるか ら,E-RetE)+ilmLE〕≡a+irとおくと
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二時間グッ- ン顔数(Ⅰ)

C<)
GttE)- IG'(わ e-iaトrEdi

0

故に .r>0な らばこの積分は収束するO すなわち ,GTfE)は Im(E)>0

に対して正則であるO全く同様な議論でGa(E)は Im(i)く 0に対して正則

であることが示される｡

故に

GEEj- t
G 'tE) ImlE]>O

Ga ( Ej ImlE]<0

は実軸を除いていたる所正則であるC いいかえるとG(耳)が特異点をもつと

すればそれは実軸上にあることになる.

20対称性

グ 7)-ン函数の定義 (2.4)か ら直ちに言えることは

G三月(-t') - ギ G芸A〔iJ-tj

G呈B(i-ifj- 符G芸AEtl-わ

であるO故にこれらのスペク トル函数をG完(E),GZB(Ej,GiBtE) とすると

GL,(Ej- 野GafiAトEj
(2.18)

G三B(A)- 甲G㌫卜E)

が得 られるoもしもG完(E)と GZBtEjを一つの複素函数GAB(Ejの分校と見

なすとすべてのグ リーン函数について一般に

GAB(Ej=ギG払 (-ED

が成立することがわかる0

50 選択則

(2号19)

系が保存則 .例えば粒子数の保存則とか .運動量保存則をもっとき ,その

性質はグ 7)-ン函数に反映されて ,グ リーン函数の成分に粛する選択則とな
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桧 原 武 生

って現われるo例とし七Fermi粒子保存則とグ ,)丁ン函数の関係を述べ る.

akq･afqをそれぞれ運動量k,スピンJのFermi粒子の消滅演算子 ,創生

演算子とすると ,粒子の総数は

N-keEak*qakq r2･20)

で与 えられ ･これ華保有することは ,系のハ ミル トハアンHとNが可換であ

ること｡

lH,N)-O (2.21)

で表現される.演算子 U-eip"で誘起されるウニテール変換Ut ･- Uに
対して当然Hは不変であるから

H-U+HL/' (2.22･)

一方容易にたしかめ られるように ･akq･a‡クはこの変換で

ako-UTakqU-eipakc afq●-N+b･‡6-a-all.1'Pa‡q (2.25)

をこかわる｡今

く ････-a‡q(i) --･･ak･O,tt')--･･> (2.24)

のようなaa十の積の平均値を考えると(2.22⊃(2.25)に注意して

T,〔8-PH･･･afq(i)･･･add(ib･･〕-Tr〔u+e-GEM･･･a忘ft)･･･add(i5･･･]

I-Tr_le-CHO･･･.afqfi,-ak･q･ft･,･-U'] fTraceの性質)

- e~ipnTr〔e~PH.･･afq(tj･･･､ak,qLil)･･･] (2.25)A

但し･n- (く･･･> の中のaの数)-ra+の数)である｡着局

(1-6-inや)く･･･afq(i)･･･ak･O,(≠')･･･>-0

従ってn- 0でない限 りく･･･> Dであるo グ t)-ン函数は結局【2.24)

の形の相娼函数の二次結合であるから,グ リーン函数の中にあらわれる消滅
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=時間グ11-y函数(I) ､~

演算子 の数と創生演算子の数は等しくなければならない｡例えば

くa‡af･> -0,くakak'≫ …D

でなければならない｡同線な議論を運動量

-チ

p-E盲a‡qakqkq

(2.25)

r2.26)

+

に対して適用すると ,任意のベク トル Eを用いたU-eipEで誘起されるウ

ニラール変換に対してHが不変であるとすると

U+HU-a,U-FaたqU- eikEako,UiTafou- e-ike I2.27)

であるo故に前と全く同様に

く･･･aiJ･qJ･(iJ･)- aksos(tsj･･･>

-einl+k2十･･･長持)･E< ･･･a=kjCj卑 - aksCs(狗 - >
-ナ う ｢>

となってkl+k2+-+kn-D でない限 りグ !)- ン函数は痕等的に消 える｡
例えば

<a‡oaflq･> , <akoakbJ> ･≪afqak,51≫ ,<akoafFd>

の中で 0でないのは

≪ afqakq> ･く akqa言q>

だけである｡
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