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1 序文

群代数のタウ傾有限性について

平前直也（京都大学）

Naoya Hiramae (Kyoto University) 

Tー傾有限代数は Demonet—伊山―Jasso によって導入された有限次元代数のクラスで

あり，彼らは [DIJ]で有限次元代数の Tー傾有限性が brickの有限性やねじれ類の関手

的有限性と関連することを示した．さらに，相原—水野によって有限次元代数の T—傾

有限性は準傾複体の連結性（どのふたつの準傾複体も有限回の既約変異で移り合うこ

と）と関係があることが示唆されている ([AM,Corollary 2.11]を参照せよ）．これら

の理由から，近年，様々な有限次元代数に対して T—傾有限性が議論されている．

本稿では，正標数 p>O の代数閉体上の群代数の Tー傾有限性が p—超焦点部分群に

よって決定されるのではないかという予想（予想 2.17)について述べた後，一般対称

群 (Cm)nx enに対しては p>nを仮定すればその予想が成り立つという [H2]の主

結果（定理 4.7，系 4.9)について説明する．

2 準備

本節では有限次元代数の Tー傾理論と Tー傾有限性について基礎的な事項を準備した

後，群代数の Tー傾有限性と p—超焦点部分群の関係について説明する．以下，簡単の

ため，代数と書けば代数閉体 kJ:::の有限次元代数を表し，加群と書けば有限生成右加
群を意味するものとする．また， Aを代数とし， A上の加群圏を modA,射影加群か

らなる modAの充満部分圏を projA, Aの射影加群の複体からなる有界ホモトピー

圏を応(projA), Aの加群の複体からなる有界導来圏を Db(modA)と書く．さらに，

A上の加群 M に対して， M の K双対を DM:= Homk(A, k), M の Auslander-Reiten

translateをTMと書く（詳細は [ARS]を参照せよ）．

2.1 Tー傾理論

Tー傾理論は足立l戸山—Reiten によって導入され，彼らは [AIR] で A 上の basic な
台 Tー傾加群と K竹projA)の basicな 2項準傾複体と modAの関手的有限なねじれ類
が 1対 1に対応することを示した．その後， A上の basicな台 Tー傾加群は加群圏や導

来圏のさまざまな重要な対象と 1対 lに対応することが示された (A上の左有限な

semibrick [Asai], Db(modA)の2項 simpleminded collection [KY], length heartを持
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つ有界な Db(modA)の intermediatet-structure [BY]など）．この小節では A上の台

Tー傾加群と 2項準傾複体の対応について説明する．

定義 2.1.ME  modAが台 Tー傾加群であるとは， M が次の 2つの条件を満たすこと

である．

(a) M はT-rigidである，すなわち， HomA(M, TM) = 0. 

(b)ある PEproj Aが存在して， HomA(P,M) = 0かつ |Pl+IMI = IAI. 

ただし,|MIiょM の直既約因子の同型類の個数を表す．なお， Pを明示するときは
台 Tー傾加群を (M,P)と書く．

定義 2.2.TE K竹projA)が傾複体 (resp.準傾複体）であるとは， Tが次の 2つの条
件を満たすことである．

(a)すべての整数 iヂ0(resp. i > O)に対して HomKb(projA)(T,T[i]) = 0. 

(b) Tの有限直和の直和囚子全体からなる K竹projA)の充満部分圏を addTとする
と， addTが三角圏として知(projA)を生成する．

Rickardの結果 [R,Theorem 6.4]より， Aと導来同値な代数はすべて Kb(projA)の傾

複休の自己準同型環として得られるため，傾複体は代数の導来同値類を調べる上で

非常に重要である．相原—伊山は傾複体より広いクラスである準傾複体を定義し，準

傾複体の直和因子を取りかえる「変異」という操作を導入した（詳細は [AI]を参照
せよ）．変異を繰り返すことで次々と準傾複体が得られるという点で，進傾複体は傾

複休よりも取り扱いやすいクラスであると言える．なお， Aが symmetric（すなわち，

両側 A加群として A竺 DA)のとき， TEKb(proj A)が傾複体であることと準傾複休

であることは同値である ([Ai,Theorem A.4]を参照せよ）．

定義 2.3.T = (.. ・→ T-1 → T° → •••)E Kb(proj A)が 2項複体であるとは，すべて
のi-/=-1,0に対して Ti=0となることである．

Krull-Schmidt圏（例えば modA,Kb(projA), Db(modA)など）の対象 X が basicで

あるとは， Xの直既約因子たちが互いに非同型であることを言う． A上の台 Tー傾加

群 (M,P)に対して， M とPがともに basicであるとき，（M,P)はbasicであると言

う． A上の basicな台吋頃加群の同型類全体の集合を ST-tiltA, Kb(proj A)の basicな

2項準傾複体の同型類全体の集合を 2-siltAと書く．
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定理 2.4([AIR, Theorem 3.2]）．集合 ST-tiltA, 2-silt Aの間に以下で与えられる全単射

が存在する．

s T -tilt A +------------==〉 2-siltA, 
↓ U) 

(M, P) f---→ （Pf1①P□p沢），
Cokgく 1(P-1為 po).

ただし， M の極小射影表示を Pf1~ poM→M→0とする．

2.2 Tー傾有限代数

Demonet—伊山―Jasso は代数の Tー傾有限性を導人し， T-傾有限性は brick の有限性

やねじれ類の関手的有限性と関連があることを示した．本稿ではねじれ類やその関手

的有限性の定義を省略するため，加群圏の部分圏に興味のある方は [DIJ]を参照して
頂きたい．

定義 2.5.#ST-tilt A < ooのとき， AはTー傾有限であると言う．

定義 2.6.ME  modAが brickであるとは， EndA(M)竺 Kであることを言う．

定理 2.7([DIJ, Theorems 3.8 and 4.2]). Aに関する以下の条件はすべて同値である．

(a) Aは Tー傾有限である．

(b) A上の brickの同型類の個数は有限である．

(c) modAのすべてのねじれ類が関手的有限である．

補足 2.8.定理 2.7により Tー傾有限性と birckの有限性は同値なので，代数の全射準同

型 A→ rがあるとき rが吋煩無限ならば Aも Tー傾無限である．代数の Tー傾無限性
を示すためによく使われる方法として， T-傾無限であることが知られている代数（例

えば拡大 Dynkin簸の道代数など）を商代数として構成するという方法がある．個人

的な見解ではあるが，一般には代数の Tー傾有限性を示す方が Tー傾無限性を示すよリ

も難しい．しかし，後述の命題 2.16にあるように，群代数の Tー傾有限性は『超焦点

部分群を計算すれば簡洋に証明できるため，群代数はT-1頃有限性について議論しや
すい代数のクラスであると言える．

準傾複体 TEKb(proj A)とその直既約因子 X に対して， Tの而既約因子のうちx
だけを取り替えて新たな準傾複体を構成する 2つの方法があり，それぞれ左既約変
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異と右既約変異と呼ばれる ([AI]を参照せよ）． Kb(projA)のどの 2つの準傾複体も

有限回の既約変異で移り合うとき， Aは準傾連結であると言う．代数 Aが symmetric

のとき，準傾連結性は「すべての導来同値類が Aから有限回の既約変異で得られる

傾複体の自己準同型環として得られる」ことを意味するため，非常に軍要な性質であ

る．代数の Tー傾有限性は準傾連結性と次のような関連がある．

命題 2.9([AM, Corollary 2.11] and [AMY, Proposition 3.27]). Aから有限回の左既約

変異で得られるすべての準傾複体 TEKb(proj A)に対して EndK列projA) (T)が T-傾有

限であるならば， Aは準傾連結である．

また， symmetricな代数の導来同値は吋頃有限性を保つのではないかという予想があ

り，実際に polynomialgrowthの場合 [MW]とBrauergraph algebraの場合 [AAC]には

正しいことが証明されている．もしこの予想が正しければ，命題 2.9より， symmetric

な代数が Tー傾有限ならば準傾連結であることが従う．

2.3 群代数の T—傾有限性と p-超焦点部分群

この小節では Gを有限群， Kの標数を p>Oとして，群代数 kGの吋頃有限性に

関して現時点で分かっていることについて説明した後，群代数 kGの Tー傾有限性と

Gの『超焦点部分群の関係について述べる．

定理 2.10([EJR, Theorem 16]). Tameな群代数は Tー傾有限である．

補足 2.11.一般にはtameな代数であっても Tー傾無限になる場合があるため，定理2.10

は群代数に特異な性質である．群代数は symmetricであるが， symmetricな代数であ

っても tame かつ T-~頃無限な代数は存在する（例えば [AAC, Theorem 6.7]を参照せよ）．

命題 2.12. (a) ([AIR, Example 6.1]) Gが『群のとき， kGは吋頃有限である．

(b) ([KK, Theorem 3.10]) N をGの指数が『幕の正規部分群とすると， kNが吋頃

有限ならば kG も T—傾有限である．

(c) ([Hl, Theorem 3.7]) N をGの中心に含まれる『部分群とすると， kGが Tー傾有

限であることと k[G/N]が T-傾有限であることは同値である．

補足 2.13.命題 2.12(b)の逆は正しいと予想しているが証明できていない．後述の予

想 2.17が正しければ，よリ一般に， Gの任意の部分群 H に対して kGが Tー傾有限な

らば kHも Tー傾有限であることが証明できる．
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群代数の表現型（有限表現型， tame, wild) が ~Sylow 部分群によって決定される

という古典的な結果（命題 2.14)の類似として，群代数 kGの Tー傾有限性は群 Gの

どのような構造によって支配されているのかという自然な疑間が考えられる．定理

2.10,命題 2.12(b)，命題 2.14を使えば，群代数 kGが Tー傾有限になるための十分条

件を Gのた超焦点部分群の言葉で記述することができる．

命題 2.14([E, THEOREM in Introduction]). G の ~Sylow 部分群を P としたとき次
が成り立つ．

(a) kGが有限表視型であることは， Pが巡回群であることと同値である．

(b) kGが有限表現型ではなく tameであることは， p=2かつ Pが二面体群，準二

面体群，一般四元数群のいずれかに同型であることと同値である．

定義 2.15.Gの四Sylow部分群とぴ(G)の共通部分を Gのた超焦点部分群と呼ぶ．

ただし，ぴ(G)はGの指数が『幕の正規部分群の中で最小なものである．

命題 2.16([HK, Proposition 2.15]). Gのp-超焦点部分群を Rとする．次のいずれか
の条件が満たされるとき， kG は T-~頃有限である．

(a) Rは巡回群である．

(b) p = 2かつ Rが二面体群，準二面体群，一般四元数群のいずれかに同型である．

次の場合については命題 2.16の逆も成り立つことが証明されている．

• ([Hl]) G := P ><1 H (Pはアーベルp-群で H はアーベルpに群）の場合

• ([HK]) p > nかつ G:=(Cmt)<I6nの場合

これらの結果から，命題 2.16の逆が一般の場合にも成り立つのではないかと予想し

ている．

予想 2.17.G の p—超焦点部分群を R とする． kG が可頃有限であることは，次のい
ずれかの条件が満たされることと同値である．

(a) Rは巡回群である．

(b) p = 2かつ Rが二面体群，準＝面体群，一般四元数群のいずれかに同型である．
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3 自己入射的代数の Tー傾有限性と Cartan行列の定値性

本節では主結果の証明に必要な命題を用意する．前節の記号を踏製する．以下， A

を自己入射的代数とし， P1,...,PtをA上の虹既約射影加群の同型類の完全代表系，

A上の中山閻換を VEStとする（つまり， A加群としての同型 P"竺 DHomA(Pv(i),A) 
が成り立つ）． Aの Cartan行列 CAE Mattxt(Z)を

CA := (dimkHomA(Pi, Pj))1:Si,j:St 

で定めると， Aの吋頃有限性と Cartan行列広の定値性の間には次のような関係が

ある．

命題 3.1([H2, Proposition 3.4])．自己入射的代数 Aに対して，次の 2つの条件を満た

す非零ベクトル VEztが存在するならば Aは Tー傾無限である．

(a) V・V=V （つまり， vは中山置換による成分の入れ替えに関して不変である）．

(b) v Tc籾::::;0. 

系 3.2([H2, Proposition 3.2]). Weakly symmetricな代数（すなわち，中山置換が恒等

岡換であるような自己入射的代数） Aに対して， Aが Tー傾有限ならば Cartan行列 CA

は正定値である．

命題 3.1や系 3.2を用いれば，自己入射的代数 Aの Cartan行列を計算することで A

の Tー傾無限性を示すことができる場合がある．

補足 3.3.命題 3.1と系 3.2の逆は成り立たない．例えば，群代数の Cartan行列は常

に正定値であるが， 4 節で見るように群代数は T—傾無限になる場合もある．

例 3.4.Aを次の簸と関係式で与えられる symmetricな代数とする：

／ 

A:= k[l ~ 2] /(ab-ba, a2, bり．← 尺
このとき，頂点 1,2にそれぞれ対応する麻既約射影加群 pl」もの Loewy列は

1 2 

pl =2  2, P2 = 1 1 

1 2 

であるため， Cartan行列広は

CA = (: :） 
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となり正定値ではない． したがって，系 3.2よリ Aは Tー傾無限である．

例 3.5.Aを次の簸と関係式で与えられる自己人射的代数とする：

八 d
A:= k[l +=戸 2+=戸 3]/(ab, ad, c汽eb,ed, ba -de, acb, ecd). 

このとき，頂点 1,2, 3にそれぞれ対応する直既約射影加群 p1,P2，代の Loewy列は

2 3 

2 1 2 3 2 
pl =P2  = 
2'1  2 3 'P3 = 2 

3
 

2
 

ー

となるため， Cartan行列広は

CA = ([ ］ ［） 
であり，中山慨換は (13) E邑である．したがって，ベクトル V:= (1, -1, 1)丁は命題
3.1の条件を満たし， Aは Tー傾無限であることが分かる．

4 一般対称群の群代数の Tー傾有限性

本節では Kを標数 p>Oの代数閉体， H をn次対称群 6nの部分群とし，半直積

群 (Cm)n)<IHの群代数 k[(Cmt><1 H]がいつ Tー傾有限になるかについて論じる．前節

までの記号をそのまま用いる．正整数mをm=lm'CCは非負整数でm'はpで割
り切れない正整数）と分解して，まずは k[(Cmt><1 H]の代わリに k[(C炉V)<IH]を考

える．群代数 k[(C炉V)<IH]は次の skewgroup algebra 

A:= k[xぃ．．．，叫／（x『,．．．，忍） ><IH

と同型である．ただし， hEHのfE k[xぃ．．．，叫／（xf,...，碍）への作用は

f → f竹X1,...,X砂：＝f(xい (1),...'Xい (n))

によって与えられる．ここで，正次数の対称多項式全体が生成する k[x1,．．．，%]のイ

デアルを Iとし，その麻を C:= k[x1,... ，叫／I と書く．いま pc~ nを仮定すれば，
（叫．．．，叶）こ Iとなることが分かり ([H2,Proposition 4.2]の証明を参照せよ），代

数の間の全射準同型 A→ C)<IHを得る．以上をまとめると，次のような関係になる

（ただし最後の全射は pc~ nの仮定が必要） ： 

k[(Cmt ><1 H]→ k[(C炉t><1H]竺 A→ C)<IH. (4.1) 

Skew group algebra C ><l Hは自己人射的であり，次の事実が分かっている ([H2]の

小節 4.1と4.2を参照せよ）．
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• C ><1 H 上の単純加群の同型類全体の集合 simC)<IHとkH上の単純加群の同型類

全体の集合 simkHの間に全単射ゃが存在する．

• C)<IH上の中山置換を v, H の符号表現に対応する単純 kH加群を Ssgnとしたと

き，次の可換図式が成リ立つ：

simC)<JH ~ simkH 

↓v ↓SsgnRk-
simC ><J H ~ simkH. 

• IBrHで H の既約 p-Brauer指標全体の集合を表し，入 EIBrHに対応する直既約

射影 kH加群を P入と書く．このとき， C><1 H の Cartan行列 CいHは

Cc><H = ((6n: H) ・ dim以)入 .dim以店，μEIBrH (4.2) 

で与えられる．

以上の事実と命題3.1を用いることでC><1HがT-1頃無限になるための十分条件を得る．

命題 4.1([H2, Proposition 4.8]). #IBr H 2 min{p, 3}のとき， C><1Hは Tー傾無限である．

#IBr H 2: min{p, 3}を満たす場合に対して，命題 3.1の条件を満たすベクトル v
を具体的にどのように取るのか、いくつかの例を見てみる．

例 4.2.p = 2, n = 3, H＝邑のとき， kH上の単純加群の同型類は 2つあり，自明表

現に対応する 1次元の箪純加群 Strivと標準表現に対応する 2次元の弟純加群 Sstdで

ある． Strivの射影被覆 Ptrivは 2次元であり， Sstdは自分自身が射影的であることか

らPstd= Sstdは 2次元である．よって，式 (4.2)より C)<JH の Cartan行列は

C信＝ （］ ］） 
である．また， p=2より Striv= Ssgnであるから，中山懺換は恒等謄換である．したが

って，ベクトルv:= (1, -l)Tは命題 3.1の条件を満たすため，C)<JHはTー傾無限である．

例 4.3.p f n, n :::=: 3, H = Cnく enのとき， Maschkeの定理より kHは半単純であ
る． H＝広の生成元 gを固定して， 1の原始 n乗根を (EKXとしたとき， gf----+ぐ
で与えられる H の 1次元表現に対応する単純 kH加群を 3 と書く．このとき，
simkH = {S1,...，品｝であるから， C><1Hの Cartan行列は式 (4.2)より

CexH = （n -1)！ (: /•/ 9 ：） 
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となる． nが奇数のとき， Ssgn＝品は自明加群だから中山骰換ば恒等置換なので，ベ

クトル V:= (1,-1,0,...,Q)Tは命題 3.1の条件を満たす． nが偶数のとき， Ssgn= Sn/2 

より中山漑換は＄と Si十n/2を入れ替える置換なので，第 1成分と第 (1+ n/2)成
分が 1で第 2成分と第 (2+ n/2)成分が―1で他の成分はすべて 0のベクトル
v = (1,-1,o,...,o,1,-1,o,...,o)Tは命題 3.1の条件を満たす．よって，どちらの場

合でも C><1HはTー傾無限である．

例 4.4.p 2: 5, n = 3, H =釣のとき，実は C)<]H は例 3.5のAと森田同値になるが，
簸と関係式を用いずに C><1Hの Cartan行列と中山置換を計算して C)<]Hの Tー傾無

限性を示すことができる． Maschkeの定理よリ kHは半単純である． kH上の洋純加

群の同型類は 3つあり，自明表現に対応する 1次元の洋純加群 striv，標準表現に対応

する 2次元の単純加群 Bstd, 符号表現に対応する 1次元の単純加群 Ssgnである．ょ

って，式 (4.2)より C><1Hの Cartan行列は

CexH = ([ ［ :) 
である．また，

Ssgn R k Striv全!Ssgn, Ssgn Rk Sstd全!Sstd, Ssgn Rk Ssgn全!Striv 

なので，中山憧換は StrivとSsgnを人れ替えて Sstdは動かさない．したがって，ベク

トル v:= (1, -1, l)T は命題 3.1 の条件を満たすため， C~H は吋頃無限である．

命題 4.1とpc2:: nの仮定の下で構成される全射準同型（4.1)から次の系が成リ立
つ．

系 4.5([H2, Corollary 4.9]). l 2: nかつ＃IBrH?: min{p, 3}のとき， k[(C叫n><1H]は
Tー傾無限である．

補足 4.6.系 4.5において p£ 2 n という条件を落とすことはできない．例えば，

p=2のとき k[（ら）3><1 C3]は系 4.5の条件＃IBrH 2 min{p, 3}を満たしているが，

命題 2.16より Tー傾有限である（（ら）3><1C3の『超焦点部分群は C2Xらと同型である）．

系 4.5と命題 2.16を使うことで次の定理が得られる．

定理 4.7([H2, Theorem 4.11]). l 2': nを仮定し，H を〇1のpし部分群とする．（Cm)n)<]H
のp超焦点部分群を R とすると， k[(Cmt><1 H]がT-傾有限であることと Rが巡回群

であることは同値である．
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補足 4.8.H を6nのpし部分群， Rを (Cm)n><l H のp-超焦点部分群とすると， Rが

巡回群であることはpfmまたは＃Hさ2であることと同値である ([H2,Proposition 

4.10]を参照せよ）．

定理 4.7の応用例として，一般対称群 (Cm)nxen （すなわち H=6nの場合）の群

代数 k[(Cm)n><I 6n]が T-傾有限になるための条件を与えることができる．

系 4.9.p > nのとき，一般対称群 (Cm)n><I 6n の p—超焦点部分群を R とすれば，
k[(Cmt ><I 6n]が T-傾有限であることと Rが巡回群であることは同値である．

補足 4.10.補足 4.8よリ，系 4.9の設定の下では， Rが巡回群であることはn:::;2で
あることと同値である．
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