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量子系のモンテカノし口法 東大理 羽田野 直道

1 初めに

高温逓伝萌体と関係して 2次元の圭子現象が注目を集めているが,できるだけ大きな有限系をモン

テカルロ計芳しで定丑的忙議論しようとする研究が増えてきている. ここでは王子系q)モyテカルロ

法の現状%,その方法論に焦点を当てつつ述うろことにする.

本宅に入る前にモンテカルロ法,特に重みつきサyプ1)./グについて復習しておく.多自由度系の

計井には広大な状態空間にわたる足し算がつきものである.これを部分的な和で済ませようとする

のがモyテカル｡法である.ところで統計力学計井では足し算の際にボルツマン分布関数がかかって

くる.低温では分布関数は状態空間中のどく一部にしか値を持たない.したがって全状態空間をただ

漫魚とサ./プ1)./グしていたのでは,物理量の評価に効いてくる｢有効サyプル数｣が非常に少なく
なってしまう.このような無駄をしないためには重要な状態ほど何度もサyプリングするようなアル

ゴリズムを考えなければならない.これが重みつきサンプy1/グである. MetropoliSらは状態空間
の中のマルコフ過程を構成することでそれを実現した.状態 Aから状態 B-の遷移藤率を2つの状

態のボルツマン重みの比から計斉し,それを乱数と比較して遷移 AーBの可否を決定する.遷移確率

がある条件を満たしていれば,十分長い時間の後には各状態が重みに比例する確率で出現する.

重みつきサンプリyグの方法が適用できるためには,間鴬が次のような条件を兼ね備えていなけれ

ばならない.第 1に2つの状態の重みの比が計井が容易,Cなくてはならず,第 2に重みが確率の意

味をもっているため負であってはならない.

2 有限温度の量子系に対するアルゴリズム

2.1 鈴木一恥otter変換とWorld-Line法

単純に考えれば,量子系でも各状銀をその重み W(中)=く4lcxpトβγ)仲)に比例して出現させ
ればよいことになる.しかしこの密度行列を求めるには-ミルtニアy光 を対角化しなければなら

チ,小さな系でなければ不可能である.そこで重みを計芳しやすい形に変形しなければならない.

よく行なわれるのは,全-ミル トニアyを部分クラスター γ ≡ 光l+光2+-に分けて鈴木-
notter分解【1,21

eェp(一月桝)≡leェp(-β光1/n)eェp(-β光2/n)】≠+0(β2/n) (1 )

を適用し, ｢トロツクー数｣無限大 nー ∞ の極限-の外挿から正しい値を得る方法である.なお,

より高い次数の補正項しか持たない近似子を漸化的忙構成する ｢フラクタル分解｣が鈴木に.よって軽

業されている【3,41･

式(1)を使うと分配関数 Z≡∑中l(仙 eェpトβ7L)J4･1)を【5-8]

Zと∑ (Qllc-Put/n他日42te-恥 竹中3)･-く42nle一肌 /nIQl)≡∑W(巾 (2)
tJl t41

と変形できる.ここでは鈴木-Trotter分解によって発生した幾つもの指数関数済芳子の間虹,完全

系による｢1の分解｣∑中̀他)(Qilをはさみこんでいる･したがって右辺の和紀号は拡大された状
搬空問 (巾 ≡((411,(421,- ,くせ2nllにわたる和を表している･この和をサンプリングするのが

World-Line法の考え方である･例えば粒子系を考えよう･完全系 仲.･)として払 粒子の溝所を指
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定する基底をとると便利である･皇子系では済芳子 expト βγ)によって粒子が虚時間方向に時間発

展していくのだが,式 (2)の変形は虚時間 0- βを n佃の時間層に区切り,粒子の移動の途中経

過 (世界線)や1- や2- や3-･を追うことに相当している･あるモyテカル｡･ステップである

世界線を持たとすると,次に途中経過を一部変えたような世界線を新たに作り,2つの世界線の重み

叫の の比を計井する･これは容易に計井できるので,状態空間 (中)の中の確率過程が構成できる
ことになる.このようにWorld-Linc法は経路積分の重みつきサンプgyグであることがわかる.

この方法によれば,系全体 (格子点数 N, Ttワックー数 n)の状態 くせ)を一通 り更新するのK
Nnに比例する計算時間がかかる.これは以下で述べる他の方法と比べると制約が硬く,系のサイズ

を大きくするのが比較的容易なのがこの方法の特徴である.

2.2 負符号間馬

上で説明したアルゴリズムでも,模型によって開幕が起こる.フェルミオy系やフヲストレートし

たスビy系で仏 式 (2)で定義したボ ,̂ツマy重み W(巾 が負になる状態が存在する･このままで
は1節で示した第2条件に抵触して重みつきサyプタングができない.通常は重みをその絶対値で置

き換えたような ｢絶対値系｣2'≡∑Jw(中IIを新たに定義して,そのボルツマy重み W'≡lwJを
基にシミュレートする･元の系Z=∑Wの情報はシミュレーションの過程で ｢符号｣

a _∑Lwl･sign(W)S=S=
Z' Elwl

(3)

を測定しておくことによって得られる.間寓は低湿で ｢符号｣が小さくなり,統計誤差に埋もれて測

定不可能になってしまうことにある.これを負符号問題と呼&.

この間蓮は以下のように解釈できると思われる【9,101･量子系の状態空間を考えよう (図 1)･ 低

Z.A - :Jへ Zi

VG VG'

図 1:皇子系の状態空間中のボルツマン分布

関数.知 りたい系 Z と｢梅対値系｣ Zlで

は分布域が違う. ｢維対値系｣のシミュレー

ションで元の系のボルツマン分布 (斜線部)

を得るためには,余分に勘定してしまった状

態 (点網部)をキャyセルさせなければなら

ない.したがって元の系のボルツマy分布を

再現する ｢有効サyプル数｣は僅かになる.

海ではボ ,̂ツマy分布関数は知 りたい系 Zの基底状態やG付近にのみ値を持っている.重みつきサ
yブリングの精神に従えばこq)基底状態付近を重点的にサンプ1)ングしたい.しかし技術的困難のた

めにそれができないので,別の系 2'の基底状態 嶋 付近をサンプyyグしてしまうことになる･知
りたい系のボルツマン分布を再現するためには,余分に勘定してしまった状態を互いにキャ./セルさ

せて切り捨てなければいけなh･それが ｢符号｣(3)を測定することの意味である･ ｢符号｣の値が
1/1000であれば, 1000価の状態をサンプルしてきてもそのうち 999状態までは無駄なサyブル

で, ｢有効サ'/プル数｣はわずかに1である,ということを意味している.これが統計誤差の増大を

もたらす.低温になる托ど2つのボルツマy分布の重なりは指数関数的に小さくなり,状況は急激に

悪化する.

負符号間宴は未解決の難問である.何らかの方法で 2つの系の基底状態を近付けて ｢有効サンプル

弊｣を増やすようなアルゴリズムが求められる【101･
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2.3 Auxiliary-Field遠

ハイゼンベルク反強磁性休は,-ーフ･フィル ド･-バード模型のク-ロンカが強い極限と考えら

れる.正方格子上の反強位性休では World-Line法でも負符号間笹が現れない.ところがハーフ･

フィルド･-バード模型をWorld-Line法で扱うと負符号間宮が現れてしまう.この系で負符号問題

が現れないようなアルゴリズムとして開発されたのが Auxili誠y-Field法【11-14]である･

-バード模型-ミル tニアyを運動エネルギーK≡-t∑C.!qcjq とクーPy斥力V≡U∑niT叫
に鈴木-notter分解する. 更に各格子点上のクーロン斥力項にStratonoyich-Hubbard変換 【11】

l
e-GUn†n↓=-

2∑ e-=ア ; -正す ≡ aB(nT-nl)一打(nT+nl)/2,cosLa=eSU/2 (4)■=土1

をほどこす.ここで新たにイジyグ変数 3が導入されている. 変換後のポチyシャル項 中ではフェ

ルミオン間には一見相互作用がなくなった形になり,対角和が計昇できる.以上から分配関数は,

･rc一叩 畑 le-PK/ne-PY/nr-2-"n∑ h le-PK/ne-P叫 ′nr ≡ ∑ W (a) (5)
(■I t一I

と事けた･ここで多くのイジング変数 (8)に関する和が浅ったので,それをモンテカルロ和で代用す

るのがAuxiLaLry-Field法である･

この方法は期待通 り正方格子上の--フ･フィル 1t･ハバード模型について負符号間鴬を起こさな

い.またノ､-フ･フィル 17以外の歩合でもフェルミオンの反可換性をある程度考慮に入れているので,

World-I,ine法よりも負符号問題が横和されることが経験的に知られている. 2次元フェルミオ1/系

の研究はほとんどこの方法によって行なわれている.一方この方法が World-Line法に比べて妨る点

は,式 (5)の最右辺でイジング変数が長距離相互作用をしていることにある･このため重みの比の計
昇にかかる時間が,World-Line法の歩合はNnに比例するのに対し,Auxiムary-Field法ではN3n

に比例して増加する.したがって系のサイズをなかなか大きくできないのが間選とされている.

2.4 Decoupled-Cell法

量子系のボ ,̂ツマ'/重み W(中)を鈴木-notter変換せずに,次のように近似する方法もある･

スビy系を例にとろう･ある境所のスe'ンを更新するステップJT･有)一 ･ll,i)において･-ミル
トニT yを間笹のスピンを含むセルのノ､ミル トエアy¶ceuとそれ以外の部分 Ttcellに分けて,密度

済芳子をexp(-β7i)だeエPトPuceu)exp(-β常ceu)と近似する･すると2つの状態の重みの比は

地 ～(1,刊 exp(-β光ceu)ll,7)
W(I)~ く†,7lexp(-07tceu)lT,7)

(6)

と近似されるので,部分ノ､ミル トニアy7Lceuを対角化すればよい.これを Decoupled-Cen法と呼

ぶ【15-17]･高温では湿度揺らぎのた･めに皇子コヒ-レyスが強く働かず,遠方の相互作用を無視し

七も系統的誤差は小さい･t思われる.系統的誤差は低温では拡大していく.

この方法の特徴は,状態空間が増えていないことと,密度行列の対角要素のみをとっているために

負符号問題が現れないことである.したがって,統計誤差は非常に抑制することができる.一方,蘇

鴬は系統的誤差の評価{･あろう,扱うセルの大きさを大きくすることによって系統的誤差は改善され

ると期待される【16】が,鈴木-notter変換の境合と違ってその依存性は定量的にはわかっていない

ので,外挿法が明らかではない.また,セルの中は厳密に対角化しておかねばならないので,扱える

セルの大きさには限界がある.
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2.5 Handscombの方法

以上の方法とは全く発想を変えて,高温展開の和をモンテカルロ･サンブリyグするのが Eand-

8COnbの方法である【18-21】･すなわち,

n exp(-p小 差.誓n(Pi)A-n真意}誓 n(rinj･･- 7,

と展開する.なお最右辺ではボylIに関する展開をしている.最右辺の対角和は古典系のよ.うに格子

上のリング･ダイアグラムと対応させることができ,等方的な-イゼンベルク模型の場合にはその重

みは容易に計昇できるので,展開次数 nとボンドの組み合せ くi,3-,･-)の和を重みつきサyブyyグ

で代用する.リyグ･ダイアグラムは粒子の世界線と同じ意味を持っている.

この方法は系統的誤差が現れないことを特徴としている. しかし三角格子上の反強在位-イゼyベ

ルクでは負符号開架が現れる.また異方的-イセyベルク模型などではダイアグラムの重みを計井す

るのが大変になるため,今のところ応用は限られている.

3 量子系の基底状態に対するアルゴリズム

3.1 Auxiliary-Field法

基底状態に関するモyテカル｡･アルゴ1)ズL.払 現在のところ有限湿度からの外挿あるいは射影

耗 叩 トP7t)[4,T)-伽 ) (8)

に頼っている･ここで Jh)は基底状態 仲G)と直交しない試行関数である･基底状態物理量 qGは

qG=plinw
くわ lQexp(-β7t)l如〉
くわ Jexpトβ光)仲で)

(9)

となるが,この指数関数演算子の部分を鈴木-notter分解すれば有限湿度の場合と同じようにモyテ

カルロ計算できる.フェルミオy系では負符号間賓が深刻化するので,主にAudliary-Fidd法が用

いられている【22-25】･なk,有限温度の計井との違いは試行関数に関する和をとらない点である･

試行関数の選び方によって払 負符号間賓が深刻化する前に基底状態に近付くこともある【26】･

3.2 負符号問題の温度依存性と Correction-Ratio法

最近になってAuziliary-Field法において, ｢符号｣が低温で小さくなる性質を逆に利用して基底

状億の物理量を測定する研究がいくつかなされている【13,27-301･

式(3)で定美される ｢符号｣ (基底状態のアルゴリズムの歩合には多少定義が異なる)は低温で

S=So
eェp(-βEG)
eェp(-βEG)=soexp(-βA) ; △ ≡EG-Ei (10)

という振舞をする･ここでEGとEとはそれぞれZとZ'の基底エネルギーである･そこで図 2の
ようなプロットをすれば傾きA が評価できる. 一方 2'では負符号間選が現れ恵いから,その基底

エネルギーEiは精度よく評価できる･以上から元の系Zの基底エネルギーがEG=Et+Aと求
められる【27-291･一般の物理量qGに関しても,RatioCorrectionと呼ばれる量の期待される振舞

R≡∑wq/∑ 暮-JQ巴Qoexpトβ△) (ll)

を利用して (図2),Z'の基底状態物理量 q'GからQG=QIGXQo/Soと求められる【30】･
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図 2: ｢符号｣S と ｢補正比｣R の

温度依存性.比較的高温のデータを使

い,また幾つもの点でフイツT･するこ

とから,各データ点の統計誤差にもか

かわらず傾きと切片は比較的精度よく

得られると期待される.

3.3 Green'8-FunctionモンテカルロとProjectorモンテカノLtl

ここで説明する2つの方法は世界線の経路積分という意味では World-Line法と同じであるが,

サンプリングの方法が違っている.基底状態を求める原理はやはり式 (8)を使う･射影演算子の近似

子 ezp卜β光)だ[G(β/A)】nとして G(zi)≡1-2仇 を使う方法をGrecn'8-FunctionモyテカルP
l14,31-33】,鈴木-notter変換の形 G(a!)≡eZpト拙 1)expト｡光2)を使う方法を Projectorモン
テカルロ【叫 と呼ふ

試行関数としてある番所に粒子がいる状態をとるとする･グリーy関数 G(β/n)を 1回作用さ
せると,粒子がそのまま同じ位置にいる状態,右-移動した状態,左-移動した状態の重ね合わせが

発生する.そこでそれぞれの重ね合わせの係数を計芳し,それに比例する確率でどれか一つを選ぶ.

その状嬢に再びグ1)-y関数を作用させ,同じ操作を繰 り返す.こうして虚時間方向-のヲyダム･

ウォークが構成できた.上の手順を何度も擦り返せば基底状態分布の 1サンプルを得る.以上を 1

モンテカルロ･ステップとして再び最初に戻り,新たにランダム･ウォークを始める.

各サyプルが互いに独立である点が World-Linc法との違いである. World-Line法では各モyテ

カルロ･ステップで, 1つ前の他界線サyプルを少しだけ変形した世界線しか得られない.しかしこ

こで述べた方法を使えば,次のサ./プルは前のす./プルと全く無関係に発生する.World_Line.法で

トt7ツタ-数を大きくすると.世界線が動きにくくなり統計性が悪くなることがあるが,そのような

歩合にGreezL'S-FbnctiozIモンテカルロや Projectorモyテカル17が有効と考えられる.なおこの方

法はThermoReldモンテカルロ【35】として有限温度に拡張されている･
一方で次節で見るように,フェルミオy系ではやはり負符号間賓から逃れられない.しかもこの方

法では,グ1)-y関数を 1つずつ演辞していくという性格上,長距離相互作用が現れるA血 iaLry-
Field法が簡単には応用できない.したがって負符号間駕はかなり深刻になることが予想される.

3.4 Greenls･FunctionモンテカルElにおける負符号問題とFixed-Node近似

GreeA'8-FbzICtionモyテカルロでの負符号問題を,自由な2個のフェ ,̂ミオyを例に考えてみよ

う･ 求めたい波動関数は や=¢(7･-I)Q(ち)-4(7･-2)¢(T.1)のように反対称になっていて,状態空間
(7･.1,7･-2)の中で 7･.I=7･-2に節 (Node)がある･この形を得るために 2つのフェルミオンを適当に配
した試行関数軸 から出発するGreen'8-FtLnCtionモンテカルロを筆行したとする･状態 (r-1,r-2)が
状態空間中をランダム･ウォークしてゆく途中で,節を越える際に波動関数の符号が反転するので,

そのようなウォークに対する重みは負になってしまう.

このような負符号閉篭を避けるためにFized-Node近似が操業されている【33,36-391･節の位置が
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わかっている釜台,状態空間を蔚 (一般には超両)で区切って,各部分空間{.別々にヲ'/ダム･ウォー

クさせる.節を越えるようなウォークは禁止するめである.最後につなぎ合わせて答えが得られる･

もちろん相互作用している多休系では一般には節の位置を予め知るのは難しいので,物理的考察から

近似的に設定するしかない.その皐合の系統的な誤差の評価が今後の課鳶と言える･

4 ダイナミクスに関する物理量への解析接続とMaximum-Entropy法

実時間に関する物理量を直接求めるアルゴリズムは現在に至っても開発されていない.これらの情

報は虚時間に関する物理息 温度グリーy関数 G(T)から解析接続によって求められる･あるいは,

a(T)-I.p血A(〕)
cxp(-uT)

1+eエP(-Wβ)
(12)

の遵変換と考えてもよい･得られたデータ(Gd&t&(7).))を再現するスペクトル(AiI≡(A(叫))をい
かに求めるか,という間砦である. 単純には最小自乗法,すなわち

x雪 tGd&t&'Tj'qjGSt''''''㍉ GRt(T,≡写AwAi
cxp(-wiT)
1+cxp(-wiβ)

(13)

を最小にするようにiAi)を決める方法が考えられる･しかし一般にはこの方法はうまくいかない･

スペクトル関数については,チ-タ以外に予め稔和則 JduA(U)≡1や正値性 A(U)≧0などがわ
かっていることがあるが,最小自乗法で得られる答えはこれらの性質を満たさないことが多いのであ

ち.これでは物理的な解答とは言えない.稔和則などを解析接続の手順の上でどのように汚かすかが

間寓になる.

最近GubernatiSらのグループが,画像処理などのデータ解析に用いられるMaximum-Entropy法

をこの間鴬に応用している【40-42】･例えば CT スキャ'/を考えよう･ある物休に様々な角度から放-ーiiZ?
射線を冊射して透過率 (T(0.･,Qi))を測定する･得られたデータを変換して物体内部の密度分布 p(r7
を評価したい･ただし物体の全究丑M-Jp(rldp-は別途に精密測定できるので,その情報を利用し
たい･このような半合にMazinum-Entropy法が用いられている･

M血 m-Entropy法は条件つき確率の定理 (Bayesの定理)を出発点とする･すなわち,湿度グ

1)-y附数 (data)とそれに対応するスペクトル関数 (lmagc)の尤もらしさP【data,image]は

Pldata,image]=P【datalimage]×Plimage]=PlimaLgeldata]×Pldata] (14)

と書き直せる･ここで Plimaseldata]はグリーン関数のデータを与えられた時のスぺクÎ,関数の尤

もらしさである･解析接続は,手持ちのデータから印magelda叫 を最大にするスペクトルを引き出
す間鴬と言い換えることができる.そのためには,スペクトル関数が与えられた時のデータの尤もら

しさ PldataJimase]と,スペクトル関数そのものの尤もらしさPlimase]との横を最大にする･前

者は手持ちのデータと推定スペクトル関数の整合性を意味しており,式 (13)の自乗和 x2を使って
Pldatalinage]∝cxp(-x2) と定義できる･一方 Plimage]払 推定されるスペクトル関数が稔和則
などの観点から見てどの程度尤もらしいかを意味しており,これはシャノy･エントロピーを用いて

pli-age･∝-(αS,≡e-(a写AulAi- Ailog(Ai/-,･) (15,

と定義する･ここで αは詞庶可能なバラメタ-, (77qI≡tm(ui))は稔和則などを正しく満たして
いる ｢モデル｣スべクト̂,Cある･以上の定義でよいとすれば,式 (14)より

plimaseldata]∝モⅩP(-x2+αS)
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図 3:自乗和 x2とエy T･ロビー S

の推定値 iAi)依存性･ (a)最小白
乗法による答え･(ち)稔和則を満足す

る ｢モデル｣(77ql･(C)Maximum-
Entropy法による答え.稔和則 とよ

りコyシステントになっている.

(b) (C) (a) tAiI

となり,右辺の指数を最大にするスペクトル (Ai)が最長の答えとなる (図 3)･ ｢モデル｣の設定
には任意性があり (パラメタ-αについてはある程度は最適化できる),誤差の評価は単純ではない

が,その他の解析接続の方法よりはよい結果を与えるようである【40-42]･

5 今後の課題

以上,皇子系に対するモンテカルロ法の現状を簡単に述べてきた.最後に,今後解決が望まれる方

法論上の課麓を,私なりに1)ストアップしてみよう.

まず部分的にせよ解決が急がれるのは負符号間嵩である. 上でみたように,これま{･は重みつきサ

yプリyグの観点からは適正と言えないアルゴリズムでシミュレートされてきた.実際にシミュレー

トする系の基底状態と求めたい系の基底状態を近付ける,というのが改善の指針となるだろう.

次に,基底状態に対するアルゴリズムはこれまで有限湿度からの外挿に頼ってきた.しかし特に負

符号間駕の発生する系では湿度が低くなるにつれて求めたい系の情報が急速に失われるの{･,有限湿

度からの外挿は本質的困難を抱えていると言える. 理想的には最初からT=0に限ってシミュレー

トされるべきである･そのようなアルゴリズムを開発できな,いものだろうや､･

ダイナミクスに関する物理量については,もちろんより有効な解析接続の方法の探索がなされるべ

きである. 本来は量子描らぎであるものを熟揺らぎに置き換えて計算するのではなく,直接的に実時

間情報を引き出すアルゴリズムはつくれないものだろうか.

今日コンピューターの性能は飛躍的に増大しつつあり,古典系,特にスピングラス系の研究でモン

テカルロ法は既に中心的な役割を果たすに至っている.その過程では様々な方法論的困難が,新たな

物理的概念の発見と共に乗 り越えられてきた.しかし量子系においては,まだ方法論上の問題点が十

分乗り越えられたようには見えない.これから大いに研究の余地が鼓された分野である.
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