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現在まで物理現象を記述するソリトン方程式の数は,30以上あり,数学的なソリトン方程式

は無限にある事が知られている｡

ソリトン方程式とは何か? その定義もはっきりしていないが,ここではルーソリトン解を

有する非線形方程式の意味に限定する｡

色々なソリトン方程式をある立場から統一的に記述する試みが種々なされて来たが,ここで

は従属変数及び独立変数の変換によるソリトン方程式の統一について述べる｡

Ⅰ) 従属変数の変換による統一

ある種の非線形微分方程式は適当な従属変数の変換によって "双一次形式〝の微分方程式に

変換される｡詳しい説明は省略して結果だけを述べる｡Examplelとして

(i) NonhnearSchr6dingereq.

軟 丹 xx弓刷 2軽0
(ii) HeisenbergFerromagneteq･

→ → -う --チ
St-SXS∬x･ S…(Sl･S2,S3)I

(iii) Neweq.

i¢t+ め.rtr+

は,それぞれ変換

2座xl2
1-1両2

(i) 少 -2Dxg･f/F2

¢-0,

(ii) Sl+ iS 2- 2f *9/F2 ･ S,- (f* f -3*9 )/F2

(iii) ¢-9/F,
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ここで,

F2-f*f十g*9･(*は complexconjugate )

D"(a)･9(x)≡(芸 一志 )mf(x)9(a,,Lx′=xI

によって同じ双一次形式の微分方程式

Dx(f*･f+9*･9)-0

(iDt+D三)f･g*-0

(iDi-Df ) (f*･f -9*･9 )- 0

に変換される｡Example2として

(i) Pohlmeyer-Lund-Reggeeq.

0-i- sinOcosO…霊 pxpt-0,

(pftan20)I+(pxtan20)i-o･

(ii) Getmanoveq.

lL･I,.t/･言
･!,..+(予*

1-L両2
-サ(1-座 l2)-0,

(iii) Neweq･

転 - め(1-L項 2)1/2,

は,それぞれ変換

メ-exp(〟+iα)cosβ･

9-exp(p+iP)sinO･

(i)

(ii) +-9/F, F2-f*f+9㌦ ,
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(血i) め-2(Dxg･f)′F2

によって,

Dx(f*･f+9*･9)-0･

(DXD了 1)f･9*-0･

DxDt(f*･f-3*･9)+29㌦ -0･

になる｡以上の例は双一次形式の微分方程式がより基本的な方程式である事を示している｡

Ⅱ) 独立変数の変換による統一

N.Saitohによると, Toda方程式

霊log[1･Vn(I)]-Vn.1(I)+Vn-1(I,-2Vn(I)I
は独立変数の変換

T -i/E3, n-[x+(6-2-62)t]/6,

vn(I)-62u(x･i)I 6:パラメータ,

によって,次式になる｡

[芸 -(6-2-62)蓋 ]210g[1･62u(x･t,]

-6~4[u(a+E,i)+a(3-6,i)-2u(x,i)]

この式は 6-1のとき Toda方程式と同一であるが,6- 0の極限でKdV方程式

ut･ i uux ･去 uxxx- o

となる｡ Toda方程式から独立変数の変換と極限操作でKdV方程式が得られるので,我々は

Toda方程式をより基本的な方程式と考える｡

N.Saitoh の方法を双一次形式に適用する｡ Toda方程式は従属変数の変換
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d2

v n (I)=諦 log f n(I )

により,双一次形式

lD2T-2(coshDn-1)]fn(I)･fn(T)

になる｡ここで独立変数の変換をやると

D7-63D了 (6-85)Dx

Dn =eDx

となるので,双一次形式は

tlE3D了 (6-65)DX]2- 2(coshDn- 1))f･f-0

となり,6- 0の極限で

Dx(Dt･去Dm ･f-0

即ちKdV方程式の双一次形式が得られる｡

では ｢従属変数Jのみを含む双一次形式の最も基本的な式は ?｣との問いに対する答は,罪

常に難 しくて結論は出ないが,現在 (1982年1月 )の時点では,次のMiwa'sDifferenceeq.と

思われる｡

(zleDl+Z 2e D 2+Z 3eD 3+Z 4e D 4)f ･f- 0･

Zl+Z2+Z3+Z4-0,

Dl+D2+D3+D4-0･

ここでZiはパラメータ'Diは前に定義した二項演算子 fori- 1,2･3,4･

この式は非常に一般的で-変数fを含む双一次形式は殆んど含まれている｡
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