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ハイゼンベルク点過程の超一様性について

中央大学大学院理工学研究科松井貴都

Takata Matsui Graduate School of Science and Engineering, Chuo University 

1 はじめに

超一様性 (hyperuniformity)とは，点や粒子の配置に対する局所的な点の個数の分散を特徴づける概念

である． Torquatoにより 2003年に提唱された [11]．結晶，準結晶，無秩序点過程等を定量的に分類し，そ

の構造を特徴づけるための統一的な手段を提供することができる．材料工学あるいは凝縮系物理学におい

て盛んに研究が行われ，現在では様々な分野で超一様性との関連が議論されている [9].

本研究では，数理モデルを導入し，統計力学的，確率論的観点から超一様性を研究した結果を報告する．

d次元ユークリッド空間配， dEN:= {1,2,．．．}あるいは D次元複素空間 C互DENを甚本空間 S
とし，入(dx),x ESを参照測度 (referencemesure)として与える．この S上に無限点過程 (infinitepoint 

process)三を考える．この点過程は，無限個のランダムな点X;,i EN上のデルタ測度の和

三＝ L8x, (1.1) 
t:9EN 

として表される．ここで，デルタ測度妖({x}）は， x=Xならば1を，それ以外では 0を与える．したがっ

て，領域AcSに入る点の数は

三(A):=1 B(dx) = 
A 
I:1 
i:X,EA 

で与えられる．ここで，すべての有界な領域AcSに対して 3(A)< ooを仮定する．この仮定は，点が局

所的に集積することがなく，参照測度入(dx)に対して，点過程は有限の密度Pi(x)< oo, XE Sを持つこと

を表す．本研究では肛(x)入(dx)= const. x dx, x ESとなるような，密度が一定かつ一様な点過程を考え

るものとする． dxはS上のLebesgue測度である．上記の仮定は，有界な領域Aに含まれる点の数三(A)の

期待値はAの体積に比例することを表している．領域Aの体積をvol(A)と書くことにすると，上の主張は

E［三（A)]ex vol(A)と表されることになる．ここで，領域Aに含まれる点の数の分散var［三（A)]を

var[S(A)] := E[ (:~(A) -E[S(A)])2] (1.2) 

と定義する．これは無限点過程三の局所的な領域Aに含まれる点の数のゆらぎを表し，これを“数分散”と

よぶ数分散は密度ゆらぎを定量的に表現する統計量であり，領域Aの大きさの変化に応じて数分散がど

のように振る舞うのかを調べることで，その系が持つ構造的な特徴を明らかにすることができる [9]．各点

が無相関であり，例えばPoisson点過程で与えられる点過程であれば，その点過程の数分散は体積に比例す

る； var［三（A)]ex vol（入）．

最近の凝縮系物理学やそれに関連した材料工学では，大規模極限において相関粒子系での密度が異常に

抑制されるとき，その系は“超一様’状態になると言われている．ここでは，無限点過程三の超一様性を，

lim 
var[B(A)] 

A→S E［三（A)]
=0 

で定義するこれは，領域Aが系全体を覆うような大規模極限A→Sにおいて，数分散の増大が期待値の
増大，すなわち領域の体積よりも遅いことを意味する．
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ここで，基本空間を d次元ユークリッド空間 S＝配とし，その空間中に A=lllll;l), d ENとなるようなR, 

領域を仮定する． B屈は配上の半径R>Oのd次元球l1ll屈：＝｛XE配： lxl:SR}を表す．上記の仮定に

より，この球に含まれる点の数三(llll炉）の期待値E[B(llll炉）］は球の体積vol(llll炉）に比例し，その体積は

召／2
vol(llllk＝炉（1.3)

r(d/2 + 1) 

と与えられる． r（z)はgamma関数を表すいま， d次元球l1ll炉の半径Rを増大するような場合を考える．
この場合大規模極限R→ooに伴う数分散の振る舞いに従って，超一様性は次の 3つの Classに分類され
る[9]

Class I : var[B(llll炉）］ ::CCC:Rd-1, 

Class II : var［三（l1ll炉）］ ::cc::Rd-1 logR, 

Class III : var [B (Jill炉）］ ::cc::Rd-a, 0 <a< 1, R→00. 

Class Iには，完全結晶，多くの準結晶， 1成分プラズマ模型等が該当する． ClassIIには，いくつかの準結

晶， Riemannのゼータ関数の零点が該当する． ClassIIIにはランダム集団モデル等が該当する．このよう

に，超一様性による多粒子系の分類は，既存の分類とは異なる新たなものである．

超一様性を持つランダムな点過程の典型例は，ランダム行列理論に関連した行列式点過程である．一般に，

行列式点過程は3つの量の組み合わせ（三，K，入(dx)）で指定される． Sは点過程(1.1)を表し，入(dx)はS上

で定義される参照測度で， Kは相関核(correlationkernel)とよばれる SxS→Cの連続な関数である．ラ
ンダム行列理論において最も研究されている行列式点過程は， S＝股上の sin(sinc)点過程（三sin,Ksin, dx) 

である．この点過程の相関核はKsin(x,y) = sin(x-y)/{1r(x-y)}, x,y E艮と与えられる．領域A=l1llR 

を大きくする大規模極限においては

(1) 
var［三sin（島）］ ～ 

logR 
R→OO 

が成り立ち， ClassIIの超一様性を持つことが知られている [6].Torquatoはこのsin点過程を高次元に拡張

したFermi球点過程とよばれる次元dENを径数とした 1径数の行列式点過程族について研究を行い，一般

のdについてClassIIの超一様性を持つことを証明した [9,10]. Class Iの超一様性を持つランダム行列理論

由来の無限点過程の典型例は， S=C上の Ginibre点過程（三Ginibre,KGinibre，入N(O,l;IC)),KGinibre(x,y) = 

exfl, x,y ECである．参照測度入は複素標準正規分布入N(O,l;IC)(dx):= e―|xl2 dx片である [3]. (C上の

Ginibere点過程については，球領域A=lIB炉の半径を大きくする大規模極限において

R 
var [BGinibre (JIB炉）］ ～―， R → OO v 

が成り立ち， ClassIの超一様性を持つことを白井 [8]が証明した． Torquato[9]も同様の結果を証明した

が，さらに， Ginibre点過程の数分散の厳密な表式も導出している．

Heisenberg点過程族とは， Ginibre点過程を高次元複素数空間 S = C仄 D = 2,3.,．上に拡張

したものであり，（三HD,K枷 9入N(O,l;<CD))で指定される． D=lとすれば， Ginibre点過程と一致する；

（三凡，K凡9入N(O,l心）） ＝ （BGinibre, KGinibre,入N(O,l;<C)),

ここで，高次元複素空間 cDについて説明する． s = cD,D ENのとき， XESのD個の成分
x = （X(1),..．，x(D))はそれぞれ， X化） ＝ Rex(l) + ✓コImx(l）』＝ 1,...,D と表される． ここでは，

この複素構造を明示するため XR= (RexC1l,...,RexCDl), x1 = (ImxC1l,...,ImxCD)) E ~D として，

x=咋＋《コ町と書くことにする． Lebesgue測度は dx= dx叫XJ:= rrf=l dRex化）dlm凶）で与えられ

る． x＝紐＋vコ X1,Y= YR+《ゴYIE匹に対して，標準Hermite内積を

X・'j}=（咋＋《可X1)・ (YR一《可Y1)= (xR ・YR+ X1 ・ Y1) -✓可(xR ・ YI -X1 ・ YR) 
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と定義するもしも， X= XR, Y = YR E 股D であれば， X·'fj ＝咋 •YR:＝こ『=1Re凶） ReyCC) と書ける．ノ
ルムは xi:=../:戸百＝ V|x臼＋ 1X［ドと定義する．このように設定すると， S= (CD内の半径RのD次

元円板｛咋匹： lxl<R}と配内の半径Rの球叫？は， d=2Dの下で同一視できる．

C上の Ginibre点過程における参照測度は入N(O,l;IC)(dx):= e―|xl2 dx/1!"であることから，これを拡張し，

S=CD上の参照測度は

D 
1 1 

入N(O,l⑫ )(dx):= IT畑o,1;q(dxi)＝戸e―|xl2=戸e―(Ix訂＋研）dx叫X[
i=l 

で与え， Heisenberg点過程族を次のように定義する．

定義 1.1Heisenberg点過程族は次元DENを径数とした CD上の行列式点過程 (SHD,K励 ,.AN(0,1；四））

の1径数族である．各Dに対して，相関核は

k知 (x,y)=戸， x,yEICD

で与えられる．

先行研究では， Ginibre点過程がClassIの超一様性を持つことを明らかにしていて，その数分散の厳密

な表式も求められている [9,8]．しかし， Ginibre点過程の高次元拡張にあたる Heisenberg点過程族につい

ては，その数分散の具体的な表式と，高次元拡張で超一様性がどのように変化するのかは明らかにされてい

なかったそこで，本研究では定義 1.1で定義される D次元複素数空間cD上のHeisenberg点過程族につ

いて，その数分散の厳密な表式と， R→ooとしたときの数分散の漸近展開形の導出を行い，一般次元Dに
おいて ClassIの超一様性を持つことを明らかにした

本研究は香取員理氏（中央大理工学部）と白井朋之氏（九大IMI) との共同研究に基づく．紙面の関係

で本稿では証明の記述は省いた．証明も含んだ詳細は本論文 [5]を参照下さい．

2 相関関数と分散

この章では，点過程と分散等の定義及び説明を行う．計算で用いた Besse]関数や，それを利用した公式

群，また， Fourie変換の定義についてもこの章で説明する．

2.1 相関関数と分散の一般式

点過程 s=S(•) の配置空間は

Conf(S) =｛心心： X;E 8,すべての有界な集合AcSに対して l;(A.)< 00} 
と与えられる．すべての点xESに対して三({x})E {O, 1}であれば，その点過程は単純というここで，

氏(S)をS上でコンパクトな台を持つ有界な可測関数全体の集合とし， I;E Conf(S)と関数¢ E Bc(S)に

対して

〈紅〉＝J¢(X)C(dx) ＝こ¢(x,）
s ， 

と猶＜．この形式によって書かれるランダムな変数を，一般に点過程三の線形統計量とよぶ．点過程三に

おいて，任意の¢ E Bc(S)に対して

E[〈S,¢〉]＝1 </J(x)p1(x)入(dx)
s 

(2.1) 
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が成り立つような非負の可測な関数Plが存在するとき， Plは参照測度入に関する点過程三の 1点相関関

数とよばれる．定義より， Pl(x)はxESでの点の密度を与える．さらに， nENに対し，tE Conf(S)よ
り品＝ ~i,....i-.klci.. ;cik 0x,, ・ ・ ・ /j と定義し，入のn重積入Rn(dx1・ ・ ・ dxn) := rr~=l 入 (dx,) を定義する．9い・・ら，i茫 ik,j-/ckvx,, ... vxin 

点過程Sにおいて，任意の¢ E氏(Sn)に対して

E[〈三n,¢〉]＝ Jの（の1,...,xn)Pn炉，．．．，％）応(dx1・ ・ ・ dxn) 
S” 

(2.2) 

が成り立つような非負で対称な炉上の可測関数Pnが存在するとき， Pnを入Rnに対する点過程三のn点

相関関数という．点過程ごと n点相関関数Pnに対して，次のことを仮定する．

(Al) (S，氏（S），入）上の点過程三は， 1点相関関数Plと2点相関関数P2を持つ．

上記のことを仮定すると， n点相関関数の定義 (2.2)を用いて次の補題2.1が成り立つ [9,11]. 

補題 2.1(Al)を仮定すると，（1.2)で定義される分散var[〈三，¢〉]は次のように与えられる．

var[〈三，¢〉］=t l¢(x)l2p1(x)入(dx)＋ ¢(x)の0lf(p2(x,y)-P1(x)p1(Y)）炉(dxdy) (2.3) JSXS 
いま，基本空間がd次元ユークリッド空間s＝配， dENで与えられる場合を考え， 1点相関関数Plと，
2点相関関数ゅに対して，次の仮定を置く．

(A2)系が配上のLebesgue測度dxに対して並進不変かつ，次の 2つのことを満たす．

(i) 参照測度がRd上のLebesgue測度dxに対する密度C(x)を持ち（入(dx)= £(x)dx, x ER'り，

P1 (x)C(x) = constant =: p, Vx E Rd 

が成り立つ． 9は無限体積極限における単位体積あたりの点の数密度を表す．

(ii) 可測な偶関数g2(x)= g2(-x), x E配があり，これを用いて 2点相関関数と密度関数の積が

四(x,y)R(x)R(y)=虎g2(x-y), x,yE酎

と書ける．釦(x)はunfolded2相関関数とよばれる [2].

ここで，全相関関数(totalcorrelation function)とよばれる関数C(x)を

C(x) = 92(x) -1, x E ]Rd (2.4) 

と定義する [9]．この関数は 2点間の相関を表す関数で， X→00で0に減衰し，長距離で 2点間の相関が消
失をすることを表す．（2.4)を川いると，（Al),(A2)の下で (2.3)は

var[〈三，¢〉］ ＝ 9 [J]II.diの(x)l2dx+pLd C(z)dz Ld ¢(x)~dx] 

と書ける．

ここで，¢についての交差積分(intersectionintegral)とよばれる関数

応）：＝J ¢(x)¢(x-z)dx, ¢ €且(S), z E酎
s 

(2.5) 

を定義する． c/JE氏（配）であればI¢ E Be（配）となる．（2.5)を用いることで，次の命題2.2が成り立つ．
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命題 2.2(Al),(A2)を仮定すると，氏(S)に対し (2.3)は

var[〈三，¢〉］ ＝p [ls 1¢(x)l2dx + p ls I,t,(x)C(x)dx] 
と書ける．

(2.6) 

ここで， k= (kCll,...,k(d)), x = (xCll,...,x(d)) E 配， k•x=~:=l が位（£)に対し，可積分な関数¢に
対する Fourie変換を

叙k)= F［叫（k):= id ev'=Ik戸）dx
Rd 

(2.7) 

と定義する．逆Fourie変換は

叫） ＝ F―1［知］（m）：＝ （2いLde叫翠(k)dk (2.8) 

と与えられるこのとき，孤ーエ） ＝ゃ(x)←⇒怠(-k)=(p(k)の関係が成り立つ，いま，孤x)とゆ（x)を2
乗可積分な関数とすればParsevalの等式

J即叫）心(x)dx= （2:)d JIll.d戸(K)五(k)dk (2.9) 

が成り立つ．ここで，（2.7)から F[¢(・-z)](k) ＝虚(k)e✓可k•Z が得られる．したがって，の E Be（配）に対し
て(2.9)を用いることにより，（2.5)は

1 
加） ＝ J 贔(k)贔~dk= 1 

伽）dIll.d （加）dJIll.d e凸•Z極(k)l2dk, Z E酎

と書き換えられる．この式と (2.8)を比較することにより，交差積分のFourie変換云(k)は

云(k)=|⑮(K)|2, ¢ € Bc（酎）， K€酎 (2.10)

となる．ここで，次の仮定を置く．

(A3) S ＝配， d€N であり，全相関関数 C(x) ， X €配は 2 乗可積分である．したがって，その Fourie 変

換C(k),k E配も同様に 2乗可積分である．

ここで，構造因子とよばれる関数§(K)を

S(k) = 1＋厄（k), k E酎 (2.11) 

と定義する．全相関関数C(x)の定義より， S(-k)= S(k), k E配が成り立っため， S(k)も同様に偶関数

である．（2.6),(2.9), (2.11)を組み合わせることにより，次の命題2.3が成り立つ．

命題 2.3(Al)―(A3)を仮定すると，峠氏（配）に対し，（2.3)は次のように与えられる．

var[〈三，の〉l=P  J 元（扇(k)dk (2.12) 
(21r)d 即

2.2 Bessel関数

この節ではBessel関数に関係する諸式について説明する．

第1種Bessel関数J,,(x)は

屈＝竺岬（［＋1)：＋1)信）加十v'xEC¥(-oo,O) (2.13) 
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と定義され，第1種変形Bessel関数Iッ(x)は

00 

I,,(x)＝こ
叫r(v+n+l)¥2 
1 に）加十v, x E C¥(-oo,O] 

n=O 

(2.14) 

と定義される [1,7]．ここで，関数cp(x),x= (x(ll,...,x(d)) E配が動径r= lxl = ✓豆［〗□□；のみに
依存して， cp(x)= J(r)と書けるとき，その関数は動径閲数という．動径関数に対する Fourie変換につい

て，次の補題2.4が成り立つことが知られている [9].

補題 2.4可積分関数 cp(x),X E記が動径関数であるとき，すなわち， r:=国のみに依存していて

cp(x) = f(r)として表せるとき，そのFourie変換(2.7)は K,:= lklを用いて

鍬）＝知） ＝（27r)d/2 J~  rd-1 J(d-2)／2（汀） （27r)d/2 ~ 

゜
(kr)(d-2)／2 f(r)dr =ん(d-2)／2J 戸 J(d-2)/2位）f(r)dr

゜
(2.15) 

と与えられる．動径関数の逆Fourie変換(2.8)は

叫） ＝f(r) =~ loo t,,d-1 〖:2():t〗加）d代＝ （27f）凸（d-2)／2[OO臼 J(d-2)/2位）知）d1,,
(2.16) 

と与えられる．

次に，計算で用いる Bessel関数を用いた公式群について紹介する．第1種Bessel関数を用いた不定積分

について，次の式が成り立つ [1,7]. 

J Jv(aが 1 Jy(aが＋Ju-I(am)2 
呼v-1dx= -2(2v -1) 丑(v-1) , l/=I=1/2 

定租分について， Rev>ー 1,Rep2 > 0を用いて次の式が成り立つ [1,7]. 

JOO Xu+1e―p亨 (ax)dx= ~e-a町(4pり
(2炉）v+l

JOO Jy(am)2心＝上
2l/9 

JOOxe―p%2Jッ(ax)2dx=上e―a町(2p2)I,, 竺
2p2 い），

X→ooとしたとき，（2.13),(2.14)について，以下の漸近展開が成り立つ [1,7]. 

叫～昌{cosw土）宣—l)k (2IJ!;[[い -sinw土）立—1)K(2k+1:：；3]:il/+])お2k+1} 
~ {f cosw心）， X→oo,
ntt 

ex 00 叫～ I:(-1)
K位（v)_-k 

亭 k!23k-,  X → OO 
k=O 

ここで， Wv(x)はwv(x)= x -(2v十1)1r/ 4と定義され，位（l/）はk=Oでは匈（v)= 0とし，それ以外は

k k 

叫 v)= IT (4炉— (2l -1))2 = IT（甚＋2C-1), kEN. (2.17) 
l=l l=-k+l 
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3 数分散

この章では， Heisenberg点過程族の数分散を求めるために必要な諸式の導出を行う．

3.1 一般式

S＝酎，dENである場合を考える．領域AcSについて，指示関数をxEAのときに lA(x)= 1,それ

以外のときはlA（叫＝ 0とする．定義より，指示関数1(d)（x)は動径関数である．このことを明記するため
IllR 

iこllBI閑）（x)=x屈炉(Ix|)と置く．いま， r/J=llBI閑）（x)とすれば (2.5)は

岱 (x)=Ldl11c;J(y)l11炉(y-x)dy, xE酎 (3.1) 

と書ける．これは交差体積 (intersectionvolume)よばれ，半径Rの2つの球の重なり体積を表す [9].

球酌忙内に含まれる点の数の期待値E［三（司岱）］は，（3.1)と，（1.3)で与えられる d次元球の体積を用いて

E［三（B炉）l= p 1d l~閑心）dx = vol(JE伯）9
良d

と書ける．次に，指示関数 1(d)（x)のFourie変換を考える．この関数が動径関数であるから，（2.15)を用い
IIR 

ることで次の補題3.1が成り立つ [4].

補題 3.1(3.1)は動径関数であるため，その Fourie変換も K,= lkの動径関数として

白(k):= Ld ev'=Ik-x国(x)dx= 1"'ev'=Ik-xdx 
II危

--——--- --——•—- --——•—-
(d) ( と与えられる．この Fourie変換を 1111閑）（k)= X11閑)(lk|）と書けば， x K)は(2.15)を用いて
見t

ーロ）
(27r)d/2 {R 

｀）ん＝ 1'i,（d-2)／2l 占 J(d-2);2(l'ir)dr=（加）d/2げ）d/2Jd/2（碑）
と与えられる．

---—••--(2.10)を用いれば，交差体積の Fourie変換11 (K)は
•炉

--→ I1_,:;(k) = (21r）位，d
Jd／巫R)2.;,:---

B炉研
=:I 
XB炉("'), k E酎， K,= lkl (3.2) 

となるまた，動径関数の逆Fourie変換(2.16)を(3.2)に対して用いることで，（3.1)は動径 T＝国の関数

”(x)＝F―1図］（x)
(27r)d/2 

r(d-2)/2 
= RdfR Jd/2にR)2J(d-2)／2伍）

砂 2 dk =： 1X•閑）（r), r = lxl S 2R (3.3) 

として得られる．定義より， r> 2Rならば11 (r) ＝ 0となる．したがって，この交差体積の式を用いる
硝

ことで次の系 3.2が得られる．
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系 3.2

(i) (Al), (A2)を仮定すると，数分散は (2.4),(3.3)を用いて

var［三（糧）］ ＝p [vol(JB忙）十9fl1!.d̀）(|x|）C(X)dx] (3 4) 
と書ける．全相関関数が動径関数であり， C(x)= c(r), r =国と書けるとき，（3.4)は

(d) 
21rd/2p {2R 

var[S（恥）]= p [vol(JB炉） ＋ r（d/2)l o)(r)c(r)rd-ldr] 

と書き直せる．

(ii) (Al)-(A3)を仮定すると，数分散は (2.11),(3.2)を用いて

var[（三（屈屈）］ ＝ P J可 (lkl)S(k)dk=訳jJd;2(lklR)2 8 
(21r)d 艮d B炉艮d lkld 

S(k)dk (3.5) 

と書ける．構造因子が動径関数であり， S(k)= s（1,,), K, = lklと書けるとき，（3.5)は

var［三（Bい］
(d)¥1 -21rd/2p PRd = Jd/2（碑）2
= r(d/2） ［ ん応）d1,,

と書き直せる．

系3.2は，点過程を特徴づける全相関関数c(r)あるいは構造因子s(/'i,)が決定できれば，その点過程の数

分散が求められることを表している．

3.2 行列式点過程

行列式点過程とは下記のように定義される点過程である [4].

定義 3.3(S，氏（S），入）上の単純点過程三に対して，測度入に対する相関関数が一般に可測な積分核K:

SxS→Cを用いて

Pn(X1, X2,..., Xn) =.,dE;t, [K(xj,咋）］， nEN, X1,...,Xn ES 
1:'::j,k:'::n 

と与えられるとき，その点過程を行列式点過程という． Kは相関核 (correlationkernel)とよばれる．行列

式点過程は（三，K，入）で指定される．

点過程己が行列式点過程であるならば，¢ E Bc(S)に対して，（2.1),(2.3)はそれぞれ

E[〈三，¢〉］ ＝l cp(x)K(x,x)入(dx),

var[〈豆〉］ ＝ぅlxslcp(x)一の(y)l2K(x, y)K(y, x)炉 (dxdy)

と与えられる特に，c/J=lAであるときは，有界な領域AcSに対して

E[〈三，¢〉］ ＝1 K(x,x)入(dx),
var[〈三，¢〉］ ＝J A f K(x,y)K(y,x)入(dx)入(dy)

AJS¥A 

と書ける．ここで， S=政叫 dEN,あるいはS=C互d=2Dである場合を考えて，次の仮定を置く．
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(DPP)点過程は行列式点過程（三，K，入）であり，次のことを満たす．

(i) 相関核はHermiteである； K(x,y)= K(y,x), x,y ES. 

(ii) 参照測度が入(dx)= R(x)dx,x ESで与えられ， K(x,x)R(x)=: p, Vx ESが成り立つ．

(iii) 次が成り立つような，可測な偶関数 C(x)= C(-x), x ESがある．

IK(x,y)l2 

K(x,x)K(y,y) 
= -C(x-y), x,y ES 

(DPP)と(A3)を仮定することにより，次の系が成り立つ．

系 3.4(DPP)と(A3)を仮定すると，系3.2(ii)が成り立つ．

3.3 Heisenberg点過程族

Heisenberg点過程族は行列式点過程であり，（DPP)を満たす．このとき，次の補題3.5が成り立つ．

補題 3.5D 次元複素空間 C互DEN 上の Heisenberg 点過程族（三SD),K~D) ，入N(0,1；匹））は仮定 (DPP)
を満たす．このとき叫2= lxRl2 +|町|生 xE CDとすれば

~ 1 
p＝戸’

C(x) =c(lxl) = -e―|xl2 

が成り立っ．

補題3.5を用いることで次の命題3.6が成り立つ．

命題 3.6D次元複素空間C互DEN上の Heisenberg点過程族（三HD,KHD，入N(0,1；匹））に対して，その構
造因子は改k)= ~休） ＝1-e―,.2 /4となる．また，期待値と数分散はそれぞれ次のように与えられる．

~D))] 砂E巳（恥＝ D!, 

2R2D {00わ（訊）2
var巳 (B罰）l＝ J (1 -e―"214)d/'i,, R>O 

(D -1)!。 K

‘
‘
,
l
)
 

6

7

 

．

．

 

3

3

 

（

（

 

(3.6)と(3.7)を用いて，各次元における Heisenberg点過程族の数分散とその漸近展開形を計算することが

できる．

4 数分散の厳密表式と主定理

この章では，本研究により得られた主要な結果について述べる．証明の詳細は本論文 [5]の第4章に記述

したのでそちらを参照のこと．

命題 4.1D次元複素空間C仄DEN上のHeisenberg点過程族（三HD,K加 9入N(0,1，匹））の数分散は

D-1 

(2D) 
R2De-2R2 

var巳（恥）］ ＝ D！ [Io(2炉） ＋2 };_In(2炉） ＋JD(2だ）］，

と与えられる．

R>O (4.1) 
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(4.1)に対し， R→CXJとしたときの漸近展開を行うことにより，次の定理が導かれる．

定理 4.2D次元複素空間 cD上のHeisenberg点過程族(BHD,K励,AN(0,1；匹））はDENにおいて

lim R 
va這HD(B附D))] D 

＝ 
R→°° E［三恥（酌杷）］ 喜

(4.2) 

が成り立つ．したがって，すべてのDENにおいて ClassIの超一様性を持つ．さらに，漸近展開

var匡HD(Bば叫l D OO ak(D) 
R―lL(-l)k ～ 

E[B叫 B罰）］げ (2k + l)k!24k 
R-2k, R →oo (4.3) 

k=O 

が成り立つ．ここで，知(D)は(2.17)で定義したものである．
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