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あらまし 安定マ ッチング問題 とは,男 女の集合 と,各 人の異性に対する希望 リス トが与えられた とき,｢安 定性｣と

呼ばれ る性質を満たす男女間のマッチ ングを求める問題である.本 問題 は,研 修医の病院配属や生徒の学校への配属,

大学における学生の研究室配属等,応 用の広い問題である.本 講演では,本 問題の紹介を行 うと共に,関 連す るい く

つかの間題に対する最近の話題を,著 者の研 究グループが得た成果を中心に紹介する.

キーワー ド 安定マッチング問題,近 似アル ゴ リズム
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AbstractInthestablematchingproblem,wearegivenasetofmenandwomen,andeachperson'spreferencelist

thatordersmembersoftheoppositegender.Ourtaskistofindamatchingbetweenmenandwomenthatsatisfies

the"stability"condition.Thisproblemhaswidevarietyofapplicationsinreal-world,suchasassigningmedical

studentstohospitals,primaryschoolstudentstosecondaryschools,andgraduatestudentstosupervisors.Inthis

presentation,weintroducetheproblemandshowsomeelementarypropertiesoftheproblem.Wealsoshowsome

ofrecentresultsonthisproblem,whicharemainlyobtainedbytheauthors.
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1.は じ め に

安定マ ッチング問題(安 定結婚 問題とも言 う)は,1962年 に

GaleとShapleyに よ り提唱 され た問題である[5],[8].入 力 と

して,同(nと す る)の 男女の集合お よび各個人の希望 リス ト

が与え られ る.希 望 リス トとは,そ の個人の好みに従って異性

全員を全順序で並べた リス トである.マ ッチ ング とは,男 性か

ら女性への1対1写 像(す なわち,n組 の男女のペ ア)で ある.

マ ッチングMに おける男性mの パー トナーをM(m),女 性

wの パー トナーをM(w)と 書 く.マ ッチングMに おいて,ペ

アになっていないmとwが,(1)mはM(m)よ りwを 好む,

(2)wは 一M(w)よ りmを 好 む,の 両方を満 たす とき,(m,w)

を 一Mに おけるブロッキングペアと言 う.す なわち,mとwは,

今 のパー トナーと別れてマッチすることに より,共 に得をする.

ブ ロッキングペアの存在しないマ ッチングを安定マッチング と

い う.安 定マッチング問題は,与 えられた入力例題か ら安定マ ッ

チングを求める問題で ある.GaleとShapleyは,任 意の入力

例題に最低1つ の安定マ ッチ ングが存在す ること,お よび,そ

れ を見つける0(n2)時 間 のアルゴ リズム(Gale-Shapleyア

ル ゴ リズム と呼ばれ てい る)を 示 した[5].ま た,一 般には,1

つ の例題に対して複数の安定マッチングが存在す る.

安 定マ ッチング問題は幅広い応用を持つ.そ の中でも最 も有

名な ものが,研 修医の病院配属であろ う.ア メリカでは,研 修

医と病院双方が希望 リス トを提出し,そ れに基づいた安定マ ッ

チ ングに より研修 医の配属先 を決定するシ ステムが,1952年

か ら運用されている[27](1つ の 病院に複数の研修 医を配属す

る必要 もあ るが,上 記の定義において,｢女 性は複数 の男性 と

マ ッチで きる｣と い う拡張を加 えた ものが使 われている).こ

こでは,毎 年約3万 人の研修 医と約2万 の募集枠の問でのマ ッ

チングが行われ てい る.同 様のシステムはカナダ 【25]やイ ギ リ

ス(ス コッ トランド)[28]に も見 られ,日 本でも2003年 か らス

ター トした[26].そ の他に,生 徒の学校配属[22]や 大学院生の

研究室配属[1],最 近 では腎臓 交換移植におけ る交換ペ アの決

定[21]に も応用が見られ る.
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上記のよ うに応用が広いこと,ま た,数 学的に美 しい構造を

持 っているこ とか ら,安 定マ ッチング問題は,数 学,経 済学,

計算機科学など多 くの分野で研究対象となっている.本 講演で

は,安 定マ ッチング問題の基本的な性質,お よび,最 近筆者ら

の研究グループによって得 られ た結果を幾つか紹介す る.

2.最 大サイズ安定マ ッチング問題

安定マッチング問題の定義において,各 人は異性全員を全順

序で希望 リス トに書かなければならなか った.し か し,例 えば

アメ リカの研修 医配属(3万 人の研修 医と2万 個のポス ト)を

考 えると,こ の制約は実用的でない.従 って,自 然な拡張 とし

て,マ ッチ した くない相手は リス トに書かなくて良い不完全 リ

ス トおよび 同程度の好みの人は同順位 にして良い同順位 リス ト

が考え られてい る.

不 完全 リス トにおいては,リ ス トに書いていない人 とはマ ッ

チ させ られないため,不 完全マ ッチングも考 える必要があ り,

ブ ロッキングペアの定義 を拡張す る必要がある.マ ッチング ーM

に対 して,(1)男 性mと 女性wは お互いを リス トに書 き合っ

てお り,(2)mが 独 身であるかM(m)よ りもwを 好み,か つ,

(3)wが 独 身であるかM(w)よ りもmを 好む とき,(m,w)を

.Mに 対 す るブ ロッキングペア と定義す る.こ の拡張において

も,安 定マ ッチングは少なくとも1つ 存在 し,Gale-Shapleyア

ル ゴ リズムの簡単な修正によりそれ を求めることができる.前

述 したよ うに安定マッチングは必ずしも完全マ ッチ ングとは限

らないが,全 ての安定マ ッチングにおいてマッチす る男女集合

が 同じである(す なわち,1つ の安定マ ッチングでマ ッチする

人は,他 のどの安定マ ッチングで もマッチす る)こ とが知 られ

ている[6].従 って,必 然的に全ての安定マッチングは同サイズ

とな る.

同順位 を許す場合は,ブ ロッキングペアの定義は3種 類提案

されているが[12],こ こでは最も 自然な弱安定性 を考える.す

なわ ち,第1節 に書いた定義 と同じで,男 女共に今のペア より

もお互いをよ り好む ものを対象 とす るものである.(こ の他に強

安定 と超安定 とい う概念があ り,こ れ らは,今 のペア と同順位

の相手で もブロッキングペアの対象 とす るものであ る.)こ の拡

張においては,入 力例題の希望 リス ト内の同順位 を任意に壊す

(つ ま り,無 理に順位をつける)こ とによ り得 られた(拡 張を

許す前の)例 題の安定マ ッチングが,そ のまま現在の例題の安

定マ ッチングになることが容易に分かる.従 って,や は り安定

マッチングは必ず存在 し,そ れ をO(n2)時 間で求めることが出

来る.

不 完全 リス トと同順位を両方許 した場合のブ ロッキングペ ア

は,上 記の両拡 張におけ る場合か ら自然に定義で きる.ま た,

安 定マ ッチングは少な くとも1つ 存在し,同 順位を適当に壊し

てGale-Shapleyア ル ゴ リズムをかけることによ り,上 記 と同

様に安定マ ッチングを求めることができる.不 完全 リス トを許

しているので,安 定マ ッチングは完全マ ッチング とは限らない.

今 回は不完全 リス トのみの場合 と異な り,1つ の入力例題に異

なるサイズの複数 の安定マ ッチングが存在す る可能性が ある.

従 って,出 来るだけ大きなサイズの安定マ ッチングを求めるこ

とが応用上重要 となる.

本 研究では,最 大サイズの安定マ ッチ ング を求 めるとい う

最適化問題(MAXSMTI;SMTIは｢StableMarriagewith

TiesandIncompletelists｣を 意 味す る)を 考え,こ の問題が

NP困 難であ るこ とを示 した[13].NP困 難 な最適化問題 に対

しては,多 項式時間近似アルゴ リズムを与えるのが解決策の1

つ である.近 似アルゴ リズムの性能は近似度で評価 され る.最

大化問題におけ る近似度の定義は以下のよ うになる.近 似アル

ゴ リズムAの 近似度がcで ある(｢Aはc一 近似アルゴ リズムで

ある｣と も言 う)と は,任 意の入力例題1に 対して

一{劉 ≦･

が成 り立つ とい うことであ る.こ こで,opt(1)は 例 題1中 の

最大安定マ ッチ ングのサイズ,A(1)は アルゴ リズムAが 求め

る安定マ ッチ ングのサイズである.す なわち,ア ルゴ リズムA

は,ど んな入力に対 しても最大サイズの1/c以 上 のサイズの答

を求めることがで きる.cは1以 上の値を とり,小 さいほどア

ルゴ リズムの性能が高いことを示す.

2一近似アルゴ リズムの構築は比較的簡単であるが,近 似度を2

よ りも厳密に良くす ることは難しい.漸 近的には2に なってしま

う2-o(1)と い う近似度で,o(1)部 分 を改良す る程度に留まっ

ていた[14],[15].そ の後2007年 に初めて2を 切 る近似度1.875

のアルゴ リズムに成功 した[16].以 上 のアル ゴ リズムはいずれ

も,任 意の安定マッチングか ら出発 して逐次的にサイズを大きく

していくとい う局所探索型のアルゴ リズムである.以 後,2008

年 にKiraly[19]に よ り5/3,2009年 にMcDermid[20]に よ り

1.5へ と立て続けに改良が重ね られ,現 在最良の近似度は1.5で

あ る.P十NPの 仮 定の下での近似度の下限は33/29(N1.137)

で あ り[24],こ れ らの問にはまだ開きがあ るので,改 良の余地

は残 されている.

3.男 女平等安定マ ッチング問題

異性全員を全順序で リス トに書 くオ リジナル の問題 を考 え

る.前 述したよ うに,Gale-Shapleyア ル ゴ リズムを使 えば安

定 マッチング を0(n2)時 間で求 め るこ とがで き る.し か し,

Gale-Shapleyア ル ゴ リズムにより求められた解は,全 ての男性

は可能なパー トナーの中で最良の女性 を得,全 ての女性は可能

なパー トナーの中で最悪の男性を得 るとい う性質を持つ 同.こ

こで言 う｢可 能なパー トナー｣と は,複 数存在 し うる安定マ ッ

チ ングのいずれかにおいてパー トナー となる異性を意 味す る.

この よ うなマ ッチ ングを男性最適安定マッチング(か つ女性最

悪安定マッチング)と 呼ぶ.ま た,Gale-Shapleyア ル ゴ リズム

において,男 性 と女性の役割を交換することにより,女 性最適

安定マッチング(か つ男性最悪安定マッチング)が 求まる.こ れ

らの安定マ ッチングは両極端であるので,あ る程度公平なマ ッ

チングを求めるとい う問題が考案 されている.公 平 さの尺度は

様 々考えられ るが,以 下の3つ が 自然である.

安 定マッチング ーMに おいて,人 物pが マッチ してい る相手

の(pの 希望 リス ト上での)順 位をCM(p)と 表 す.こ れはある
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意味,pの 不満度を表しているとも言え る.Xを 男性集合,yr

を女 性集合 とした とき,

･(M)一 Σ･M(p)

pEXUY

が最小となるMを 求める問題を最小不満度安定マッチング問

題とい う.す なわち,全 員の不満度の総和を最小化する問題で

ある.

R(M)=max _cM(p)
pEXUY

が最小となるMを 求める問題を最小後悔安定マッチング問題

とい う.最 も不満な人の不満度を最小化する問題である.

D(M)-1Σ･M(p)一 Σ･M(p)l

pEXpEY

が最小 となるMを 求める問題 を男女平等安定マ ッチ ング問題

とい う.男 性の不満度の総和 と女性の不満度の総和を出来 るだ

け近づける問題である.

全 ての安定マ ッチングを列挙し,そ の中で最良のものを選べ

ば最適解 を求めることができるが,一 般に安定マ ッチングは入

力サイズの指数個 あり[2],[10],[23],多 項 式時間では動作しな

い.そ れに も関わ らず,全 ての安定マッチングからな る分配束

構造を利用することにより,最 小不満度安定マ ッチング問題 と

最小後悔安定マ ッチング問題は多項式時間で最適解 を得 ること

がで きる[3],[4],[7],[11].し か し,男 女平等安定マ ッチング問

題はNP困 難であることが示 されてい る[18].

本 研 究では,男 女平等安定マ ッチング問題に対して,限 りな

く1に 近い近似度 を持つ近似アルゴ リズムを与えた.ま た,そ

の拡張であ る,男 女平等な中で最小不満度の安定マッチングを

求める問題 のNP困 難性を示 し,こ の問題に対す る2よ り小 さ

い近似度の近似アル ゴ リズムを与えた[17].な お,こ こでは最

小化問題 を取 り扱 っているため,近 似度は第2節 における式の

分子 と分母を入れ 替えて,

A(1)
max
opt(1)Sc

とい う形に基づいて定義 され る.

4.配 属数下限付き研修 医配属問題

研修医配属問題は安定結婚問題の多対1へ の拡張である.男

性を研修医,女 性を病院とみなし,研 修医は病院を,病 院は研

修医を希望リスト上で順序付けする(安 定結婚問題と違い,研

修医配属問題はオリジナルの問題で不完全リストを許すことに

なっている).さ らに,各 病院は受け入れ可能な研修医の上限

値を宣言する.こ こでは,(i)各 研修医の配属先は高々1つ であ

り,(ii)各 病院に配属され る研修医数はその病院の宣言した上

限値以内である,と い う条件を満たす配属をマッチングと呼ぶ.

マッチングMに おいて,研 修医rが 配属されている病院(も

し存在すれば)をM(r),病 院hに 配属されている研修医の集

合をM(h)と 書く.

マ ッチングMに おいて,研 修 医rは 病院hに 配属 され てい

ないが,(1)rもhも お互い を希望 リス トに書き合 ってい る,

(2)rは ど こにも配属 され ていないか,ま たは,rはM(r)よ

りもhを 好 む,(3)hへ の 配属者数が上限に満 ちていないか,

または,hがrよ りも下位に書いてい る研修医がM(h)中 にい

る,の3条 件を満たす とき,(r,h)をMの ブ ロッキングペアと

言 う.ブ ロッキングペ アを含 まないマ ッチ ングが安定マ ッチン

グであ り,研 修医配属問題 も同様に,与 えられた入力か ら安定

マ ッチングを求める問題である.

研修 医配属問題 において も安定結婚問題の様々な性質が成 り

立っことが知 られてい る[8].例 えば,全 ての例題に少な くとも

1つ の安定マッチングが存在し,Gale-Shapleyア ル ゴ リズムに

よ りその うちの1つ を求めることができる.ま た,安 定結婚 問

題で不完全 リス トを許す拡張に対 して成 り立 っていたの と同様

の性質がここでも成 り立つ[6].す な わち,全 ての安定マ ッチン

グにおいて,配 属先のある研修 医は同一であ り,ま た,全 ての

安定マッチングにおいて,各 病院に配属 され る研修医数は同じ

であ る.こ のことか ら,実 応用において,以 下の考察が成 り立

ち,新 たな問題を考える必然性が生じる.例 えば,あ る安定マッ

チングにおいて研修医配属数0の 病院があった とす る.配 属数

0で は病院運営に支障を来たす恐れ があるが,定 理 よ り他 のど

のよ うな安定マ ッチングを選んだ としても配属数は0で あ り意

味をなさない.こ のよ うな状況は,例 えば近年の 日本では,医

師の遍在により田舎の病院によく見 られ る問題で ある.従 って,

本 研究では,そ れぞれ の病 院に対してある程度 の配属数 を保

証するモデル を提案 した.す なわ ち,各 病院が配属者数の上限

のみでなく,下 限をも宣言できるよ うにし,上 下限を満たす安

定マ ッチング を求め る問題(HRMQ;｢Hospitals/Residents

ProblemwithMinimumQuota｣の 略)を 提案 した.

上 述の性質か ら,下 限を無視 した通常の研修医配属問題の安

定マ ッチングは,各 病院への配属数が一定である.し たがって,

あ る1つ の安定マッチングを求めて,そ れが全ての病 院の上下

限を満た していれば求める解で あるし,満 た していなければ上

下限を満たす安定マッチングは存在しないと結論づけられ るの

で,HRMQは この観点か らは容易に解ける.し かし,解 が存在

しない場合にも何 らかの答を得 る必要が,現 実にはある.そ こ

で,本 研究では,上 下限を満たすマ ッチングの中で｢で きるだ

け安定｣な マッチングを求める問題を2つ 提案し,そ の計算量

に関して以下の結果を得た[9].1つ 目は,ブ ロッキングペア数

を最小化する問題(Min-BPHRMQ)で あ る.本 研究では,

Min-BPHRMQがNP困 難であること,お よび,P十NPな ら

ば多項式時間(IHI+IRI)1-E一 近似アルゴ リズムを持たないこと

を示した.こ こで,HとRは それぞれ病院と研修 医の集合,E

は任意の正定数である.ま た,近 似可能性 に関して,Min-BP

HRMQに 対 する多項式時間(H+lRl)一 近似アルゴ リズムを与

えた.2つ 目の問題は,ブ ロッキングペアに関わ る研修医数を最

小化す る問題(Min-BRHRMQ)で あ る.Min-BRHRMQ

に 関 して も同様にNP困 難性 を示 したが,近 似 可能性 につい

て はV1珂 一近似アル ゴ リズムを構 築す るこ とによ りMin-BP

HRMQよ りも本質的に良い結果 を得ることができた.
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5. お わ り に

本講演では,安 定マッチング問題の定義や応用例,基 本的性

質などを紹介した.ま た,筆 者 らによって得られた最近の結果

(特に近似アルゴリズムに関する結果)を 幾つか紹介した.
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