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ヒルベルト空間 1-lJ:::の有界線形作用素全体を B(1-l)とおき、作用素 TE
B(1-l)の極分解を T=UITIとおく。 Tが正規作用素 TT*=T*Tの場合はス
ペクトル分解ができる。しかし、 hyponormal作用素 TT*:S T*Tの場合はス
ペクトル分解はできないが、非常に面白い性質をもち多くの研究がなされてい

る。 Aluthge[1]が古田不等式を用いてアルスゲ変換を提案し hyponormal作用
素の拡張である p-hypo normal作用素の性質の解明に成功したことはよく知ら
れている。これを契機として、その後様々な拡張が考えられていて、その発展

は広い範囲に及ぶ。ここで取り上げる classp-wA(s, t)作用素 (0< p :S 1, 0 < 
s,t,s+t:Sl)とは Prasad,棚橋 [10]が定義したもので

(IT「|T*l2tlTド）苧 :SITl2sp, IT*l2tpさ(IT*It ITl28 IT* It)缶
をみたす作用素である。これは、伊藤らが定義した classwA(s, t)作用素

IT(s, t) *|¾, :S ITl2s, ITl2t :S IT(s, t)|品

のp-class版である。また、この作用素はclassA(k): ITl2 :S (T*ITl2kT)叶f'(0< 
k :S 1)作用素の拡張にもなっている [5,8]。

我々はこの作用素がどのような性質をもつか調べてきた。ここではこれまで

わかったこと、残った問題などを紹介する。次は、定義からすぐわかることだ

が、重要な性質である。

定理 1.[10]作用素TEB(1-l)の極分解を T=UITIとし、 0< p :S 1, 0 < s, t 
とする。 T(s,t) = ITlsUITltをアルスゲ変換という。
このとき Tがclassp-wA(s, t)となる必要十分条件は

IT(s, t)|生 2ITl2tp, ITl2sp 2 IT(s, t)＊|竺

である。よって、このとき、任意の pE (0, min { s, t}]に対して

IT(s, t)靡2ITl2PP 2 IT(s, t)＊|粥
となるので T(s,t)は竺i-hyponormalである。
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従って Aluthge変換T(s,t) が岳—hyponormal になるので、丑—hyponormal 
の性質を使うことができる。次は classp-wA(s, t)作用素のパラメーターに関
する性質で、本質的には C.Yang, J. Yuan [13]による。

定理 2.[10] Tがp-wA(s,t)作用素で 0< s :S 81, 0 < t :S t1, 0 < PlさPさ1
なら TはP1-wA(s1,t1)作用素である。

次は classp-wA(s, t)作用素の点スペクトラムに関する性質である。

定理 3.[4] TE B（1i)はp-wA(s,t)作用素で 0< s, t, s + tさ1,0< p :S 1 
とする。また、 pei0 E (Cはスペクトラム O'(T)の孤立点で O<pとする。こ
のとき pei0に対するリース写像 Eは自己共役で

ran E = ker(T -pei0) = ker ((T -pei0)*) 

となる。

次は classp-wA(s, t)作用素の Weyl型定理に関する性質である。

定理 4.[11] TE B(1i)はp-wA(s,t)作用素で 0< s, t, s + t :S 1, 0 < p :S 1 
とする。このとき、次が成り立つ。

(1) Tはワイルの定理 O'(T)＼四(t)= 7roo(T)を満たす。

(2) O'(T)上の任意の正則関数 f(z)に対し、 f(T)はワイルススペクトラ
ムに関して写像定理O'w(f(T))= f（四（T))を満たす。

(3) O'(T)上の任意の正則関数 f(z)に対し、 f(T)はワイルの定理 O'(T)¥ 
匹 (t)= 1roo(T)を満たす。

定理 5.[12] T E B(1i)はp-wA(s,t)作用素で O<s,t,O<pさ1とする。
もし T(s,t) = ITlsUITltが正規なら Tも正規である。

次は classp-wA(s, t)作用素の Fuglede-Putnam型定理に関する性質である。

定理 6.[2] S,T* EB（初はp-wA(s,t)作用素で 0< s, t, s+t :S 1, 0 < p :S 1 
とする。 また、 ker S c ker S*, ker T* c ker Tが成り立つとする。このとき、
もし、 XEB（に直）に対して SX=XTとなるなら、 S*X= XT*が成り
立つ。また、このとき、 [ranX]は Sをreduceし、 (kerX)_1_はTをreduce

し、 Sl[ran X], Tl(kerX)J_はユニタリ同値な正規作用素である。

次は classp-wA(s, t)作用素の localspectral theoryである。

定理 7.[12] TE B(1i)はp-wA(s,t)作用素で 0< s, t, s + t :S 1, 0 < p :S 1 
とする。 このとき TはBishop'sproperty (/3)をみたし、 subscalarである。

次は quasi-similarな classp-wA(s, t)作用素の性質である。

定理 8.[2] S, T E B(1i)はp-wA(s,t)作用素で 0< s, t, s+t :S 1, 0 < p :S 1 
とする。 もし、 S,Tが quasi-similarなら O'(S)＝び(T)，びe(S)＝びe(T)と
なる。
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定理 9.[9] T E B(H) は ~wA(s,t)作用素で 0< s, t, s + t :S 1, 0 < p :S 1 
とする。このとき Tはnormaloid: IITII = spectralradius (T)である。

次は classp-wA(s, t)作用素の Putnam型不等式である。

定理 10.[2] T E B(H)はp-wA(s,t)作用素で 0< s, t, s + t :S 1, 0 < p :S 1 
とする。このとき

IIIT(s, t)I 
2 min{sp,tp} 

~ -ITl2rnin{sp,tp}||:S IIIT(s,t)I~ 
2min{sp,tp} 2min{sp,tp} 

-l(T(s,t))*l~II 

三min{sp,tp}ff r2min{sp,tp}-l drd0 
7r J Ja(T) 

となる。さらに、もし meas(O"(T)) = 0なら Tは正規である。

次に spectralcontinyuityについて報告する。作用素孔が Tにノルム収束
するとき、スペクトラムは収束するかという問題である。次の集合を考える。

lim inf O"(Tn) =｛入： thereexists入nE O"(Tn) such that入＝ lim入n},
n→OO 

lim sup O"(T,砂＝ ｛入： thereexists入nkEび(Tnk)such that入＝ lim入nk}.
K→OO 

このとき、一般に

lim inf CJ" (T,砂Clim sup O"(Tn) C O"(T) 

となることが知られている。このことを、スペクトラムはuppersemicontinuous 
であるという。問題はこの 3つの集合がいつ一致するかということである。

般には一致しないが、作用素 Tが正規作用素： TT*=T*Tの場合は

lim inf a(Tn) = lim sup a(Tn) = a(T) 
n 

となる。このことを

lim a(Tn) = a(T) 

とあらわし、スペクトラムは正規作用素に関して連続であるという。この性

質は、さらに拡張されていて Hwang,Lee [6] が~hypo normal作用素の場合
に、また、 Jeon,Kim [7]がclassA(k)作用素の場合に成立することを示して
いる。ここでは class~wA(s, t)作用素でも成立することを示す。次の定義を
準備する。

定義複素数入が T の近似点スペクトラムである入€叩(T) とは（T-入）％→
0となる単位ベクトルxれが存在するときをいう。また、 Xia'sresidual spectrum 

である入 Eaf(T)とは（T-入）11,# 11,, II (T-入)xii2: cllxll (x E 1i)となる正数
cが存在するときをいう。定義から a(T)n a;(T) = 0，叩（T)U a; (T) = a(T) 
となる。

近似点スペクトラム， Xia'sresidual spectrumに関して classp-wA(s, t)作
用素は次を満たす。

定理11.[3] T E B(H)はp-wA(s,t)作用素で 0< s, t, s + t ≪; 1, 0 < p ≪; 1 
とする。このとき s+t≪;aに対して冗＝ UITI°'とおくと次が成り立つ。
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叫几） ＝ ｛r叩0I rei0 E四(T)},

心(Ta)={r叩 0I rei0 E心(T)},

a(Ta) = {r0が0I rei0 E a(T)}. 

定理11を用いて classp-wA(s, t)作用素がスペクトラムに関して連続である
ことを示す。

定理 12.[3] Tn, T E B(H)はp-wA(s,t)作用素で 0< s,t,s+t:::; 1,0 < 
p:::; 1とする。 もし IITn-TII→ 0なら limo(T砂＝u(T)である。

証明このとき |T記＝T；九→T*T= ITドとなる。同様に、 1九12k→ |Tl2k 
がk= 1,2，・・・について成り立つ。 u(ITnl),u(ITI) C [O, M]としてよい。任意
のc> 0に対して sup{|yt-p(t)I : 0:::; t:::; M} < cとなる多項式をとる。こ
のとき p(|T記） →P(ITl2)なので |Tnl→ |Tlとなる。同様に、

|T』S→|T|8, |T』t→|Tit 
である。ここで

Tn-広|Tl=V五(ITnl-IT|）→ 0 
だから

UnlTI = Tn -Un(ITnl -IT|）→T=UITI 
となる。よって

(Un -U)ITI→O 
となる。よって (Un-U)ITl2,(Un-U)ITl3→ 0,..．となるので、 (Un-U)ITlt→
0である。従って

u』Tnlt＝広(IT,』t-IT『)+広|T『→ UITlt

となる。よって

九(s,t) = IT,訂UnlT,』→ |T|SU|T|t
である。ここで九(s,t), T(s, t)は -#t-hyponormalとなるので、

び(T(s,t)) = liminf r,(Tn(s, t)) 
n 

となる。また。

CY(1r1su1rn = CY(UITls+t), CY(ITnl8UnlTnn = CY(UnlTnl8 

が成り立ち、

CY(UITls+t) = {r8+teie : reie E CY(T)}, CY(UnlTnl8十t)= {rs+tei0 : rei0 E CY(Tn)} 

であるから

び(T)= lim inf CT(T,砂
n 

となる。

この定理から、ワイルスペクトラム、ブラウダースペクトラムについても連
続であることがわかる。
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定理 13.[3] Tn, T E B(1-l)はp-wA(s,t)作用素で 0< s, t, s + tさ1,0< 
P、?1とする。 もし 1|Tn-T|I→ 0ならワイルスペクトラム四(T)，ブラウ
タースペクトラム O'b(T)についても lim四(Tn)＝四(T),limびb(Tn)＝びb(T)
である。

以上これまでわかっていることを紹介したが、まだ多くの問題が残ってい
る。多くの定理は s+t:Slを仮定しているが、この条件が本質的な条件であ
るかどうかはよくわからない。つまり l<s+tの場合はよくわからない。ま
た、 classwA(s, t)作用素の場合は伊藤、山崎によって

ITl2t :S IT(s, t)l-¾t ⇒ |T(s, t)*I*'ご;ITl2s 
が示されたが、 classp-wA(s, t)作用素でも同じような性質が成立するか未解
決である。
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