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UNIVERSAL GRAPH SERIES, CHROMATIC 
FUNCTIONS, AND THEIR INDEX THEORY 

三枝崎剛

ABSTRACT.この原稿は2024年12月16日に行われた， RIMS共同
研究（公開型）「有限群論，代数的組合せ論，頂点代数の研究」におけ
る講演の報告である．論文はarXivに同じタイトルで掲載済 (arXiv:
2403.09985)で，宗政昭弘先生（東北大学），西村優作先生（早稲
田大学），佐久間雅先生（山形大学），辻栄周平先生（北海道教育大
学）との共同研究である．

講浪では普遍グラフ族という概念を定義し，これを用いてグラフ
の4つ不変量を導入し，その性質を議論した．特にそのうちの一つ
はStanleyによる彩色対称関数の一般化となっており，グラフの完
全不変量であることを示したこれらについて概説する．

1.導入

1.1.彩色対称関数． G= (Ve，恥），H= (VH,E町を単純グラフ，写像
<p :怜→怜をGから Hへの準同型とする．つまり

{u, v} E恥 ⇒{1.p(u),1.p(v)}E EH・

Gから Hへの準同型がなす集合を Hom(G,H)と書く．

定義1.1．有限単純グラフ Gに対して， x(G,n)= ~Hom(G,Kn) (Vn E 
N)を満たす多項式 x(G,t) E Z[t]が存在する．これを Gの彩色多項式
という．これはグラフの不変量である．

例1.2.Tmをm頂点の木の集合とする．このとき任意のTETmに対
してx(T,n) = n(n -l)m-1となる．したがって彩色多項式は木を区別
しない．

論文［8]にて， Stanleyは次の彩色対称関数を導入した．

定義1.3([8]). 

X(G,x) := ▽
 

rr知 (v)
<pEHom(G,K叫VEVG
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FIGURE 1. Graphs G1 and G2 

をGの彩色対称関数という．ただし， KNはNを頂点集合とする完全
グラフである．

例えば，約を2頂点完全グラフとする． このとき

ここで

に対し，

X(Kり＝こ江Xj・
i<j 

l n := (1,..., 1, 0,...) 
ヽ
n 

X(G,l門＝x(G,n)

を得る．したがって彩色対称関数は彩色多項式よりも強い不変量であ
る．実際， Stanleyにより次が予想されている．

予想1.4([8]).木全体の集合をTとする．任意のT1,T2ETに対して，
もしX(T1,x) = X(T2, x)であれば， mと乃は同型である．
Stanleyの予想は彩色対称関数がTの完全不変量であることを主張
する．しかしグラフ全体の集合をgとしたとき，gの完全不変量では
ない．実際， Stanleyは次の例を与えた［8]. 図1のG1= (V,Eリと
ら＝（V，恥）は明らかに非同型だが，

X(G1) = X(G2). 

したがって次の問題を得る． すなわち

問題1.5.彩色対称関数の一般化で，グラフ全体の完全不変量となるも
のは存在するか．

この講演ではそのようなものの一例を与える．
我々 は， Radoは普遍グラフという概念を参考にし［7],普遍グラフ
族という概念を導入した［6]. この概念を使ってグラフの4つの不変量
を導入し，［6］にて基本的な性質を議論したその紹介が本講演の目標
である．
最初にRadoの普遍グラフを紹介しよう [7]:
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定義1.6([7]). Gを無限グラフとする．このとき全ての有限単純グラ
フを Gは誘導部分グラフとして含むとき， Gを普遍グラフと呼ぶ．

普遍グラフ族はこの概念を一般化したものである．

定義1.7.N c N とし，｛几｝nENをグラフの族とする．全ての有限単
純グラフ Gに対して，ある nENが存在して， Gは几の誘導部グラ
フとなっているとき，｛Hn}nENを普遍グラフ族と呼ぶ
さらに普遍グラフ族 {Hn}nENが次の性質を満たすとする：全ての
m,n EN に対して， m~n のとき， Hm が几の誘導部分グラフとな
る，このとき普遍グラフ族{Hn}nENは誘導普遍グラフ族と呼ぶ．

例えば， Kneserグラフの族{Kw,k}芦1は誘導普遍グラフ族であり [5],
Paleyグラフの族 {P(q)}qEPは普遍グラフ族である［1,2, 4]. ここで P
はq三 1(mod 4)を満たすすべての素数べきqの集合である．
我々の不変量の定義のため， H-彩色関数を導入しよう：

定義1.8.Xu (u E V(H))を不定元とし， H彩色関数XH(G)を次で定
義する：

知（G)：＝知(G,x):= L rr知(v)・
沢 Hom(G,H)vEV(G) 

次が [6]の最初の結果である．与えられた普遍グラフ族{Hn}nENに
対して，次の4つのグラフ不変量を導入した [6]: 

定義1.9.H = {Hn}nENを普遍グラフ族， Gを有限単純グラフとする．
gを全ての有限単純グラフからなる集合とする．

(1) Gの普遍H彩色関数を次で定義する：

{ XHn (G) }nEN・

(2)グラフの族A e gに対して， H-関数指数IH(A)を次で定義
する：

伍(A)=min{t EN  I {XHJ•)}~=l は A の完全不変量｝．

(3) H誘導指数ぼ(G)を次で定義する：

伍(G)= min { n E N I Gは凡の誘導部分グラフ｝．

(4) H指数五(G)を次で定義する：

iH(G) = min{n EN  I Gは凡の部分グラフ｝．
注意1.10.H = {HふENを誘導普遍グラフ族とする． このとき全て
の m,nEN に対して， msn ならば XHn(•) は X四(•)より強い不変
量である．つまり任意の G,G'EQに対して， XHn(G)= XHn(G')な
らばX匹 (G)= X匹 (G')が成立する．例えば{KN,k}芦1は誘導普遍グ
ラフ族であったしたがって X応，K＋1(•) は X応，K （•)より強い不変量で
ある．
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本講演の主結果を紹介しよう．もし普遍グラフ族が存在するなら，そ
れに応じてグラフの完全不変量を構成できる：

定理1.11. (1) Hを普遍グラフとする。このとき

X爪●）

は有限単純グラフの完全不変量である．
(2)H={Hふ ENを普遍グラフ族とする．このとき

{XHn (•)}nEN 

は有限単純グラフの完全不変量である．

例えば{Kw,khEN Kneserグラフ族とする．このとき

{X応，K （•)}芦1

はグラフの完全不変量である． Kw,1= Kw に注意すると， X応，1 （•)は
彩色対称関数 X(•) であることに注意されたい．したがって，この不変
量はStanleyの彩色対称関数の一般化である．
次の定理は，いくつかのグラフに対して， Paley（誘導）指数の上か
らの評価を与える．qをq= l (mod 4)を満たす素数べきとし， P(q)
をサイズqのPaleyグラフとする． K幻，k2を完全2部グラフとし，それ
ぞれの部集合のサイズは柘と朽とする．Qと凡は，それぞれサイズ
Kのサイクルとパスとする．

定理1.12.qを奇数の素数べきとする．

(1) P = {P((q2詞）｝~=1 は，誘導普遍グラフ族である．
(2) Akを高々 k頂点の全ての単純グラフの集合とする．このとき次
が成立する：

lp(Aりく「log3logq((k -1)2k-2)l 

(3)柘と柄をq3m-l - 1 ::; k1 ::; k2 ::; q炉＿ 1を満たす整数とする．
(a)次でグラフの族を定義する：

1-{ = {K柘，k2,C2k1, P,柘十k2-1}

このとき任意のGEHに対して，次が成立する：

ip(G) ::; I log叶ogq((q3m- 2) (q：口） ＋l)l 
(b)次が成立する：

ip(C叫＋1)

::; llog3 logq (((2q3m - 3)(砂:m□)-げ +2)2q3m -1) l 
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(4)任意の整数Kに対して，次が成立する：

五(Cり＝7p(P砂＝ ［log3 1 (logq k) l ・ 
[8, Theorem 2.5]にて， Stanleyはべき和対称関数からなる碁底を
用いて， X（●）を展開する公式を与えた最後の主結果はこの公式の

{X応，K （•)}芦1 への一般化である．（未定義の記号 (A炉とp入）はセク
ション3を参照のこと．） ： 

定理1.13.次が成立する：

x応，k(G）＝ ど （ー1)1S1どP入・
ScE(G) 入EA¥K)

以上が[6]の内容である．以降のセクションでは，より詳しく内容を
見ていこう．セクション 2では，定理1.11の証明を行う．セクション 3
では定理1.13の解説を行う．定理1.12に関する議論は割愛する．詳し
くは [6]を参照されたい．最後にセクション 4にて，いくつかの未解決
問題を紹介する．

2.定理1.11の証明

定理1.11の証明のため，次の補題を引用しよう：

補題 2.1([3, p.128 Excercise 11]). G1とG2を有限グラフとする．全
ての有限グラフ Fに対して, |Hom(G1, F)I = I Hom(G2, F)Iが成立す
るなら，伍と G2は同型である．

定理1.11の証明．（1)の証明を与えよう．（2)も同様に証明できる．
XH(Gリ＝晶(Gりと仮定する． Fを有限グラフとしよう． Hは普
遍グラフだから， FはHの誘導部分グラフになっている．このとき，
w E V(F)か否かに応じて，次のように変数に値を代入する：知＝ 1 
または0.すると |Hom(G1,F)I = I Hom(G2, F)Iを得る．補題2.1を用
いて G1とらは同型になることがわかる． ロ

3. X知，k(G,x)のべき和展開

このセクションでは定理1.13の証明を与える． KneserグラフAut(KN,k)
の自己同型群は対称群ふと同型で， X応，k(G)はふの自然な作用で不

変である． Sym(k) を R唸~,k の部分環，有限次数からなるものとする．

x知，k(G)は次数が IV(G)Iの斉次だから， X応，k(G)はSym(k)に属す．
Sym(1)は対称関数環で， X知l(G)はGの彩色対称関数であることに注
意しよう．
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{11,...,In}と{J1,...,ln}を（りの元からなる， 2つの多重集合とす
る．同値関係｛Ii,...,In}~{J1,..., Jn}を，ある erE SNが存在して，
次を満たすときとして定義しよう：

{Ji,... Jn} = { er(11),..., cr(Jn)}. 

ただし等号は多重集合で考える．

定義 3.1.p炉を上で定義した多重集合の同値類からなる集合とする．

またp(k):= LJ~=l p炉と定義する．

入€ P炉とし，｛fi,...,In}を入の代表元とする．すると入はK-―様
なハイパー多重グラフとみなすことができる．ここで頂点集合はV入＝
11 U • • • U In,辺の多重集合は広＝ ｛11,...'In}である．このハイパー
グラフの同型類は代表元｛Ji,...,In}の選び方に依存しないことに注意

されたいまた全てのn,kに対して，p炉は有限集合である．
例えばk=lのとき，グラフ入は1-―様ハイパー多重グラフである．
この場合いま入のハイパーエッジからなる整数の分割と同一視される．
こうしてp(l)は整数の分割の集合となる． k=2のとき，入は2-―様
ハイパー多重グラフとなる．したがってp(2)はループや孤立点のない

多重グラフの集合となる．
入Ep(k)と仮定しよう．単項k重対称関数m入＝ mik)E Sym(k)を次
で定義しよう：

叫：＝ L Xfi.. ・X恥

{I1,…,In}E入

Sym(k)の全ての斉次部分は有限次元であり，集合 {m入いは Sym(k)の
C上の基底となる．
入Ep(k)がハイパー多重グラフとして連結のとき，入 Ep(k)を連結

と呼ぼう．ハイパー多重グラフ入は入＝ふLJ・・• LJ入｛の非交和に，通
常の方法で分解される．するとべき和k重対称関数p入＝Pt)E Sym(k) 
を以下のように定義できる：

応：＝ m八 ・・・m入£ • 

k=lのとき，p入は通常のべき和対称関数であることに注意されたい．

命題 3.2.集合{p入｝入EP(k) はSym(k)のC上の基底をなす．特にSym(k)
はC代数として，｛P入Ep(k) I入は連結｝で自由に生成される．

定義 3.3.Gをn頂点の連結グラフとする．入 EP炉がG-admissibleと
は，全単射r.p:V(G)→広が存在して，｛u,v}E E(G)ならばゃ(u)n 
叫）ヂ0を満たすものである． A尉をp炉の元で， G-admissibleなも
の全体とする．

Gが非連結， G= G1 LJ • • • LJ Geを連結成分への分解のとき，次のよ
うに定義する： Ag) :=A閲X...X A塁
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定理 3.4（定理1.13（再掲））．次が成立する：

x応，k(G）＝ど（ー1)1S1ど Pふ
ScE(G) 入EA¥K)

ここでAりは次を意味し A塁， GsはGの辺集合Sで生成される全域

部分グラフである．

例 3.5.G = P3, k = 2とする． Gの全域部分グラフは，次のどれかと
同型である： 3K1,K2 LJ K1, P3. したがって次を得る：

A位覧1= A閲x A悶x A悶＝ ｛ （I I I) } , 
A岱］LJK1= A岱;xA岱]={(iI), (0 I) }, 

摺＝｛!, A, A, i, c} ・ 
以上より，次の展開公式を得る：

x応，2(P3)＝ L P>..-2 L p□ LP入
入EA訟1 入EA図LJK1 入EA図

= PIII―2piI―2poI+pi+p;_ +PA汀
例 3.6.G =応， k=2とする． Gの全域部分グラフは，次のどれか

と同型である： 3K1,K2 LJ K1, ?3, K3.次に注意して，

成＝｛A,A, t c} 
以下の展開公式を得る：

x知，2(応）＝ L P入ー 3 L p□3 L p入ー LP入
入EA贔 入EA図LJK1 入EA勾 入EA図

= PIII―3piI― 3p O I + 3pi + 2p}. + 2p A + 2p ~. 

4.関連する問題について

注意 4.1.X応，2（●）は図1のG1と伍を区別する．実際，らから Kw,2
への準同型写像は次のように存在する：
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12 

56 56 13 

34 

一方で， G1から KN,2への準同型写像で，像が{12,13,34,56,56}から
なるものは存在しない．

問題：非同型グラフのペア G1,G2でX応，2(G1)=X応，2(G2)とな
るものは存在するか？

注意 4.2.Tを木全体の集合とし， IK(T)をTのKneserー関数指数とす
る． Stanleyの予想1.4はIK(T)= lを意味する．

問題： IK(T)を上から評価することは可能か？
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