
研究会報告

24.2次元セルパターン成長の平均場理論

九州共立大 九大理o 長井一連三 川喝恭治 h 奥幽 遠n

§ 1 序論

2次元セルパター ン成長の性格は､多 くの実験 (石鹸抱系､結晶粒系 )および

計算機シミュ レーシ ョンによって､最近､

｡ その特徴は次の三つに纏められる :

(i)ベキ則成長 平均セルサイズR(t)

の長時間 (t)漸近形はR(t)=Atγ､こ√こ

てAと γは正定数である ;

(ii)自己相似性 ベキ則成長の時間域
で､セルパターンは自己相似的成長をす

る (スケール性 ) ;

(iii)角数相関 n角形に隣接する■セル

の平均角数はzB(n)=Kl+K2/n､ここで Kl

とK2は正定数である (Aboav-Weaire則 )｡

成長則指数 γは各セルの辺の運動方程

式の次元解析で決まりー より詳細な系の

性質に依 らない. 自己相似性を記述す

るセル角数およびセ ルサイズ分布のスケ

ール関数は γ より詳細な個々の系の性質

を反映する｡ 定数A､KlおよびKL,は更

に詳 しく個々の系の違いを反映する｡

このような普遍性クラスの分類は今後の

次第 に明 らかになってきた (第1図参照 )

第1図 2次元セルパターン

Vertexモデルによるシミュレー
ションのスケール域におけるス

ナップ ･ショッ ト｡

重要な謙遜である｡

最近､いくつかの 2次元モデルに対 して､大 きいセル系の計算機シミュレーシ

ョンが実行されるようになりー この系のスケール域での統計的性質が明 らかに

なってきた｡1,2)我 々の目的は､それ らを統一的に説明 し､前述の普遍性クラス

の階層性を明 らかにすることである｡

§2 平均場理論

次の仮定をする｡ 2次元平面を埋めるセル系の状憩は､各セルの角数niと面

積 Aiの組 (nl,n2,- ･･Al･A2･･- )で記述され､Aiの時間変化は次式に従う‥

Ai-α(ni) (i=1,2････Nc) (2･1)

ここで､ α(ni)はniのみの関数である｡ 更に､単位時間 当りの遷移 (ni一川 i±

1)の割合 (遷移率と呼ぶ )をW±(ni,Ai;t)とする｡ セルの角数はni≧3とする｡
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｢パターン形成､運動及びその統計｣

そ うすると､分布関数h(n,A;I)に対す一るマスター方程式 を書 くことが出来る｡ 3)

考 えているセルパ ター ン系が ,どの様な初期状臆から出発 しても､充分時間が軽

過 した後には自己相似的成長をするもの と仮定する｡ ･ そ うす ると一系の特徴的

な長 さは平均セルサイズR(t)だけであ りー更にそれが系の時間発展を記述するか

ら,分布関数h(n,A;t)と遷移率Y+(n,A;t)は次の様にス ケールされる :

h(n,A;t)- ⊥ hサ(n,Ⅹ)
■■

一A

Ⅴ+(n,A;t)- ｣ - y+(n ,Ⅹ)
*

A

(2.2)

(2.3)

ただ し､Aは-1p-均セル両横でA≡R(t)2と定義する｡ また､Ⅹ≡A/Aで､h*(n,I)とlヽ■ lヽ●

W'1'(n,Ⅹ)は対応する量のスケール関数である｡ h't(n,x)に対するスケール方程式
か ら成長別は次のように決 まる｡3)

A(t)=αt

ここで､係数 αはh串(n,Ⅹ)を使って次の ように表現される :

00
a=2是3a(∩)

くⅩ〉∩

■′ lヽ■

くⅩ,r-≡∫『dxxh'At(n･x),くx2, ≡ nY=｡J.7dxx2h̀●､(n･Ⅹ)

ただ しー

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.4)式から成長則指数はγ=1/2となり､これは運動方程式(2.1)の次元解析から

期待 されるものと一致する｡ これ らの成長別 に関する結果(2.4ト (2.6)式は遷 移
華の詳細な形 に陽に依らず､(2.3)式で表されるスケール性を持てば良い｡

マスター方程式か ら､角数分布f(∩,t)の方程式は次の形 に導かれる :

if(n,t)=j(n - 1,n;t ) -j(n,n+1;t) (n≧3) (2.7)
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ここで､j(∩,∩+1;t)は遷移 (∩-ナn+1)を起こすセルの流束で､

j(n,n' 1;t)-∫ dA tW.(n,A;t)h(n,A ;tト y_(n'1,A ;I)h(n'1,A;t)i (2･8)

(2.7)式の左辺第2境はセル数Nc(I)の減少に起因する､相対的な涌 き出しを表わす｡

更に､f(n,t)には規格化条件と規何学的制約が付 く:

nY=3f(n,t)-1

nY=3nf(n･t)=6

(2.9)

(2.10)

遷移華は､角数が 大きければ､殉教に比例す ると考えられるので次の様に書 く｡

Ⅴ+(∩,A;t)-C+(i)mVゝ (∩,A;I) (2.ll)

この式で､C+(t)は大角数セルの各辺の遷移華であり､Ⅴ㌧(∩,A;I)は小さい角数

に対する補正でt∩--で0に近付くもの とする｡ Fradkovは我々のマスター方程

式 と (全 く同等ではないが )熱似の方程式を導 いたが､V'+(n,A;I)を完全に落と
した｡4) 以下で示すようにー我々の理論ではそれは重要な役割をする｡ 即ち､

W'+(n,A;t)を全て0にすると角数分布の分散が発散する｡ これは今 までに為さ礼

た実験および シミュ レーションの結果に合わない｡

§3 角数分布の母関数

(2.7)式を解 くため に､次のような母関数を考える｡

V (Z,t)=nY=3f(n･t)zn

v(Z,t)の従 う方程式は､(2.7)式に(2.ll)式を代人 して､

t嘉 ･ 芸三 一(Z-1)(C.Z-C) a92-iV (Z･t)- 詰 Z2 ･

･(Z-1)nYt-2j,(n,n･1;t)zn

(3.1)

(3.2)

(3.2)式右辺の最後の項は遷移率の補正項か らきた項で､j'(n,n+1;I)は(2.8)式の
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WをW'で置き換えたものである｡
規格化条件(2.9)式と規何学的制約(2.10)式は次の様 になる :

サ(1,I)=1

aaTI (1･t)-6

スケール域で角数分布の母関数は時間に依存せず､

vl･(≡)≡nT:3f*(n)zn
■′

と書ける｡ (3.2)式か ら

ただ し､

(3.3)

(3.4)

(3.5)

tK(Z-1)(Z-,) 監 ･ 1iV*( Z)- Z2･ (トZ)DT=2㌦ .lZD (3･6)

LIlrj′lヽ
〟 ≡ C+ ,

*

L
訂.{
+

∩U
l
nL

≡γ

Jt■lヽ
C+ (t)= C+ (3.7)

1Tp tfp tb tlt

E 帥 1 ≡ Jo?dx tW':(D,Ⅹ)h'.I(a,Ⅹ) - V' 二(- ,Ⅹ)hサ(皿･1,Ⅹ)i (3･8)

この式で sm+1が補正項で一四が大きくなると共に充分急激に小さ くなるものとす

る｡ (3.6)式の解は次式で与 えられる :

V*(之)-Col…寺 tβ + DTioan z n

ここで､Coは積分定数で指数βは
lヽ′ Iヽ■

β ≡ 1/[K(γ-1)]- 1/(Cl'- Cニ)

(3･9)式の第2項の係数anは次の漸化式で与えられる｡

一 37 5 -

(3.9)

(3.10)
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ただ しー

K (n-1)am- 1+ [ ト K(γ+ 1)n ] a皿+ Jrγ(a+1)am+1=b皿 (3･11)

b = O
m
tfttfr
-3C̀♪了(3)

=Em+ 1-㌔ - 1m, n≧ 3

浅何学的制約 (3.4)式か ら

β=

4･ mT=28抑 1

≧ 1

スケール域 における角数分布は(3.9)式か ら次式により求め られ る｡

f'1､(n)-五
JJ dnV *

dxn
(0) , n≧3

(3.12)

(3.13)

(3.14)

§4 補正項の役割

遷移牽く2.ll)式で第1項はⅩ依存件を持 たない｡ 以下にみるようにーこれは小狗
数セルについては良 くな く､ 補正項を考慮 しな ければな らない｡ 流速j(∩,n+1;

I)の式(2.8)か ら分か るように､
Iヽ■

遷移牽Vl (∩,Ⅹ)は同 じ角数の分 ,･o

布h*(∩,Ⅹ)と横の形で現れる｡
故 に､分布が0でないⅩの領域で 0･8~

､遷移率の変化が緩やかな らば

､遷移率のⅩ依存性を無視で きる 0.6

｡ 第2図にVertexモデルのシミ

ュ レーシ ョンか ら得 られ た角数

別サイズ分布hl･(n,Ⅹ)を示す05)

Jr

n=3を見ると､√Ⅹ～0.01-0･25

の範囲で分布が0でな い｡3角形

の消減は√Ⅹ～0.01で起こる｡
Iヽ■

従 って､W:(3,Ⅹ)のⅩ依存性は強 0‥q

い｡ 一方､3角形が4角形へ変

わる遷移は､3角形セルの1つの

0.0 0.5 1.0

M/tn.x) d) Xl女TJ

tAT{Ln.x)i'tn.x)
Terror

吐 1t.A
●

一ot,I td-(3･エ) Eが10
tAJ/(+.x) t:/34 /

vJlf.ズ) (4S 2

1.5 2.0 2.5

那2図 殉教別サイズ分布
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｢パターン形成､運動及びその統計｣

頂点か らiliる3辺の中で､その3角形に屈 さない1つの微小辺の組替 え (Tl過程)に

よって起 こる｡ 従 って､ この過程はXに強 く依存 しない｡ 更 に､第2図か ら分

か るように､n=4の分布はn=3の分布を完全に含 んでいるので､ どのXに対 しても
LIL'.

3･ヰ4の遷移は可能で ある｡ 故に､W:(3,Ⅹ)のx依存性は弓約､｡ 同様にして､
■■
y:(4,Ⅹ)はx依存性が強い｡ 第2図を見 ると､nが大 きくな るに従 って隣合う分布
の重なる割合が増大 しているので､遷移華のⅩ依存性は弱 くな ると考えてよい｡

従 って､補正項 stBn+1は蛇 共 に近似の段階 を表わす｡ 以下-補正項をは で考

慮するとき第 (TD-2)近似と呼ぶ｡全ての 補正項を0にすると､ (3.13)式からβ=3/2

とな り(3.9)式か ら角数の2次モーメン トが発散することが分か る｡ しかし､こ

れ を支持す るような実験 またはシミュ レーションの報告はない｡ 従 って､補正

項 を考慮することが重要である｡

(1)第0近似

この近似では823だけを残す ｡ 角数の2次モー メン トが有限で あることを要請

す ると､ β=1が唯一の解で､全てのパラメタは決 まる｡ この とき､角数分布は

次の ようにな る｡

■■
fサ(n)-(γ-ー1)γ

2-∩
,n≧3 (4.1)

ただ し､ γ=4/3｡ これはnの単調減少関数であるか らー 実験及び シミュ レーシ ョ

ンの結果を説明 しない｡

(2)茶l近似

この近似では E23とE34を残す｡ 角数の3次モーメン トまで有限であることを

要請す ると､ β=1または β=2が解である｡ パ ラメタは1偶未定で､それをγに選

ぶ と角数分布は次の ようになる｡

(2a)β=1の場合

f*(3)ニ ケ(3 -2, ) , f '=!(p)-3(γ - 1) 2γ2~n (n≧ 4) ( 4･2)

tlJ

ただ し､ (9+√罰 )/10くγ く3/2｡ この とき､f''t(4)が最大値 になるが､今 ま

でに為 された実験及び シミュ レーションでこれを支持す るものはない｡

(2b)β=2の場合

f*(3)ニケ(2-γ) If*'(n)=(γ-1)2 (n-
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■■

ただし.､ (6･√了丁)/5くγ<2. この ときtfへ､(5)が最大値にな り､実験及び
シミュ レーシ ョンでこれを支持す るものがある｡ (4.3)式はRivierの結果

と剛 ffであるがf･･t(3)が異なる｡6)
■■

(3)弟 2近似

この近似では 823･E34およ び E45を 残 す ○ 角数の6次モーメントまで

有限であることを要請するとβ-1,2,3,4,5が解である｡ この ときー充分

大 きなnに対 してー

f*(n)～mp-1r-n , n" p (4.4)

tTt 4,
この近似ではパラメタを適当に選ぶ とtfや(5)またはfサ(6)を最大値にする

ことが 出来る｡ 今までにf-等られ た実験 およびシミュレーシ ョンの結果

はこの両方が ある｡ 従って､近似を上 げるのは第2近似まででー充分であ

ろう｡

§5 結論

2次元セルパター ン成長の統計力学的定式化 を試みた｡ その結果は次の通 り

である｡

(1)jF･均セルサイズは時間の平方根に比例 し､比例係数は角数 ･サイズ分布関
数のスケール関数で表 わすことが出来る｡

(2)小角数セル (∩-3,4,5)の遷移華のセルサ イズ依存性は強い｡ 特 に､角数

が減る向 きの遷移に付 いて強 い｡

(3)角数分布のスケール関数を解析的に求め た｡大 きい角数nに対する漸近形は

f*(n)～ naexp(-bn) , n" a

ここで､aは自然数でbは正定数である｡

(5.1)
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