
講義ノー ト

量 子 固 体 皿

京大基研 長 岡 洋 介

§5. 交換相互作用

前節で得た波動関数では,各原子は各格子点の付近に局在しているとしており,ボー

ス粒子またはフェルミ粒子としての粒子の置換に対する対称性をみたしていない｡いま,

原子 1,2,--･が格子点Rl,R2,･-･.･に局在しているとした波動関数を

W(rl,r2, ,rN)

と書く｡もっとも簡単なHartree近似では

N

V(rl,r2, , rN)- 口 ¢(rj-R,)ノ=0

(5.1)

(5.2)

であるOボース粒子 4Ibの場合, (5.1)から対称性をみたす波動関数を作るには

¢(rl,r2, , rN)=字pF(rl,r2, ,rN) (5･3)

とすればよい.Pは粒子の置換の演算子,∑pはすべての置換についての和を表わす｡

この場合,ひとつのVにひとつの対称性をみたす¢が対応する｡もしもPFとP′V(Pキ

P′)の重なりがOであれば, (5.1)と(5.3)には形式的な差しか存在せず,どちらを取

っても得られる物理量は全く同じになる｡古典的な固体では,わざわざ(5.3)を取る必

要は全くないわけである｡重なりがOでなくても小さいときには,対称化したことによ

るェネルギー等の物理量-の補正も小さい｡したがって,4Heの場合波動関数の対称化

はあまり意味がない (註 1)0

フェルミ粒子 3Heの場合は事情が全く異なる｡このとき, (5.1)には核スピンの波動

関数が省略されているので,これを付け加える必要がある｡すなわち

W(rl,r2, ,rN)xs(01, 02, ,ON) (5･4)

o乙は乙原子のスピン座標,添字Sはスピンの配置を表わす｡例えば,S-(I,†,1,

-･)であれば
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X††J...(01,02,03,･･･)-α(01)α(02)β(03)･･･

但 し,α(a),P(a)はそれぞれスピン上向き,スピン下向きの状態 を表わす波動関数

である｡(5.4)から反対称化を行うと

･S(1,2,-,N'-嘉 享'-)PPF(rl,r2,･.･,rN)I col,02,･･･,ON)
(5.5)

ここに, (-)Pは置換Pが偶のときは+1,奇のときは-1である｡ 1/何 は便宜

上つけた｡PV間の重なりがOでないときには(5.5)は規格化されていない.この場合

も,重なりがすべて0であれば(5.4)と(5.5)の違いは形式的なものとなり,Sについ

ての2〃個の¢5はすべてエネルギー的に縮退している｡ しかし,重なりがいかに小さく

てもOでないならば,この縮退はその効果によって解けることになるので,核スピンの

状態を決める上では, (5.5)の反対称化が基本的に重要な意味を持つのである｡この核

スピンの状態に依存するェネルギーが交換相互作用である｡

2粒子の問題について具体的に見よう｡粒子がそれぞれの位置に局在しているとして

得られた軌道運動の基底状態の波動関数を

V(rl' r2) (5.6)

とする｡核スピンの波動関数は

a(ol)a(02)･ a(01)P(02),P(01)a(02),P(ol)P(02) (5･7)
の四通りで, (5.6)との積をとって反対称化を行うと

o T'(1,2)-去[V(rl,r2)-W(r2,rl)]α(01)α(02)

oTl(1,2)-去[V(rl,r2,a(01,β(02,-g(r2,rl)α(02)P(ol,]

oI,(1, 2)-去 [F(rl,r2)P(ol)a(02,-g(r2,rl)P(02)a(01,]

頼 1,2)-去[F(rl,r2ト F(r2,rl)]P(ol)P(02)
(5.8)

V(rl,r2)とV(r2,rl)との重な りがOであれば,この四つの状態は縮退しているo
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重なりが0でないとき,縮退がどう解けるかが問題である｡そこで,波動関数を一次結

合で

¢(1,2)-字csos(1,2) (5･9)

と表わす｡ ∑5は5-(†J),(†い ,(1†),(Jl)についての和である｡(5.9)を

LK¢=E¢ (5.10)

に代入し,振巾csに対する式に書き直す｡¢SどうLが必ずしも直交していないことに

注意して計算すれば

E.IE1-E(1-S) 0
0 Eo-E LEI+ES 0
O -El+ES EoIE o
0 0 0E.-El- E(1-S)

E.-Jv(rl,r2)Lug(rl, r2)dTldT2

El-JV(rl,r2)Lug(r2,rl)dTldT2

S-Jw(rl,r2)W(r2,rl)dTldT2

ただし,

cm

c†J

Cl†

CJJ

-0

(5.ll)

もともと粒子はよく局在していて,V(rl,r2)とW(r2,rl)と重なりがあまり大きく

ないとすれば,El,Sは小さい量である｡そこで,

におきかえてよい｡そのとき, (5.ll)の行列は

Eo-I-E 0 0 0
O Eo-E -I 0
O -I Eo-E 0
O 0 0Eo-I-E

これにかかるEは第0近似の値Eo

(5.15)

と近似できる｡ただし,

J…E了 E.S--JV(rl,r2)(LK-E｡)pF(rl,r2)dTldT2 (5･16)
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行列 (5.15)は四通 りのスピン配列によって張られる部分空間内で働く有効スピンノ､ミ

ル トニアンである｡それはスピン置換の演算子Psによって

耳 eff=Eo-lps

と書くこともできる｡psの働きは,例 えば

PscTT=cm, Psc†J= cJ†

であるopsはスピン演算子によって

p3-を+2(Sl･S2)
と表わされるので, (5.17)は結局

Lueff-(E｡一言J)-2J(Sl･S2)

の形になる｡

(5.17)

(5.18)

(5.19)

"交換相互作用〟Jの符号については一般的な議論が可能である｡ この系のもともと

の-ミル トニアンは直接 スピンに依存 していないので,この2粒子系の波動関数は軌

道部分少とスピン部分xとの積に書くことができる:

¢ ( 1 , 2)-少 (7'1,r2)I (01 , 02 ) (5.20)

固有状態は全スピンの固有状態でもなければならない｡すなわち, xはsingletxsか

tripletx.のいずれかである:

xs(01,02)-左 [α(ol,β(02ト P(ol,a(02)]

xt(01,02)-

a(ol)a(02)

吉 [α(01,P(02,+P(01)a(02)]

β(♂1)β(♂2)

(5.21)

これらの波動関数は,粒子の置換に対して

xs(01,02)ニー Xs(02,01), X.(01,02)-I.(02,01) (5･22)
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の性質があるから,¢が反対称であるために,それに対応した軌道部分は

+S(rl,r2)-+S(r2,rl), +t(Y.,r2)--+I(rl, r2) (5･23)

でなければならない｡ところで,波動関数は対称な方がnodeを持たないだけェネルギー

が低い｡一般に,粒子の置換に対する対称性について全く制限を置かずに考えたとき,

もっともェネルギーの低い状態は,粒子の置換に対 して対称な状態であることが知られ

ている(註 2)｡このことから, 2粒子系の基底状態は軌道部分の波動関数が対称にな

るsinglet状態であることが結論づけられている｡他方,スピン/､ミル トニアン (5.19)

において,基底状態が singletになるのは

ノく 0 (5.24)

の場合であり, したがってJは一般に負でなければならない｡

多粒子系の場合にも, (5.5)から出発して核スピンの自由度に対する有効ノ､ミル トニ

アンを導くことができる｡ それは一般に

LJyeff-Eoi(一 )P(ypp デ (5.25)

と書かれる.(ypは置換 pに対する交換積分で

tfp-Jv(r,,r2, -IrN)((〟-E.)pv(rl,r2,･･･,rN)dTldT2･･･dTN
(5.26)

と与えられる｡ スピンに対する置換演算子Psをスピン演算子で表わすのは,2体の場合

は(5.18), 3体以上では (5.18)をくり返し用いればよい｡ 3粒子のcyclicな置換につ

いては

p 123-｡12-P31P32-(‡ +2S3･Sl)(i+2S3･S2)
(5.27)

p123-･2:‖-Pl｡P12-(i+2S l ･S｡),(i+2S l ･S2)

明かに,この二つの置換について交換積分は同じ値をとる｡したがって,スピンハミル

トニアンの3粒子置換から来る部分は, (5.27)をスピンが1/2であることを考慮して

書き直すと,

2/̀3'm(Sl･S2+S 2･S 3+S 3･S l)
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となるoここで, 3粒子置換の交換積分をlfnと書いた｡ このように, 3粒子の置換ま

でを考慮した範囲では, (5.25)は通常のハイゼンベルク模型の形になる｡

4粒子の置換に至ってはじめて,/､イゼンベルク模型とは異なる新しい型の相互作用

が現れる｡それは, 4粒子のcyclicな置換の演算子

P1234-2341- P14P13P12

-(i +2Sl･S4 )(十 2S l･S 3)(圭 2S l･S2) (5･29)

を書き直して得られるもので, 4スピンの相互作用

-2｡ダⅣ[(S.･S2)(S3.S｡)+(Sl･S｡)(S2･S3ト (Sl･S3)(S2･S4)]

(5.30)
である｡

3体の交換積分についても,その符号について, 2体の場合と同様

♂Ⅶ<0 (5.31)

であることを一般的に示すことができる｡ 3粒子の系でcyclicな置換だけが許されると

しよう｡輪になった管のなかにhardcoreを持つ粒子が3個入っているような系 を頭に

おけばよい. (5･27)で見たように,こ､のような系で起る置換は偶置換だけであるから,

波動関数は

め(123)-め(231)-¢(312) (5.32)

と符号を変えないO¢が軌道部分少とスピン部分xの積に書かれるとしよう:

¢(123)-少(rl,r2, r3)I(01, 02, 03) (5.33)

2体の時と同じ議論 (註 2)から,もっともェネルギーの低い状態は少が粒子の置換に

対 して対称な関数になる場合である｡そのとき, (5.32)の性質をみたすにはxもまた対

称な関数でなければならない｡それは,スピンが揃った全スピン5 -3/2の状態

x3/2 (01, 02, 03)- α (01)α(02)α(03) (5･34)

である｡すなわち,この系の基底状態はスピンの揃った "強磁性〝状態である｡(5.28)

の基底状態が強磁性的であるためには, (5.31)でなければならない｡

4体以上の交換積分に関しても,同様に
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♂p<0 (5.35)

が一般に成 り立っと思われる｡これも,上と同様の近似によらない証明ができるだろう

と思うが,試みてはいない｡

このようにして,多粒子系に体してもそのスピン自由度に対する有効ハミル トニアン

を導くことができる｡ここで,このノ､ミル トニアンを導く上での基本的な仮定及至近似

について,もう一度反省しておきたい｡

第~は,粒子の軌道運動の状態としては,ひとっのV(rl,r2,-,rN)に限定し,

その部分空間内でスピン状態を求めることにした点である.一般的に言えば,基底状態

と低い励起状態とでスピン状態だけが異なっていて軌道状態は同じものになることが,

いっも保証されているわけではない｡上の取扱いでは,軌道運動の変化は全く無視され

たoこれは,軌道運動の励起エネルギーがスピン状態の変化に伴 うエネルギー変化 す

なわち交換エネルギーに比べて十分大きい場合に許される近似である.量子固体の場合,

軌道運動の励起状態とは格子振動の励起状態である｡その励起エネルギーは,デバイ温

度で代表してよいであろう｡固体 3Heの場合,これは数 10Kのオーダーである｡これ

に対し交換エネルギーは1mKの程度であることが知られている｡ この比較からすれば,

軌道運動の変化を無視した近似は-まず許されると考えられそうである苦)

第二に,F(rl,r2,.･･,rN)は各原子を各格子点に比較的よく局在させた状態であ

ると仮定している｡原子の局在が悪ければ,各格子点にスピンが局在しているという括

像は明かによくない｡原子の局在がよいとすれば,交換積分はWがわかればそれから(5

26)によって計算することができる｡そのとき,例えば 123- 231の 3体の交換積

分であれば, 1と2,2と3, 3と1の原子の波動関数の重なりの積が効いて来る｡し

たがって,この重なりが小さければ,交換積分の値は交換に加わる粒子の数が増すほど

小さくなると考えられる｡通常の磁性体でハイゼンベルク模型までしか考えないのはこ

の故であり,その先が効くにしても, (5.25)の和は比較的低次まで考えるので十分で

あると考えられる｡

交換積分の問題には,実はWをどう選ぶか等よく考えてみなければならない問題があ

るOそれについては,Herringが詳 しく論 じてお り,1)固体 3HeについてはM｡M｡han

辛) ほんとうにこれでよいかどうか,あとでもう一度問題にしたい.
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がそれに基づく議論を行っている3)

§6. 固体 31-ieのスピン/､ミル トニアン

前節で一般的に論 じたスピン自由度に対する有効ノ､ミル トニアンを,固体 こうHeの場合

について具体的に導 く｡

あとで見るように,固体の体積が減ると交換相互作用は急速に小さくなる｡ したがっ

て,交換相互作用が大きく比較的高温でその効果が見られるのは低圧の領域である｡こ

のような事情から,固体 3Heの核スピン系の性質が実験的に詳しく調べられているの

は,低圧のbcc相の領域においてである(図4の 3Ileの相図参照 )｡ そこで,以下で

もbcc相に限定して考えることにする｡

この場合,交換積分が比較的大きな値をとると考えられるのは,つぎのようなもので

ある｡

(1)nearestneighbor(nn)原子間の2体交換 :′ダll(図8a)

(2) 2ndneighbor(2n)原子間の2体交換 :,yn2 (図8a)

(3) 3体交換｡もっとも大きな値をとると思われるのは図8bの原子 1,2,3のcyclic

な位置の交換で,この場合, 1-2, 3-1間はnn, 2-3間は2nである｡ タ′皿

(4) 4体交換｡nnの原子を結んで4原子がcyclicに位置を交換する道筋には,図8C

のF及びPがある.Fでは対角線で結ばれる1-3,2-4がともに2n,Pでは1-

3′が3rdneighbor(3n), 2′-4′が2nになる｡_Fは四辺形が折れているので

folded,Pは四辺形が平面なのでplanarと呼ぶ｡∠アⅣF,LfⅣp

もちろん, 4体交換までの範囲でも,もっといろいろな交換の可能性がある｡しかし,

直感的に見て交換積分が大きな値をとると思われるのはこの程度であろう｡ここで,"直

感的〝といったのは,

(1)粒子間の距離が離れるほど交換は起 りにくい｡

(2) 交換に加わる粒子数が増すほど,波動関数の重なりが減る(前述 )0

(3) 2体の交換はお互いのhardcoreにじゃまされるが, 多体のcyclicな交換では

hardcoreのじゃまが少くてすむ｡

(2)と(3)は互に相反する働きをしている｡結局,hardcoreによる相関の効果を考慮す

ると,多体交換積分は2体交換積分に比べて波動関数の重なりから予想したほどには小
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3′ p

4 ′-

2′3㌢ - 14-

2

(C)

図8

さくない,ということである｡

交換積分として,♂Il,zg12,♂Ⅲ,動F,#ⅣPの五つのみを考慮し,有効ノ､ミルトニ
アン(5･25)をスピン演算子によって書き表わす｡∠ダⅡからはnn及び2n間の2スピン相

互作用,♂ⅣFからはnn及び2n間の2スピン相互作用とfolded型の4スピン相互作用,

♂Ⅳpからはnn, 2n, 3n間の2スピン相互作用とplanar型の 4スピン相互作用がそれ

ぞれ生じる｡結局

Lueff - ~ヲ=?,2,3JV∑ SL'S, - 乞宝,pKa∑[(SL'S, ) ( Sk'S∠)レ l (Y=J'.f' (I

+ (S了S∠)(S,.Sk)-(SL.Sk)(S,.S∠)]

となる｡ ∑ レ はリーneighborの (乙,))の組についての和 ∑｡はα型の(a,),k,/)
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の組についての和を表わす｡J,Kと交換積分との関係は

Jl-i,?丑1- 6ln+3才ⅣF+3♂Ⅳp

J2-#]2-4♂Ⅲ+2♂NF+2才Ⅳp

J3-2∠布 p

KF-iNF

Kp-#wp

(6.1)から核スピン系の性質を調べるのがっぎの課題である｡ (この節未完 )

(註 1)対称な関数としては, (5.3)ではなくてk-0の "プロツホ状態〝

舶 r)-孟宇¢(r-RL,

にすべての粒子が入った状態

〟

¢′ (rl,r2, -,rN)≡乙誓l+0 (r 乙 )

(6.2)

(A-1)

(A-2)

を考えることもできる｡¢′はボース凝縮を起した状態で¢とは全く異なる｡対称化した

基底状態の波動関数が¢′に近いものになるとすれば,固体 4Heは一種の超流動状態に

なるはずで,対称化は重要な意味を持っことになる｡ H2分子の問題でいえば,¢は

Heitler-Ij)ndon,¢′はLCAO-MOの波動関数に当ってお り,¢′では一つの格子点は

原子がいくつも入る状態を許している｡固体Heでは原子間にhardcnreの相互作用が働

くから,このような状態はほとんど許されず,波動関数は¢に近いはずである｡

しかし,固体Heでも一つの格子点に原子が2個入ることを全 く禁止しているわけで

もない｡その効果を見るため,hardcoreではなくてsoftcoreを考え, ボース粒子系

に対する "ノ､バー ド模型〝

LH - t､E , )C/ C, +U∑ n ( a ~ 1)/ 乙乙 乙

+
n = c c乙 乙 乙

(A-3)

を考えてみるo c了 , C乙は格子点 ‖そ粒子を生成,消滅させる演算子であるOここでU
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-Oのときの基底状態が¢′である｡それではととびがともに有限の値を持つとき,塞

底状態にボース凝縮は起こるであろうか｡回 ≪打でとについて摂動が許されるときに

は,ボース凝縮が起きないことが証明できる.3)逆に回 ≫Uであれば,波動関数は¢′

に近く,ボース凝縮が起きていることはほぼ明かであろう｡したがって, 回/N-o

(1)のある点で相転移が起きるものと思われる｡この相転移は,フェルミ粒子のノ､バー

ド模型で起きると思われる金属 ･絶縁体転移に相当している｡上の模型では,格子の存

在をまず仮定したが,量子固体では格子自体が相互作用によって作られている｡したが

って,Uを小さくしていくとこの超流動状態-の相転移が起こる前に,固体が融解して

しまうであろうから,固体でこのような超流動が起ることは期待できない｡但し,のち

に述べるように基底状態で固体がvacancyをもっていれば話は別になる｡

(註 2)スピンに依存しないノ､ミル トニアンを持っ,同種粒子の多体系があるとき,そ

の波動関数の粒子の置換に対する対称性になんの制限もしないならば,もっともェネル

ギーの低い状態の波動関数はどんなものになるだろうか｡答は,完全に対称なボース型

の波動関数である｡直感的にも明かなことであるが,その証明はつぎのようにすればよ

い｡

もっともェネルギーの低い状態の波動関数少(rl,r2,･･･)(桝まrealにとる)がボー

ス型ではなかったとする｡ そのとき,例えばrlとr2に関して反対称化をすることがで

きる｡すなわち

¢(rl, r2,･-)-サ(rl,r2,･･.)-サ(r2,r.,-)≠0 (B-1)

少がボース型なら¢≡0｡¢も少と同じエネルギーを持っ固有状態である｡

LKサ-E少, LK¢-E¢ (B-2)

¢はrl,r2にっいて反対称であるから,め-0となるnodalplaneを持つ｡その面に

垂直な直線上で¢の振舞いを見ると,図9のようになる｡ここで 座 Iという関数を作

ると,そのエネルギー期待値は

J刷LK刷 d"T- E (B-3)

である｡ l封 はnodalplaneで微係数が不連続になるので,運動エネルギーの方が気に

なるが,このsingularityは有限の寄与を生じない｡このような singularityを持っ関数は
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固有状態ではあり得ないから, (B-3)か

らEよりエネルギーの低い固有状態が存在

しなければならない｡実際図 9の点線のよ

うに関数を変形することによって,Eより

低いエネルギー期待値を持っ関数をつくる

ことができる｡これは少がもっともェネル

ギーの低い状態であるという仮定に反する｡

故に,もっともェネルギーの低い状態の波

動関数はボース型でなければならない｡
図9

この定理を用いると,本文の3粒子の問題を扱った議論と同じようにして,スピン1/

2のフェルミ粒子系で粒子の置換が偶置換でしか起こり得ないような系の基底状態は,

すべてのスピンが一方向に揃った強磁性状態であることが証明できる｡ のちに述べる

vacancyが 1個だけ存在するフェルミ固体の基底状態が強磁性になるという議論もその

一例である｡
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