
交換関係の拡張

という意味ではないことに注意 )で確定値をもつものである｡

したがって,超選択則を観測機械の系に仮定するのは,それが巨視的であるが故に,古典的

な力学量を持つと仮定することに他ならない｡町田･並木の理論でも,そのような物理量が超

選択則の具体例として使われている｡
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E] 量子力学における交換関係 [q,p]- iに現われるpは,Diracにより直線上の無限小の

ずれの演算子と解釈されてきたが,これを一般化し無限小回転の演算子を含むような交換関係

は作れないものであろうか｡非相対論的な量子力学の具体的計算を見ればわかるとおり,スピ

ンに関するものを別とすれば量子化の規則とは上の交換関係に他ならない｡

その理由はおそらく物理的に問題にする系の振舞いが,その系を構成する微小部分のさまざ

まな並進運動の積重ねとして理解される場合が多いことによるものであろう｡ここに言う並進

運動とは無限小の場合であって,たとえ質点が曲線運動をするとしてもこれらの積重ねで表わ

されると考えるO従って軌道角運動量もL-rxPのように直線上のずれの演算子を使って

表わされる｡

一方,高エネルギー物理学の対象となる様々な現象にはアイソスピンなどの内部自由度が重

要な役割をはたしている｡この場合にはSU(2)又はこれに関連した非可換群が使われるが,通

常の量子力学の場合とは異なり,無限小変換の演算子がある場合でも,内部空間における物理

的意味の付けられるような ｢並進運動｣には帰着されない｡そこで,このような時にも量子化

の規則を適用できるようにしたいために,最初に述べた間がでてくる｡
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以下ではこの問題に対するごく自然な答があることを具体的に示し,さらに簡単な場合にそ

の物理的意味を不確定性関係の立場から調べてみたい｡

[劃 拡 張

通常の三次元空間での剛体の回転を考えて見よう｡軸を一つに決めると適当な力学変数は古

典的には回転角Pと角運動量上Zである｡量子論的にも物理的意味のある量は角度Pの周期函

数であると仮定するのが自然であろう｡

このような周期条件を考える上で,はじめの [q,p]- iのかわりに,Weyll)に従って

e80peLTqe~aOpe~aTq- eLOT (0, 7は実数 )

を仮定するのが便利である｡

S(0,I)≡ eiopeiTqe-2oT= eをoTeiTqeiop

を用いて,pとqの函数である物理量を

十∞
f(p,q)-JTdodTf(0,I)S(0,7)一〇〇

(1)

(2)

(3)

で定義すれば, i(6,I)は Fourier係数 (-E*(-0,-I))と見なすことができる｡甲とLz

の場合の交換関係は色々な形に提唱されてきたが,ここでは二つのエルミート演算子 si叩,

cosq,を導入して

[Lz,sing,]--icosヴ,

[Lz,cosp]- isi咋

を仮定する≡)

e岬 … cosy+isi咋

を導入して上の関係を

e乙OLz(eiや)ie-iOLz(eip)-i - e乙Ol

(4)

(5)

(6)

と書くことができるOただしZ-0,±1,±2,･･･,0≦ 0≦27FとしてよいO (1)との違いは,

0及び Zのとりうる値が, 0,7(任意の実数 )に比較して制約されている点である｡ これを

別にすれば(1)と(6)は同じである.(6)の表現の一つはLzニ ー i∂/∂Pで与えられるが,群をSU
(2)又は0(3)に広げる場合にも,このような特定の表現から出発して交換関係を類推するのが都
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合がよい｡それにはまず

eiOち - ein･J ≡e紳Jz eiOJyeiQJz

のおきかえをし,さらに [Jx,I,]- iJz(cycl･)をみたすような表現 :

∂

Jx- i･のSα00tP蓋 +sinα不 一
∂ ∂

I,- ifsinαcotP義 一o'Sα面 一
∂

Jz=-之~拓

cosα

sinノダ

slnα

sinノダ

ぐ7)

(8)

を考えて見よう｡(eiや)lに対応するものは様々なものが可能であるが,例えば exptilza+

mP+nγ])(ただし7n,n,Zは整数 )のような形の函数をとることができるが, この場合に

は交換子が簡単な形にならないことがわかる｡一方(6)を

eiOLz(eip)ie-iOLz- (eiOe紳 )i

と書き直して見ると,角度甲の函数が有限回転により, 9- 9 ′ - ?+βの函数に変換される

ことを表わしていると見なすことができる｡したがって群論的考察から,SU(2)又は0(3)の場合

には
ein'Jez)(')(α,p,γ)e-in'J-cz)())(｡′,p･,γ ′)

ez)(j)(｡′,p′,γ′)- GZ)(j)(VrOP)cz'(j)(｡pγ)

(9)

となるはずであるOここで(少,0,q')はオイラー角であり,(6)の Cと同様に C-numberと
見なされるべきものである｡(9)をひとつにまとめれば,求めていた関係が得られる｡

ein'JA(j)(｡pr)e~in'Joz)(j)(αpr)~1- oz)(j)(4,09'). (10)

(j-0,1/2,1,･･･)

ここでeZ)(j)は行列であって(8)の表現を使 うと実際に,(10)式が確かめられるO具体的に払

∫-1/2の時には,

cD(1/2)(apr)-
茎̀ α+γ)00S嘗

芸(-α+γ).i
sln盲
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で与えられる｡(10)は明らかにもっと広いクラスの群に対しても成立するが,これ以上立ち入ら

ない._

周 不確定性関係

交換関係の物理的意味を調べるには不確定性関係について考察するのが適している｡通常の

[q,p]-iの場合に最小の不確定さを実現する状態はガウス型であるが, (4)の時にはどち

らか一方の不確定さを最小にする状態が知られている≡) このうちガウス型の波動函数は,(3)

の形の要素の作る代数に現われる簡単な射影演算子の固有状態としても特長づけられることが,

YonNeumanの仕事により知られている≡)この観点から見るとき,最小の不確定さの状態は

(1)の場合でも,又(6)の場合でも,統一的に理解されることを示すのがこの章の目的であるOま

ず(3)においてE(or,打)としてガウス型を選ぶとき,すなわち

A-去 _I:JmdodTe~皇 ò2'T2)S(0,T' '12'

はA十-A, A2-Aを満すので射影演算子である｡このAの固有状態はSchr.ddingerの表示

では一次元,すなわち

Af-f - f- corBt･×e-q2/2

となる｡(12)において重みの函数は他にも無限に可能であり

｡一芸qa2-詰 れ (αu十Pv)(頼 0, で,a,V絹 数 )

は,ほんの一例である｡

さて(6)の場合にも

S(0,i)- eiOLz(e押 )le一芸oz

を定義すると,

E〒去l'gw EdO招 ,i,S(0,i)
27E

が射影演算子となるのは,

E*(0,i)- fト0,-i), i(0+2打,i)- (-1)lf(0,i)

E(a,k)- ぎ JSwo｡±;-'ok~al'f(0,i)i(α-0,k-i)
Z=･.o〇0
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を満すことが必要十分である｡そのとき明らかにE′-ilE(0,i)も(16)の解であるために, E

は対で現われる｡解の-つは

紬 Z)-志 IE(C,00S三一icsln言) (17,

で与えられる｡(C′,Cは任意の実数 )｡zlは変形ベッセル函数である｡Schrbdinger表示を

仮定すると, I(0,i)及び ilf(0,i)の固有状態は,

∫(?)-
ノ27CI.(C′)

号Sin9･e2'岬(a)e

e讐00sp-C2isin? (b)
3日監

であり,共に一次元の基底を Hilbert空間に作るために,この場合の Schr6dinger表示

(ちニーia/∂9)の一意性も証明される｡興味深いことはC-0の場合のf(p)は,それぞれ

(ALE)2(Acos¢)2 1
I<si叩>l2 4

(ALE)2(Asi叩 )2 1
[<cosq'>I2 4

(;J ,

B‖獣

を満すことが確かめられる｡したがって最小の不確実性の状態は,拡張された交換関係(6)の場

合にも,非常に簡単な重み函数

I(0,i) ･l(C′cos名)
L.(C')

を持つ射影演算子の固有状態であることがわかる｡このように(2)又は(14)で定義されるSの⊥次

結合の作る代数の性質を調べることは交換関係の物理的意味を知る上で,大変有用であるが,

詳しくは別の機会に述べたい三)
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