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概要

k E Z~1 を固定したとき， K 元生成群 G と K 元からなる順序つき生成集合 S=

(s1, s2, ... , sk)の組 (G;S) = (G; s1, ... , sk)を元とする空間 Q(k)が定まる.Grigorchuk 

が考察したように， Q(k)にはコンパクトで距離化可能な位相が自然に入る．本稿ではこの位

相空間 Q(k)と群性質について知られていることを議論する．最後に， Q(k)上での LEF近

似を用いて示された筆者の結果も述べる．

1 たマークつき群のなす位相空間 Q(k)

本稿では kE Z::,.1とし，特に断りがない限りは Kを1つ固定する. [k]で K元集合 {1,2, ... , k} 

を表わす.N = {O, 1, 2, ... ,}を自然数全体のなす集合とする．

G を K元生成群とする．つまり，ある s1,s2,.. ,,sk E Gがあって {sぃ．．．，殊｝が群とし

て（逆元も用いてよい） G を生成するとする．このとき，これらの元 s1,...'Bkを順序つきで

S=(s1,s2,---,sk) とかいたものを G の K—マーク Ck-marking) ということにする. k元生成

群 G とその K—マークの組 G = (G; S) = (G; s1, ... , sk)を k-マークつき群 Ck-markedgroup) 

という •1_ ここで， s1,---,Sk の中に同じ元があってもよいし，単位元 ea があってもよい•2.

2 つの K—マークつき群 G = (G;s□ 2, ... ,sk), H=  (H;t1,t2, ... ,t砂の間の射（マークつき
群の準同型写像）とは，群の準同型写像¢:G→Hであって，全ての iE [k]に対し，

¢(si) = ti 

を満たすものとする．以下の 2点に注意する．

• このような写像¢ は自動的に全射群準同型¢:G→ H となる．したがって，上の射

¢: G→ H をマークつき群の商写像 (markedgroup quotient map)といい，このような
のが存在するとき H を G のマークつき商群 (markedgroup quotient)という．

• 射を定義するときに Kマークの元の順序を用いている．

•1 後述するように，正確にはこの適切な同値関係での同値類を Kマークつき群という．

•2 後ほど，（マークの浪度 k を固定しない）「マークつき群仝体のなす位相空間」を考える際に，後者の注意は里要と

なる.2章の末部を参照されたい．
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2つの Kマークつき群 G,Hが同型であるとは，これらの間にマークつき群の間の同型写像が

存在することをいう．これは，上のマークつき群の商写像¢:G→ H で¢:G→H が群の同型
写像であるものが存在する，ということ同値である．このようなとき， G竺H とかく．以下， k-

マークつき群 Gのこの同型竺による同型類 [G]のことも単に 'k-マークつき群＇という *3.

例 1.1.(1)自由アーベル群z2はその標準甚底により生成される．このとき， 2-マークつき群

国； (~),(~}と (&::2; (~)'(~}は同型である．従って，同塑類として 2—マー
クつき群を指すとき，これらは同一の 2—マークつき群となる．

(2) n E Z::0:2とする.Z-係数の n次特殊線型群は

SL(n, Z) := { M E Matnxn (Z) : detM = 1} 

（ここで， Matnxn(Z)はZ-係数の n次正方行列全体のなす環で， SL(n,Z)上の群算法は行

列の積演算である）として定義される群である．本例では以下， n=3として SL(3,Z)を考

える．

SL(3, Z)は有限生成群である．実際，このことは以下のようにしてわかる： i =I jを [3]の

元， rEZとするとき， ei,j(r) E SL(3, Z)を対角成分が 1,(i,j)ー成分が rで残りの成分が全

て 0であるようなものとする．例えば，

1 0 0 ,,,,(2019)~( 。19~:)

である．このような形の SL(3,Z)の元を基本行列 (elementarymatrix)という *4.zが
ユークリッド整域であることから，基本行列を左右からかけていくことによりガウスの

掃き出しができる.rEZに対しい(r)= (ei,j(l)rであることとあわせて， 6元集合

図 (1): iヂjE [3]}はSL(3,Z)の生成集合であることがわかる*5.

今， S1(3,Z) の 2 元 A~,,,,(1), B~( 0 1 0 0 0 1)を考える．本稿では詳細を略すが，
1 0 0 

AとB (およびそれらの逆元）の積としてどの ei,j(l),i =fcj E [3], も書くことができる．例

えば，

釘，3(1)= [A, B-1 AB] 

である．ここで本稿での群交換子 (groupcommutator)は

[g,h] :=g―lh―lgh 

•3'群 G' といったとき，実際にはその群の同型類を指していることも多い．ここでも同様である．

•4 名前が示唆するように基本行列は行列の基本変形と対応している. e;,j(r)を左からかけることは i行目に j行

目の r倍を加える基本変形，右からかけることは j列目に i列目の r倍を加える基本変形と対応する．

•5 同様の議論で，全ての n E Z22に対し， SL(n,Z)が有限生成であることがわかる．
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と定める．以上の議論により， (A,B)はSL(3,Z)の 2-マークである．順序を変えることに

より， 2つの 2マークつき群 (SL(3,Z); A, B), (SL(3, Z); B, A)を得る．このとき，

(SL(3, Z); A, B)竿(SL(3,Z); B, A) 

である．実際， Aの位数は 00であるが Bの位数は 3であり， BをAに移すような群準同

型写像は存在しない．

Q(k)を， k-マークつき群（の同型類） [G] ([G]を以下では単に G と略記する）全体の集合と

定める.Grigorchuk [Gri84]は，この空間 9(k)に自然に入る位相空間の構造を考察した．以下，

この位相を定式化する．

凡を階数が Kの（非可換）自由群とする. { a1, a2, ... , aけを凡の自由基底とする．このと

き，（同型類でない，具体的な） k-マークつき群 Fk= (Fk; a1, a2, ... , ak)を考える*6. このと

き，（具体的な） k-マークつき群 G=(G;s1,s2,... ,sk)に対し，次の対応

[G] ←→ (7r: Fk→ G)/ ~ 

が存在する．ここで， 1r:Fk→ G は凡から Gへのマークつき群の商写像であり（凡が自由

マークつき群であることからこのような射は存在し一意的である），～は T をさらに Kマークつ

き群の同型写像の： G~H で後から合成したものを全て同一視するという同値関係である．こ

の状況で ¢01rと T の（群準同型写像としての）核は同一であり，上の対応は次の対応

[G] ← • Ker{1r: Fk→ G} (::::I Fk) 

を誘導する．この対応は，同一視

Q(k) = {Ns;;;Fk: N::::JF, 叶 ぽ）

を導く．ここで， N::=JGは， N が群 Gの正規部分群であることを表わす．実際，上の商写像

1r: Fk→ Gが与えられたとき Ker(1r)は凡の正規部分群である．逆に，凡の正規部分群 Nが

与えられたとき， k-マークつき群を G= (Fk/ N; a1N, a2N, ... , akN)とおくとき，マークつき

群の廂写像 7r:Fk→ G(の～による同値類）が得られる．
（＊）において，その右辺は Tychonoff積（直積） {O, lVkの部分集合とみなせることに注意

しよう．凡が可算集合であることから {O,lVkに人る Tychonoff位相（直積位相）はコンパ

クトかつ距離化可能である．（＊）の右辺の集合は {O,lVkの部分集合として N<:;;Fkが「正規

な」「部分群である」ことを要請しているが，これは Tychonoff位相での閉条件である*7. 従っ

て，（＊）の右辺の集合には Tychonoff位相空間 {O,lVkの閉部分空間として，コンパクトかつ

距離化可能な位相が入る．以上の議論により，（＊）の対応を通じて， Q(k)にも自然にコンパクト

かつ距離化可能な位相空間としての構造が入る．

•6 このマークつき群のことを，自由 k—マークつき群 (free k-marked group) といったりする．
•7 実際，「部分群である」ことは epk を含むことと (h1,h2)→ h11加という操作で閉じていること，「正規である」
ことはさらに各 gE Fkに対し h→9―lhgなる操作で閉じていることとして定式化できる．これらすべての条
件は Tychonoff位相での閉集合を与える条件である．あとは共通部分をとればよい．
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定義 1.2(位相空間 <J(k)).k E Z:;,1を固定する．このとき，上のようにして構成される（コン

パクトかつ距離化可能な）位相空間 <J(k)を， k-マークつき群のなす（位相）空間 (thespace of 

k-marked groups) という．

<J(k)の上述の位相はケイリー位相 (Cayleytopology)などと呼ばれる．

補足 1.3.一般に局所コンパクト群 Gに対し， Gの閉部分群全体のなす空間にシャボティ位相

(Chabauty topology) と呼ばれるコンパクトでハウスドルフな位相を入れることができる.G

が離散群のとき，この位相は {O,l}c上の Tychonoff位相の，部分群全体のなす空間への制限と

一致する.<J(k)のケイリー位相は， G=凡に関するシャボティ位相の，さらに正規部分群全体

のなす空間への制限とみなすこともできる．

以上の構成は数学的には曇りのないものであるが， <J(k)のケイリー位相がどのようなものであ

るかは初見ではわかりにくい．（実際，（＊）の対応において，位相を定義するのに右辺の Fkの正

規部分群の構造を用いている．一方， <J(k)の元として捉えるときはその正規部分群で割った商群

を考える．このような「商群サ正規部分群（核）」という双対操作で（＊）の同一視が与えられ

ている．そのため， <J(k)自身の位相として上で定めたものがどのようなふるまいをするか，を捉

えるのは全く自明ではない．）次節でより幾何的（・組合せ論的）なこの位相の特徴づけを行なう

が，ここでは群の表示を用いたより代数的・モデル理論的な捉え方を紹介する．

Kマークつき群（の同型類） G=(G;s1,s2,---,sk)に対し，上のようにしてマークつき群の滴

写像から定まる群裔写像 1r:Fk→ Gが定まった．凡の各元 wE Fk (これを， {af,aず，...,a訂｝

をアルファベットとする語 (word)といったりする）に対し， 1r(w)= eaが成立するとき，マー

クつき群 G は関係 w を満たすという；そうでないとき， G は関係 w を満たさないという．例

えば， k=2で応=(F2; a,b)とおくとき，関係 W1:= a―lb―1ab を満たす 2—マークつき群 G

は台集合である群 Gが可換であるようなものと一致する*8_ また， W2:=枡とおくと， 2-マーク

つき群 Gが関係 W2を満たすことは G のマークの 2番目の元が単位元か位数 3の元であるこ

とと同値である．例えば，例 1.1(2)の 2-マークつき群 (SL(3,Z); A, B)と (SL(3,Z); B, A)に

対し，前者の 2ーマークつき群は関係 W2を満たす．他方，後者は関係 W2を満たさない．

G E <J(k)が関係 w(EFk)を満たすことと，（＊）の対応において G と対応する N::::J凡が

wを元として含むことは同値である．従って，以下のように <J(k)の位相を捉えることができる．

命題 1.4(<J(k)の位相の代数的・モデル理論的な解釈）. k E Z:;,1を固定する．各 wE Fkに対

し， (J(k)の分割

Q(k) = {G: G は関係 wを満たす}LJ {G: G は関係 wを満たさない｝

は<J(k)をともに開かつ閉な 2つの部分集合に分割している．さらに，上の分割に現れる 2集合

をWE凡を動かしたとき得られる Q(k)の部分集合族は，ケイリー位相の開基を与える．

このことから次のことがわかる．ここで， GE <J(k)が有限表示 (finitelypresented)であると

•8 群が可換群であることと，そのある生成集合に対しそれらの元がどれも可換であるということは同値である．この

ことに注意せよ．
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は，ある有限個の W1,... ,Wn E凡が存在して， G に(*)の意味で対応する正規部分群 N:';IFk

が {w1,... ,wn} の凡内での正規閉包と一致する •9 ことをいう．より直観的にわかりやすい（が

数学的に厳密にするにはもう少し説明が要る）形で言い換えると， Fkに関係 W1,W公..,,Wnを

課してできる Kマークつき群が G と同型になることをいう．この定式化だと G の有限表示性

は台集合となる群 Gのみならずそのマークに依っているように思える．しかし，実は Gの有限

表示性は台集合となる群 Gのみによって決まる性質である，従って，（有限生成群の）群性質であ

ることが証明できる •10. 実はより強く，有限生成群の有限表示性は群の擬等長 (quasi-isometry) 

で不変な性質であることが知られている．擬等長の概念および上で述べた事実の証明に関しては，

幾何学的群論の文献である [dlHOO]をあげておく．例えば SL(n,Z)は全ての nE Z2:2に対し有

限表示であることが知られている．

補題 1.5(有限表示性の，マークつき商群を用いた特徴づけ）. k E Z2:1を固定する.GE  Q(k) 

に対し，その（自分自身も含む）マークつき商群全体のなす Q(k)の部分集合を Qcとおく．

このとき， Gが有限表示であることと， Qcが Q(k)の開部分集合であることは同値である．

Proof. まず（⇒)を示す.Gを有限表示とし， W1,W互 .,,Wnを G の表示を与える有限個の関
係とする．各 jE [n]に対し Qw,で関係 Wjを満たす Kマークつき群全体のなす部分集合を表

わすとき，

如=n叫
jE[n] 

である．命類 1.4より上式の右辺は開集合の有限個の共通部分であるので Q(k)の開集合である．

次に(¢=)を示す．対偶を示そう .Gが有限表示でないとする．このとき，その仮定か

ら関係の無限列 wo= eFk,w1,w2, ... であって，以下を満たすものが存在する •11. ここで

N={0,1,2, ... }とする．

• その nENに対しても， G は関係 Wnを満たす．

• 各 nENに対し， Gnを自由マークつき群凡に関係 wo,w1,... ,wnを入れてできる群

とする．（より数学的に厳密にいうと， Wo,W1,... ,Wnで正規部分群として生成される群

Nn :';I凡と(*)により対応する Q(k)の元が Gnである．）このとき， Gnは関係 Wn+l

を満たさない．特に， Gn苧G である．

•9 一般に，群 G とその部分集合 T に対し， T の G 内での正規閉包 (normal closure)《T》G とは， T を含む G
の正規部分群で包含に関して最小のものを指す．つまり， 卜．の条件は， w1,w2, ... ,wnとその逆元のほかにそれ

らの共役としてかける元も仝て考えたときに，全ての gE Fkをそれらを用いた積として表わせる，ということと

同値である．

•10 本稿で扱う内容だけからも示すことができる．補題 1.5 と補題 3.2 を組み合わせよ．

•11 このような列が存在することは以下のようにしてわかる.G の満たす関係を全てもってきてこれを列として並

べることができる（これが可算個しかないことは，関係 w をその語長に応じて並べることでわかる）．これで 1

番目と 3番目の条件は満たされる．この中から部分列 (wn)nを以下のようにして帰納的に抜き出してこよう．

WO= eFkとせよ.wo,w1, ... ,wれが決まったとき，上のようにして作った Gnが満たす関係を上で取ってきた

列から削除して，まだ残っている関係のうち番号が一番小さいような関係を Wn+lとせよ．このようにとること

で， 2番目の条件も満たされる．ここで， G が有限表示でないことから， WO,... ,Wnから Wn+lを作る操作で

Wれ+1を取れなくなることは決してないことに注意せよ．
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• 関係 Wo,W1,W2,... を全て Fkに入れてできる Kマークつき群（正確には上と同様に定義

される）は G と同型である．

このとき，命題 1.4 による Q(k) の位相の解釈を考えると，上のようにして定義される K—マーク

つき群の列 (G叫nENはG にQ(k)で収束することがわかる．一方， 2番目の条件より，どんな

nENに対しても Gnr/.Qcである．ケイリー位相が距離化可能であることより，以上からこの

とき QcがQ(k)の開集合でないことがわかる． 口

上の証明で見たように， Gが有限表示でないときは，全ての項が異なるようなマークつき群の

マークつき群の商写像による列

Go =Fk→ G1→ G2→ ..• → Gn→ Gn+l→ ... → G 

で，ケイリー位相によって Gへの収束列となるものが必ず存在する．特に，有限表示でない G

はQ(k)の孤立点ではない.Q(k)の孤立点に関しての研究も行なわれている： [dCGP07]を参

照されたい．（実は，孤立点であることはマークの取り方に依らず，（有限生成）群の性質である：

後述の補題 3.2を参照せよ．）

2 ケイリー位相の幾何学的・組合せ論的特徴づけ

K—マークつき群 GE r;J(k)に対し，ケイリー図式およびケイリーグラフと呼ばれる幾何学的か

つ組合せ論的対象を定義することができる*12_本章ではケイリー図式を用いてケイリー位相での

Kマークつき群の点列の収束を特徴づける*13_

定義 2.1(ケイリー医式，ケイリーグラフ）. k E Z:2:1を固定する．

(1) k-マークつき群 G= (G; S) = (G; s1, s2, ... , 録）に対し，ケイリー函式 (Cayleydiagram) 

CayD(G) = CayD(G; s1, s2, ... , sk)を以下のようにして構成する：頂点集合を V=Gと

し，向きつき辺集合万D= {焉，i}をgE G, i E {1, 2, ... , k}で添え字付けて，各焉，2を

焉，i= (g, gsi) 

とおく．つまり，焉，tはgを始点とし gsiを終点とする向きつき辺である．向きつき辺焉，t

の色を iとおくことにより，戸D の各辺を K元集合 [k]= {1, 2, ... , k}で色づける．このよ

うにしてできる，辺に向きおよび K色の色付けの情報を載せたグラフ（これを本稿では図式

と呼ぶ）を Gのケイリー図式という．

•12 以下で見るようにケイリー図式とケイリーグラフは別物であり，ケイリーグラフがもっている情報量はケイリー図

式のそれより一般に真に少ない．補足 2.3を参照せよ．幾何学的群論の文脈ではケイリー図式の意味で‘ケイリー
グラフ＇という用語を用いることはまれである．ただし，そのような用語の濫用を行なっている文献もあるにはあ

るので注意されたい．

•13 このように Q(k) 上の点列の収束をケイリー図式を用いて特徴づけられることが，この位相が‘ケイリー位相’と文

献によって呼ばれる背景にあるのではないかと思われる．
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(2)ケイリー岡式 CayD(G)= CayD(G; s1, s2, ... , sk)から辺の向きおよび [k]の元による色付

けの情報をすべて忘れてできる無向グラフをケイリーグラフ (Cayleygraph)という．

ケイリー図式 CayD(G)において，その（向きを忘れてできる）無向グラフ Cay(G)における

最短道距離 (shortestpath metric)を導入することで，その頂点集合 Gを距離空間 (G,de)と

思うことができる •14. ここで，連結無向グラフ上の 2頂点の間の最短道距離とは，それらの頂点

を結ぶグラフ上の道の辺の本数の最小値 (2頂点が同じである場合は 0)として定める．

ケイリー図式において，各頂点からはどの色 iE [k]に対しても，色 iでその頂点から出ていく

辺がちょうど 1本，色 iでその頂点に入る辺がちょうど 1本ある．従って，各頂点の次数は 2k

である •15. [k]を色の集合とするような 2つの図式の間の同型写像とは，頂点集合の間の全単射

であって辺の有無，向き，色 (E[k])を全て保つもののことをいう．上で述べた各頂点の近傍の

記述より， [k]を色の集合とするケイリー偲式同士の同型写像は， 1つの頂点の行き先を指定する

と，存在するとしても一意に決まる •16. これは，一般に（辺の向きや色の情報のない）グラフの

間の同型写像が 1つの頂点の行き先を指定したとしても一般には一意的にはまったく決まらない

ことと好対照である．

ケイリー図式（およびケイリーグラフ）はともに頂点推移的な図式（およびグラフ）である．

実際，群の左掛け算による作用

GへG; g・h := gh 

は，ケイリー図式の固式としての（上の意味での）自己同型（および，ケイリーグラフのグラフ

自己同型）を誘導する．実際，群の左掛け算と右掛け算は可換であるので，召1i9,sは辺伶，S を h

の左掛け算で移したものと思えることに注意せよ •17_

例 2.2(ケイリー固式・ケイリーグラフの例）. (1) n E Z;:,3とする．巡回群 Z/nZにおいて，

S = (1 mod n) はその 1—マークである．このときのケイリー図式 CayD(Z/nZ; 1 mod n) 

は n—サイクル Cn にサイクルをなすように向きをつけた図式と同型な (1 色からなる）圏式

•14 卜のようにして定まる G 卜の距離は， G のその生成集合 {s1,s2, ... , sk}に関する左不変な語距離 (word
metric)と同一のものである．

•15 ここで，自己ループの次数への寄与は 2 つ分として計算している．また，マーク (s1,s2,... ,sk)に次数2の元
sがある場合，辺 (g,gs)と辺 (gs,g)はともに sの色のついた gとgsを結ぶ辺となるが，本稿の流儀ではこれ
ら2本の辺はそのまま扱う．つまり，これらを 1本に縮約しない．こうして，このときはケイリーグラフに多里

辺が現れる．マークに共通の元が 2つ以臼乱れるときも辺の縮約を行なわないので，このときもケイリーグラフに

多咀辺ができることになる．

•16 実際，この同型写像が一カの固式のある頂点 v を他力¢)関式のある頂点がに移すとする．このとき，各色 i E [k] 
に対し， vから色 iで出る一意的な辺に注目することで．その終点がこの同型写像で v'のどの近傍の点に移らな

ければいけないかが一意的に決まる．色 iで vに入る点に注目しても同様の議論ができる．こうして vの近傍に

属する頂点が同型写像で v'の近傍のどの点に移らないといけないかが完全に決まる．これを繰り返して全体に同

型写像を延ばすことができるとき，同型写像は一意的に存在する．これを繰り返した際にどこかで罰甑が生じた場

合， vをv'に移す閻式の同型写像は存在しない．

•17 他}j, 群が非可換である場合，一般には群の右掛け算による作用 Gr.Gは図式／グラフとしての自己同型を誘導

しないことに注意せよ．ただし．マーク Sが正規であるとき，つまり，各gE Gに対し g-lSgとSがマークと
しての順序を取り換えると等しくなるとき，この右掛け算による作用はケイリーグラフヘの自己同型を誘導する．

しかし，その場合でもこの自己同型は一般には辺の色を変えてしまうため，群が可換でない限りはケイリー圏式の

自己同型とはならない．
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である．

(2) CayD(Z; 1)は2-正則木花（無限路）に無限路の向きをなすように辺の向きをつけた圏式と

同削な医式である．

(3) CayD(Z2; (l) , (O }は z2_グリッドにおいて，水平方向の辺を左から右への向きに色
0 1 

1 E [2]で，垂直方向の辺を下から上の向きに色 2E [2]で塗ってできる図式と同型である．

(4)応 =(F2;a,b)とおく．ケイリー圏式 CayD(F2;a,b)は4-正則木 (4-regulartree)九の適

切な向き， [2] を色の集合とする辺配色での図式と同型である •18_

(5)例 1.1(2)の 2-マークつき群 (SL(3,Z); A, B), (SL(3, Z); B, A)において，ケイリー図式

CayD(SL(3, Z); A, B), CayD(SL(3, Z); B, A)は実際に固で描こうと思うと困難を極めるが，

数学的にはちゃんと定まった図式である．これらの図式は辺の色集合 [2]において 1E [2]で

塗った辺と 2E [2]で塗った辺を人れ替えることにより移り合う．しかし，一般に， [k]を色

の集合とする 2つの図式の同型写像において辺の色を入れ替えることは許されていない．

この 2つのケイリー固式 CayD(SL(3,Z); A, B), CayD(SL(3, Z); B, A)は ([2]を色の集合

とする図式として）同型でない．実際，前者には 2E [2]を辺の色とするもので長さ 3の（向

きまで込みの）サイクルがあるが，後者にはそのようなものはない*19_

ケイリー図式からは群のマークの元とその逆元の間の（全ての長さの）群算法表を復元するこ

とができる．この意味で，ケイリー固式は‘マークつき群そのものを覚えている＇といえる．より

正確には， 2つの Kマークつき群 G= (G; s1, s2, ... , sk), H = (H; ti, t2, ... , tk)が（マークつ

き群として）同型であることと，ケイリー圏式 CayD(G),CayD(H)が ([k]を色の集合とする

図式として）同型であることは同値である．特に，ケイリー固式から元の群（の同塑類）を復元

できる．

補足 2.3.他方，異なる群において，それぞれのマークをうまくとるとできるケイリーグラフが同

型になってしまうことは大いにあり得る．有限群，無限群でそれぞれ例を与える．

(1) G1, らを位数が等しい有限群とする．位数を nとする．このとき，⑰ の (n-1)—マーク

ふを伍＼｛悶｝に好きに順序をつけたもの，伍の (n-1)ーマーク品を Gハ{ea2}に好
きに順序をつけたものとする．このとき，できるケイリーグラフ Cay(G1;ふ）， Cay(G公ふ）

はどちらも頂点数が nの完全グラフの各辺を 2重辺にしたようなグラフとなる*20_

(2) (1)の構成をうまく利用することで，無限群での例も作れる．その際，群の間の（制限）リー

ス積 ((restricted)wreath product)という構成が役に立つ.G,Hを離散群とする．このと

•18 向き，配色は，実は上述の各点の周りでの局所的な条件を満たすようにすると，同型を除いて一意的に決まってし

まう．このことには木にサイクルがないことが効いている．

•19 この議論は，例 1.1(2) において (SL(3,Z); A, B)と(SL(3,Z); B, A)が同型でないことを示したときの議論と

まさに同ーである．

•20 この構成を少し変形することで， G1 x (Z/3Z)とG2x (Z/3Z)のケイリーグラフで，ともに n頂点の完全 3部
グラフ Kn,n,nとなるようなものを作ることができる．これは多重辺や自己ループのない例を与える．



92

き， GとH の（制限）リース積とは，半直積

GIH:=(① hEHG))<I H 

ことである．ここで①hEHGは Gのコピー H 分の直和（つまり，高々有限個の H の元を

除いて 9h= ec となっているような (gh)hEH の形の元のなす群•21), 半直積を定める H の

作用は H のそれ自身に対する右掛け算 H.nHによる直和の成分のシフトとする．①hEHG 

の元は f:H→ Gで麻々有限個の H の元を除いて J(h)= ecとなる写像（群準同型性を
要請しない）と同一視できる.g E G, h EHに対し， g8hE 〶hEHG をこの同一視のもと

で， f(h)= gを満たし他の Hの元は m に移す写像の表わす元とする．特に ec8eH(これ

は，全ての hEH の元を ec に写す写像である）のことを e と書くことにする •22_

今， G1,G2を#G1= #G2 = n E Nとなる有限群とする．このとき， G1IZ, G2心の 2n-

マーク Sぃふをそれぞれ以下で定める：ふを {(g8。,1), (g8。,2): g E Gサを好きな順序で
並べたマーク，品を {(g妬，1),(g8。,2) : g E伍｝を好きな順序で並べたマークとする*23_
このとき，対応するケイリーグラフ Cay(G后ふ）， Cay(G2;品）はともに多重辺やループのな

いグラフで，しかもグラフとして同型なものになっている*24_

補足 2.3(2)の例は次の意味で示唆的である： Gromovの幾何学的群論における著名な結果

[Gro81]により，ケイリーグラフの体積増大度（後述の凡閉球体の濃度の R→(X)での挙動）が
多項式的増大であるような有限生成群は，指数有限の部分群として幕零群を含むことが知られて

いる．体積増大が多項式的であるという条件はグラフの擬等長で保たれるので，特に「指数有限

の部分群として幕零群を含む」という有限生成群の性質も擬等長で保たれることが従う．特に‘グ

ラフの等長＇は擬等長の特別な場合であり，上の「」という性質は有限生成群のケイリーグラフに

よって判定できる性質であることも従う．このように Gromovの定理は体積増大度という幾何

学的な性質から有限生成群の代数的な性質を導いている，という意味で大変趣のある定理である．

この定理を見ると，自然に思える問題意識として，『指数有限の部分群として可解群を含む』とい

う有限生成群の群性質に関して同様のことができないか，と考えるのではないだろうか．しかし，

この『』を考えたとたんに枠組みが崩壊してしまう．実際，補足 2.3(2)の例において，位数の等

しい有限群 Gいらを一方を可換群でもう一方を可換からほど遠い群（例えば，非可換単純群）

ととることができる*25_ このとき， G1心は可解群である．一方， G以Zは上の『』を満たさな

ぃ．従って，グラフの擬等長を考える以前に，同痙なケイリーグラフをもつような例で，性質『』

をもつものともたないものが混在するような例が作れてしまう．このことは，幾何学的群論にお

いて，窯零の世界と可解の世界でワイルドさに大きな開きがあることを示唆している．

•21 , 制限’しないリース積はここで直和の代わりに直積 flhEHGをとる．こうしてしまうと Hが無限群， Gが非自
明群であるとき‘非制限’リース積は連続濃度以 Kの群となってしまい，有限生成群の枠組みに乗らない．

•22 eは群④hEHGの単位元である．
•23 これらがマークとなっていることを証明されたい．

•24 この構成で Z は他の有限生成無限群に取り換えることもできる．

•25 例えば， G1 = Z/6Z EB Z/60Z, G2 = Alt(6)など．ここで Alt(n)はn次交代群を表わす．
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定義 2.4(ケイリー図式の（閉）球体）.RENに対し，ケイリー岡式 CayD(G)の単位元 ec

中心の比閉球体 CR-closedball) Be (ec, R)を以下のような圏式として定める． ：頂点集合を

{g E G: 如 (ec,g) :::; R}とするような固式 CayD(G)の誘導部分図式とする．つまり，辺集合

は始点・終点がともに上の頂点集合に属するような CayD(G)の辺全体からなる集合とし，これ

らの辺に対し，その向きや色 (E[k])の情報を全て保持する．

さらに，上の関式において，閉球体の中心 ecを特別視して， Bc(ec,R)を中心 ecの情報も

保持した圏式（点つき図式）とみなす．

ケイリー図式の頂点推移性より，閉球体を考えるときに実質的に単位元中心のものだけを考え

れば十分であることに注意せよ．以上の準備をもとに， 9(k)の（ケイリー）位相のケイリー固式

を用いた特徴づけを述べる．ここで，ケイリー位相は距離化可能であるので，点列の収束を指定

することで位相が指定されることに留意されたい．

命題 2.5(ケイリー位相の幾何学的・組合せ論的特徴づけ）. k E Z2:1を固定する.9(k)上の点

列 (G叫nENとGooE 9(k)に対し，ケイリー位相で limn→oo Gn = Gooとなることと以下が成

り立つことは同値である：「どんな RENに対してもある nREN が存在し，全ての n~nR な

るnENに対して

Ben (eon, R)竺 B心 (ec=,R)

である．」

ここで，上の閉球体の間の同型は，点つき ([k]を色の集合とする）固式としての同型である．

つまり，頌点集合の間の全単射で閉球体の中心を保つものが存在し，この写像が図式としての同

型を誘導する．

Proof. GE  Q(k)と（＊）により対応する Nc'.::l凡をとる．各 RENに対し，応の Rー閉球体

の頂点集合を W砂={g E Fk: dFk(eFk,g):::; R})とおく．このとき GのR閉球体Bc(ec,R)

の点つき図式の情報は NcnW2Rで完全に決定されることに注意せよ．実際， B叫ec,R)の頂

点集合 VRとおこう.n: Fk→ Fk/Nc'.::::'Gをマークつき群の商写像から定まる群の商写像とす

るとき， x,yE転に対してある w,zE WRが存在し x= 1r(w), y = 1r(z)とおける．このとき，

X―ly = 1r(w―lz)であり， W―1zE W2Rであるので， x,yE VRがいつ 1点につぶれているかは

NnW2Rの情報はあれば完全に決定できる．このことから，上の主張を確認するのはたやすい．

ケイリー位相の（＊）の対応を用いた定義より， limn→oo Gn = Gooであることは，全ての

RENに対して， Rに応じて十分大きい nENでは NcnnwR = Ne= nwRが成り立つとい

うことと同値である. (#WRく ooかつ URENWR=凡であることに注意せよ．）以上のことか

ら，命題で主張した同値性を得る． ロ

命類 2.5で記述したケイリー位相での収束の特徴づけは，「ケイリー図式の点つき図式としての

局所収束」 (localconvergence as rooted diagrams)と呼ばれることもある．‘局所＇というのは

R閉球体の挙動のみを（各固定した RENで）観測していることに由来する．‘局所＇であるこ

とのイメージが掴みやすい例として，例 2.9と例 2.10をそれぞれ参照されたい．
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系 2.6.k E陀1とする.GE  (J(k)を有限マークつき群とするとき， G は孤立点である．

Proof. ケイリー位相は距離化可能なので，「(J(k)上の Gへの収束列 (Gn)nENに対し，十分大

きい nでは常に Gn=Gとなっている」ことを示すことが必要十分である.Gが有限群なの

で， R:= SUPgEG必(ec,g)は有限値である．この Rに対し命題 2.5を適用する．このとき，

n?: nRなる全ての nENに対して Gn=Gであることを示すことはたやすい． ロ

例 2.7((J(l)の決定）．命題 2.5を用いて， 1-マークつき群のなす空間 (J(l)の構造を決定しよ

う. 1元生成群は巡回群であるので，あり得る群は有限巡回（マークつき）群 (Z/nZ;1 mod n) 

(n E Z::,:1)および無限巡団（マークつき）群 (Z;1) である •26. このうち，無限巡回群以外は

系 2.6より (J(l)の孤立点である．

以下，ケイリー位相での次の収束

lim (Z/nZ; 1 mod n) = (Z; 1) 
n→OO 

が成り立つことを示す．これにより， 9(1)が完全に把握できたことになる.RENに対し，

匝：= 2R+lとおく．このとき， n2".nRなる全ての nENに対し， (Z/nZ;1 mod n)のケイ

リー固形における単位元中心の凡閉球体は中心から左右に長さ Rずつ伸びる長さ 2Rの道に左

から右に流れるように辺の向きを入れたものと（点つき辺 1色図式として）同型である．これは，

CayD(Z; 1)のR-閉球体においても同様である．従って，命題 2.5により，上の収束が示される．

ケイリー位相による収束が‘局所＇収束といわれる理由は上の例からもわかる．大域的に見ると

CayD(Z/nZ; 1 mod n)はサイクルであるが， nがRに対して十分大きい状況で R閉球体のみ

を見ると，それは無限路 CayD(Z;1)のR-閉球体と区別がつかない．このように，‘局所的な＇視

点でどんどん大きくなっていく半径 Rに関して閉球体の区別がつかなくなっていくような列が

極限のマークつき群への収束列である．より‘局所的な＇収束であることの意味がはっきりする例

として，例 2.9を挙げる．

9(1)の位相構造は上のように決定できた．しかし， kE Z22での Q(k)の把握は，どの K

においても大変困難である.1元生成群は巡回群であり分類ができたが， 2元生成群を分類す

るということは「全ての可算群（の同型類）を分類する」という問題と同程度に無理である．

ここで，可算群 (countablegroup)とは高々可算濃度をもつ群のことを指す．実際，例えば

Higman-N eumann-Neum皿 nの埋め込み定理 [HNN49]より，どんな可算群も（それに応じた

ある） 2元生成群に部分群として埋め込むことができることが知られている．例えば次の問題は，

2019年時点で未解決だと思われる．

問題 2.8.k1, 朽 EZ:0:2とする.Q(k1)とQ(k2)が同相になるのはどのような組 (k1,k2)のとき

であろうか？

Q(k)はカントール集合 {O,lV• の閉部分集合であるが，一般に孤立点の存在がその解析を
困難にしている．例えば系 2.6より有限マークつき群は全て孤立点である.SL(3,Z)を台集合

•26 n = 1のときの有限巡同群は自明群である．
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の群としてもつ Kマークつき群を考えると，これは <J(k)の孤立点ではない．（後述の例 3.3(2)

を参照せよ）しかし， <J(k)の孤立点を全て除去すると，このマークつき群は孤立点となる．実

際， Margulisの正規部分群定理から， SL(3,Z)の自分同型を除く商写像は有限商群へのもので

ある.SL(3, Z)が有限表示群であることから，補題 1.5より上の主張が従う．一般に <J(k)の

Cantor-Bendixsonランクに関しても研究が行なわれており，どんな kE Z::,-2においてもこれが

WW以上であることが知られている ([Corll]).

例 2.9('局所的な＇収束を表わす例）．以下の例は RomainTessera氏から教わった例である．ケ

イリー位相での収束が‘局所的である＇ことの理解に役立つ例だと思われるので，本稿でも紹介

する．

各 nENに対し， 9(2)の元を Gn= (Z/2n+1z; 1, n + 1)とおく *27_ ここで，本来はマーク

の各元に 'mod2n+l, をつけるべきだが省略している．このとき (G叫nENは9(2)上の（ケイ

リー位相に関する）収束列であることを示せる．この収束列の極限として現れる 2—マークつき群

はどのような群であろうか．

ここでは，命題 1.4と命題 2.5の‘ハイブリッド＇のような形で説明を行なう. Gn の 2—マーク

を (1,n + 1) =: (an, 加）とおく.Gn = Z/2い lzは加法群であるが，その群演算を乗法的に書

くことにする．これら 2—マークの元 (an,加）の間には，例えば a;,n+l= eanなる関係がある．

これは，ケイリー図形 Cay(Gn)に関する言明としては「1(E[2])の色のついた辺を順の向きに

2n+l回進むともとの点に戻る」と対応する． しかし， n→IX)で2n+l→IX)であるので，この
関係は‘局所的な＇見方では観察することはできない：例 2.7での議論を思い返してみよう．同様

にして，加の適切な正の整数乗も eanと等しいが，このことも‘局所的には＇観察できない．ま

た， an と加の間には， a~+l =如という関係もある．これはケイリー図形の言葉に変換すると，

「1の色のついた辺を順の向きに n+l回進むことと， 2の色のついた辺を順の向きに 1回進むこ

とが同じ移動を表わす」ということである．この関係も今までと同様に， n→IX)でn+l→OO
であることから‘局所的な＇見方では観察できない．

では， (an,加）上の関係のうちどのようなものが観測できるのであろうか．それは，可換性：

「an加＝如aいである．（ケイリー図形の言葉では，「1の色のついた辺を順の向きに進んだあと

に 2の色のついた辺を順の向きに進むことと，進む辺の色の選び方を逆 (2の色のあとに 1の

色）としたときの操作が全く同じ移動を表わす」という主張と対応する．）この関係（ないし，ケ

イリー図形における主張）を観測するには，半径 2の閉球休をとればよい．このため，この関係

は‘局所的な＇見方でも観測することができる．

本稿では行なわないが，以上の議論を数学的に正当化することができ，

j鷹叫（訊(~),(~))
であることが示せる*28_例 2.7で見た有限巡回群の無限巡回群への収束では，各 R に対

•27 1番目の元だけで群を生成できるが，マークには冗長な元があっても全く構わないのであった．

•28 興味のある読者は，例えば n=4 のときに，実際に CayD(Gn) を描き，その 2ー閉球体が z2 の標準格子の 2—閉

球体と点つき圏式として同型であることを確かめてほしい．同様のことを各 Rに対し n2'. 2Rで行なうことがで



96

し n::,. 2R + 1ととれば凡閉球体を極限のものと同型にできた.n = 2R + 1のときの

CayD(Z/nZ; 1) の直径•29 は R+l であるので，あまり‘局所的＇という感覚が湧かなかった読者

もいるかもしれない．しかし本例では，各 Rに対し nR=2Rが命題 2.5の最良の評価である．

一方， n::,.2Rでは CayD(Gn)の直径は
22R 、
2R+l 以上て，これは閉球体を極限のマ クつき群と

同型にできる直径 R と比べてはるかに大きい．このように，命題 2.5の条件を満たす nRをと

るとき， R-閉球休はケイリー図形全体のうちで非常に小さい部分となっていることはしばしば起

こる．これはケイリー位相のおける収束を‘局所的な’収束というときに，もっておくべき正しい

イメージである．

本例は次の意味でも面白い．全く同様の議論により， 9(2)上での（ケイリー位相に関する）

収束

j偲(Z;l,n+1) = (訊(~),(~))
も示せる．従って，ケイリー位相に関するマークつき群の極限をとったときに，ある種の‘次

元,.30が真に増加することが起こり得る．

例 2.10(マークつきリース積における収束）．補足 2.3(2)で述べた（制限）リース積 GIHと関連

する記号を思い出そう．今， GがKマーク (s1,... , sk), H がしマーク (t1,... ,tz)をもつとき，

((s1 beH, eH), (s2beH, eH), ... , (SkbeH, eH), (s2beH, eH), (e, t1), (e, t2), ... , (e, tz)) 

が GIHの (k+ l)—マークを与えることを容易に証明できる．こうして， G E Q(k), HE  Q(l)に

対して，その‘マークつきリース積'GIHEQ(k+l)を上の (k+ l)—マークを入れることにより

定義できる．なお，上の記号 'GIH'は本稿だけの記号であることに注意されたい．

このとき，‘局所的な’議論を行なうことにより，以下を証明することができる．

補題 2.11.k, l E Z2':1とする.Gn→ GooをQ(k)上の（ケイリー位相での，以下同様）収束
列， Hn→HooをQ(l)上の収束列とする．このとき， Q(k+ l)上で，

lim Gn I Hn = Goo I Hoo 
n→(X) 

が成り立つ．

実は補題 2.11は次章で述べる「LEF群」との関係で興味深い．補足 3.4(3)を参照されたい．

一般に kE Z:c:1に対して，埋め込み伐： Q(k) 4 Q(k + 1)を，

lk: Q(k)← +Q(k+l): (G;s1, ... , 緑）日 (G;s1,... ,sk,ec) 

により定義することができる．命題 2.5および命題 1.4を考えると lkが像への同相写像

で，かつ， lk(Q(k))が Q(k+ 1)の開集合であることがわかる．実際，後者の主張は Fk+l= 

きる．

•29 連結グラフの直径 (diameter) とは， 2 頂点間の（最短道）距離のげ艮のことをいう．

•30 上の収束列の例だと，自由アーベル群としてのランクと捉えてもよいし，漸近次元 (asymptotic dimension)と
捉えてもよい．
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(Fk+1; a1, a2, ... , ak+1)において，俵(Q(k))が関係 ak+lを満たすような Q(k+ 1)の元全体の
なす集合と一致していることからわかる．帰納系 (Q(k)土⇒Q(k + l))kE鯰 1 における帰納極限
gは「マークつき群全体のなす位相空間」 (thespace of marked groups)と呼ばれる．この空間

の位相は局所コンパクト，ぴーコンパクトで距離化可能である．各 GEQに対してある kcE Z?:1 

が存在し， G のgにおける開かつ閉な近傍として Q(kc)と同相なものがとれる．

3 LEF群

代数構造を有限代数構造で‘近似’する，という理論は Mal'cev[Mal73]によって始められた

とされる．特に群構造に対しこれを考えたものが LEF群である．ここで， 'LEF'は "Locally

Embeddable into (the class of) Finite groups"の略である.LEF群に関しては， Stepinによる

論文 [Ste84]および VershikとGordonによって書かれた [VG97]が基本的な文献となる．次の

概念はどちらも一般の群に対して定義されるが*31, 本稿ではマークつき群に対し定義を行なう．

定義 3.1(LEF群と RF(剰余有限）群）. k E Z::c:1とし， GEQ(k)とする．

(1) G がLEF(Locally Embeddable into Finite groups) (マークつき）群であるとは， Q(k)

上の有限マークつき群の列 (Gn)nENであって， limn→ooGn = G を満たすものが存在する

ことをいう．

このときの列 (Gn)nENを， G のLEF近似 (LEFapproximation)という．

(2) Gが剰余有限（マークつき）群 (ResiduallyFinite marked group. 以下，剰余有限群を RF

群と書く）であるとは， G のLEF近似であって，全ての nENに対し Gnが G のマーク

つき商群であるようなものが存在することをいう．

以上の定義からは， LEF性質も RF性質もマークつき群の性質に思える．しかし，以下の補題

より，これらは（マークに依らない）群の性質であることがわかる．定義より一般に， RF群で

あることは LEF群であることより強いことに注意せよ．

補題 3.2.k,l E花1とする.G E Q(k), G'E仰）を（マークを忘れた台集合としての）群が

同型であるようなマークつき群とする．このとき， GEQ(k)の開かつ閉集合 UでxEUを満

たすもの， 9(l)の開かつ閉集合vぅG',同相写像 <I>:U....:'..+Vで，以下を満たすものが存在す
る：全ての HEUに対し， H と<I>(H)の台集合としての群が同型である．

Proof. ここでは証明のアイディアのみを述べる．各 REN に対して NG(R)~9(k) をケイリー

図形の仕閉球体が G のものと点つき岡式として同型であるような K—マークつき全体のなす集

合と定義しよう．すると，命題 2.5で述べたことから，これは G の 9(k)の開近傍でかつ閉集

•31 例えば， LEF 群の定義は以下である：群 G が LEF であるとは，どんな空でない有限集合 S<:;;G に対しても有

限群 Hsと単射な写像心s:S→Hsであって，心sが部分的に準同型 (partialhomomorphism)となるもの
が存在することをいう．ここで，ゆs:S→Hsが「部分的に準同型」であるとは，「s,tESがstESを満たす
とき，心s(st)=ゆs(s)心s(t)を満たす」ことをいう．
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合である.G,G'に共通する台集合の群を G とおく．このとき，全ての RENに対してある

R'EN が存在し， BG(ea,R') の頂点集合 (~G) が BG1(ea,R) を含むようにできる．以上の

観察をうまく用いると，補題 3.2の条件を満たすような U,V,<Pを構成することができる． ロ

LEF性質と RF性質は有限生成部分群に遺伝することも，補題 3.2と類似の議論から証明で

きる*32_

例 3.3.(1)例 2.7および例 2.9より Zや z2はともに LEF群である．特に，例 2.9の列
(Gn)nEN は自由アーベル群 z2 とその標準韮底からなる 2—マークつき群の面白い LEF 近似

を与える．

上の 2つの例となっている LEF近似は，ともに極限のマークつき群のマークつき聡群から

なる列であることがわかる．従って， zゃz2はより強く RF群である．
(2)例 1.1(2)のマークつき群 (SL(3,Z); A, B)をとる．その LEF近似を次のようにして構成で

きる： Po< P1く・・・＜四＜．．．を素数の無限列とする．このとき， modp還元による写像

はマークつき群の商写像

(SL(3, Z); A, B)→ Gn := (SL(3, lFpJ; A mod Pn, B mod Pn) 

を誘導する．ここで，素数pに対し，恥は位数pの有限休を表わす．このとき， (Gn)nEN

は (SL(3,Z); A, B)の LEF近似である．実際， Gnのケイリー図形は (SL(3,Z); A, B)の

ケイリー圏形を 'modpnで折りたたんでできる＇（有限）ケイリー固形である．各 Rに対し，

n を十分大きくとれば，単位元中心の R—閉球体上では，この 'modpn による折りたたみ＇に

よる情報のロスが全くないようにできる*33_ 以上から命題 2.5の条件が満たされる．こうし

て (SL(3,Z); A, B)の LEF近似が得られる．構成からこの LEF近似はもとのマークつき

群のマークつき尚群として与えられているので， SL(3,Z)はさらに強く RF群である．

この例を見ればわかるように，群が RF群であるかどうかはマークに依らない形で簡単に読

み替えることができる．実際，（一般に有限生成とは限らない）群 Gが RFであることは，

「その群の指数有限の正規部分群全体のなす族の共通部分が自明部分群 {e}である」ことと

して特徴づけられる．

補足 3.4(LEFだが RFでない群の例）．上で述べたように，一般には LEF性質は RF性質より

真に弱い．ここでは，これに関連することをまとめる．

(1)実は次のことがわかる．最初にこのことに気づいたのは誰であるかは不明だが，少なくとも

[VG97]には記述されている．

補題 3.5.Gを有限表示群とする．このとき， GがLEF群であることと GがRF群である

ことは同値である．

•32 卜で述べたように，これらの性質は有限生成とは限らない一般の群に対しても定義できる．例えば卜.の注で述べた

一般の群に対する LEF性質の定義を用いると，この性質が一般の部分群に遺伝することは明らかである．

•33 例えば，以下のように議論を行なえばよい. SL(3,Z)の {A,R}に関する語長で長さが R以下のものの個数は

(Rを固定すれば）有限個であるので，そのような各元に関する 3x3=9個の成分 (EZ)の絶対値の取り得る

値の最大値も有限である．この値を NRとおくとき， Pn> 2NRとなるように nを決めればよい．
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Proof. 有限表示群 Gが LEFであるとき RFであることを示せばよい．このことは，補

題 1.5の（⇒)を考えると直ちに従う． ロ

補題 3.5から， LEF群でないような群の例を挙げることもできる．有限表示で RF群でない

ような群はそのような例である*34.LEF性質は部分群に遺伝するので，有限表示とは限ら

ない群であってもこうした群を部分群として含む群は LEF群でない．

(2)有限表示と限らない群に対しては， LEF性質は RF性質よりも真に弱い．そのような例を挙

げる.nENに対し Sym(n)を [n]J:: の対称群とする．よく知られているように，互換と巡

回置換からなる組（叫，Tn):= ((12), (12・.. n))は Sym(n)の 2-マークとなる．こうしてで

きる有限 2—マークつき群 (Sym(n);叩，冗）の n→(X)での（ケイリー位相での）収束先を求
めよう．

ここでは数学的に厳密な議論ではなく，直観的な議論のみを述べる.[n]の各元をサイクルJ::

に反時計回りに配置するとき， CYnは0と1の互換， T はこのサイクルを反時計回りに回転

することに伴う巡回置換とみなせる．このサイクルがn→(X)で‘局所的な＇観点からは zの
元を一直線上に左から右に並べた直線に‘収束’していたのだった．（例 2.7参照．）従って，

n→(X)での極限的には，び='まこの直線上での 0と1の互換， T=はこの腹線上での‘右に 1
ずらす’ことによる置換*35となると考えられる．氏=,T= Iまともに Zを集合と思ったときの

対称群（全ての全単射のなす群） Sym(Z)の元である．よって， G==〈応0'T,叫(::::;;Sym(Z)) 

とおくとき， limn→=Gn = (G必邸，底）である．（以上のことは，厳密に証明することも

できる．）

Sym<N。(Z)を有限台をもつ Z上の懺換全体のなす群（つまり， Z上の全単射で，高々有限個
の元を除いて動かさないようなもの全体のなす群）とすると，これは Sym(Z)の正規部分群

である.c,= E Sym<N。(Z)だが辰 rtSym<N。(Z)であることに注意すると， G=が半直積

G= = Sym<N。(Z)><1 Z 

の形の群であることがわかる．ここで， Zによる Sym<N。(Z)への作用はぢ3 での共役をと
る（集合 Z上のシフトと対応する）で与えられる．以上より上記の群 Sym<N。(Z)><1 Zは
LEF群である．

他方，この群 Sym<N。(Z)><1 ZはRF群ではない．実際，この群は Sym<N。(Z)のうち偶置換
のみのなす部分群Alt(Z)(無限交代群）を部分群として含む．全ての nE Z?:5に対し Alt(n)

が単純群であったことから， Alt(Z)も単純群であることがわかる．従って， Sym<N。(Z)><1 Z 
の有限商群をとるとき，無限群 Alt(Z)の部分は全て自明群に潰さなければならない．これ

はSym<N。(Z)><1 Zが RF群でないことを示している．
(3)「LEFであるが RFでない群」は（制限）リース積を用いて系統的に作ることができる．補

題 2.11より， LEF群 G,Hに対し GIHもLEF群である*36.一方， Gruenberg[Gru57] 

•34 例えば， Richard Thompsonの群 F,T,V などがそのような例である．

•35 っまり， z ぅ n →n+lEZなる置換．
•36 これは G,H が有限生成でなくても成り立つ．
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が示したように， H が無限群のとき， GIHが RF群であることは 「Gおよび H が RF

群，かつ， Gはアーベル群であること」と同値である．以上より，例えば Alt(6)I ZはLEF

であるが RFでない群の一例である．

補足 2.3(2)での議論と併せることにより，与えられた有限生成群が RFであるか，という

ことはケイリーグラフを見るだけでは判断ができないことがわかる．実際，そこで見たよ

うに，マークをうまくとると，対応する (Z/6Z①Z/60Z) I Zのケイリーグラフと対応する

Alt(6)心のケイリーグラフを同型にできる．前者の群は RF群であるが，後者の群は RF

群ではない•37_

上記の Gruenbergの結果より次のことが特にわかる：「(G砂nEN,(Hn)nENをそれぞれ RF

マークつき群 G,Hのマークつき商群からなる LEF近似とする．このとき，（補題 2.11)よ

り， (GnI Hn)nENはGIHのLEF近似となる．しかし， Gがアーベル群でないとき，こ

のLEF近似はマークつき商群から来るものでない．」このことは一見不思議に見えるのでは

ないだろうか？「Gがアーベル群でないことが上の主張においてどのように問題を引き起こ

しているか」を考えることは，典味のある読者にとって大変良い演習問題となるはずである．

この演習問題を解くと，例 2.10もケイリー位相での収束が‘局所的＇であることをよく表わし

ていることの理解は深まると思われる．

4 Lu botzky-Weissの予想と主結果

本稿の著者は 9(k), より詳細にはマークつき群の LEF近似を用いて，以下の結果を得た．

本結果は，「コンパクト（距離化可能）群 K の有限生成祠密部分群が従順 (amenable)群にも

Kazhdanの性質 (T)(Kazhdan's property (T))をもつ群にもなり得るのは， K は有限群の

ときに限るのではないか？」という Lubotzky-Weissの予想 [LW93]の予想と関係している．

群の従順性および性質 (T)に関しては [Bd1HV08]を参照せよ*38. この予想自体は 2010年に

ErshovとJaikin-Zapirain[EJZlO]によって反例が構成されているが，今回の結果ではさらに強

烈な反例を作れることを明らかにした．

定理 A ([Mim19], [Mim18]). H を可算濃度をもつ RF群とする*39. (この 2条件を満たす限

り，好きな H をとってきてよい．）このとき，次の (i),(ii)がともに成立する．

(i) [コンパクト群の有限生成欄密部分群の多様性： [Mim19]]あるコンパクト群 K とt,wEK  

が存在し，以下を満たす．

•37 より非自明であるが，与えられた有限生成群が LEF 群であるか，ということもケイリーグラフを見るだけでは判

断がつかないことが知られている．これらの結果は，この種の「ケイリー位相での近似」において，辺の向き付け

および色付けの菫要性を表付けるものだと思えるのではないだろうか．

•38 大まかなイメージとしては，従順群は‘柔らかい'(flexible) 群，性質 (T) をもつ群は‘剛性の強い'(rigid) 群で

ある．可算群に対し，「従順であり，かつ，性質 (T)をもつ群のクラス」と「有限群のクラス」は完全に一致する．

•39 有限生成とは限らない群の RF 性は，例えば例 3.3(2) で述べたようにして定義されたのであった．
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(1) A1 :=〈t3,w〉は K の栂密部分群であり，群の分解

1 → F → A1 ----+ (Z/2Z) I Z ----+ 1 

をもっ．ここで F~A1 は「F のどんな有限部分集合 S に対しても， S のふ内での

正規閉但《S》A1 (有限表示性の定義の項を思い出そう）が有限群である」ような（正

規）部分群である．

(2) A2 :=〈t,w〉は H を部分群として含む．

(ii) [Lubotzky-Weissの予想の激しい反例： [Mim18]] pを奇素数とする．コンパクト群

K, = IT SL(4n, 恥）
nEZ::,c1 

(Tychonoff位相で副有限群とみなせる）の 2つの部分群刃1,応が存在し，以下を満たす．

(1)~1, 均はともに， Kの有限生成稿密部分群である．

(2)江は群の分解

1 → F→ ~1 • (Z/pZ) I Z → 1 

をもっ．ここで F ,:(~1 は (i)(l) の F::( ふと同様の条件を満たす．

(3)均ば性質 (T)をもち， H を部分群として含む．

補足 4.1.(1)有限生成群の部分群は可算群である．また，コンパクト（ハウスドルフ）群の有限

生成部分群は RF群であることが知られている*4o_ RF性は部分群に遺伝することを思い出

そう．以上より，定理 Aの H に関する仮定はどちらの (i),(ii)でも必要でもある．

(2) (i)(l), (ii)(2)の Fは特に有限群の増大和である．こういう群は従順群でかつ，漸近次元（例

えば， [NY12]を見よ）が 0であることが知られている．以上のことから， (i)のA1,(ii)の

~1 はともに従順群で，漸近次元が 1 である．さらに，田中亮吉氏（東北大学理学部）との共

同研究によって，これらの群は全ての有限対称生成集合に関して Liouville性をもつ*41こと

も示される.Liouville性質をもつような群は従順群の中でも非常に小さいクラスであること

が知られている*42_

(3) (i)のふも (1)より K の桐密な部分群である. [Mim19, Theorem A]の構成では，この

心は（残念ながら）性質 (T)を決してもたない．

(4) (i)の K は（現状の構成法では） H の取り方に依る．他方， (ii)のKは定理 Aでの記述の

ように， H の取り方に依らずに構成できる．

上の「可算 RF群 H」として，例えば以下のようなものをそれぞれとることができる．

(1)群の有限表示は可算個しかない．そのため Nで順序付けして， (Hm)mENをその中で RF群

となるものの列挙として取ることができる．このとき，その直和①mENHmは条件を満た

•40 有限生成線型群に関する Mal'cev の定理と，コンパクト群に関する有名な Peter-Wey! の定理から従う．

•41 とってきた生成集合に対し調和であるような，群上の有界関数は定数関数に限られる．

•42 例えば， (Z/2Z)I かは従順群であるが Liouville 性質をもたない．
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す．連結閉 3次元位相多様体の基本群は有限表示な RF群であることが知られており *43, こ

の枠組みにのる．

(2)可算群に対し， Yu(郁国梁）の性質 A (property A)と呼ばれる，‘漸近次元の有限性の無

限次元化＇ともみなせる性質が定義された．（詳細は [NY12]を参照せよ.)Osajda [Osa18] 

は有限生成 RF群 H で，性質 Aをもたないものを構成した．性質 Aは部分群に遺伝する

ことが知られている．従って，この Osajdaによる群を H とおいて定理 Aを適用したとき

に得られる群 A公 ~2 は，ともに性質 A をもたない．性質 A を群の性質と思ったとき，こ

れは群の従順性を極限まで弱めたものと捉えることができる*44_ この意味で，ふと A2は，

同じコンパクト群の有限生成桐密部分群でありながら対照的である. (~1 と ~2 は， ~2 がさ

らに性質 (T)をもっためますます対照的である．）

定理 Aの証明は本稿では紹介できないが，キーとなるのは LEF(マークつき）群の LEF近似

である.LEF近似 (G砂nENが与えられたとき，対角積 (diagonalproduct)という操作によっ

て RF群をコンパクト群 ITnENGnの（位相を忘れた）部分群として構成することができる．定

理 Aの証明の粕筋は，うまい有限群の列 (Gn)nENに対し，そのマークの列をうまく 2系統取る

ことで，それぞれの系統の列でふと A2(ないしは ~1 と均）を対角積として実現する，とい

うものである．詳細に輿味がある読者は [Mim19]および [Mim18]を参照されたい.Wilsonの

定理 [Wil80]により，可算 RF群が 2元生成 RF群に埋め込めることが知られており，これを

用いて有限生成群の LEF近似の話にすべてを押し込めることができる．

また，酒匂宏樹氏（新潟大学自然科学系）との共同研究で， <;J(k)上のマークつき有限群の列の

集稜点と粗い幾何 (coarsegeometry)との関係を得た； [MS19a], [MS19b]を参照されたい．
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