
研究会報告

非衝突拡散粒子系とランダム行列理論1

中央大学 理工学部 香取晃理 2

本研究会で報告された確率過程･確率モデルのうち,1次元非対称単純排他過程 (笹本氏),多核

成長模型 (今村氏),弱磁場量子グラフ (斉藤氏),RandomlyTria･ngulatedSLlrfa･ce(守氏)などは,

いずれもランダム行列理論と関係が深い.本講演では,Dysonによるブラウン運動模型の考え方

に従ってランダム行列の理論を紹介し,エルミート行列値過程の固有値の成す確率過程が非衝突拡

散粒子系として実現されることを説明した.講演では,時間的に非斉次な場合の非衝突拡散粒子系

ち,ブラウニアン･ブリッジを用いることによって構成できること,またそれらが Pandey-Mehta

の 2層行列模型と関係することなどにも言及した.

1 エルミート行列値過程とBruの定理

1次元ブラウン運動を考える.時刻tでのブラウン粒子の位置を B(i)∈R と表すことにする.

ただしβ(o)-Oと仮定する.ブラウン運動の変動はつぎのルールによって規定されている;

dB(i,-0, (dB(i,)2-dt, 0≦ま≦-･

この変動のルールに従って計算すると(確率解析),ブラウン粒子の確率密度関数は

p(0,0;i,x)-去 exp仁 去x2),p(S,x;i,y)-V/27T(i- S)
eXp〈

1

一言不 可(tT-y)2

0<S<t<∞,x,y∈Rと定まる.

次に,2つの独立なブラウン運動B(i)とB(i)を持ってくることにする.独立なのでdB(i)dB(i)-

oである.互いに複素共役な複素数値の確率過程の対

x(i,-i(B(i)+荷B(i,)∈C,tT(i,･-i;(B(t,-vqB(i,)∈C･
を考える.この定義と上述のブラウン運動の変動のル-ルより

･dx(i))2 - 〈S (dB(i,+ Jl dB(i)))2-呈〈(dB(i)52-(dB(i))2〉-07
･dx(i,～)2 - 〈# dB(i,- vq dB(i,))2-去〈(dB(i))21(dB(t,,2〉-07

1共同研究者 :種村秀紀氏 (千葉大理)

2E-mail:katori@phys.chuo-u.ac.jp

- 220 -



｢確率モデルの統計力学｣

dtT(i,dtT(i,* - i;(dB(i)+Jl dB(i))×i (dB(i,-vq d･B(i,)

去(
(dB(i))2+(dB(i))2

となる.つまり,複素共役な対の変動は互いに相関を持つことが分かる.

さて,以上の簡単な考察を発展させて,本講演の主題である行列値の確率過程を導入すること

にする･Bij(i),Bi,(i),1≦i≦j_<N をそれぞれお互いに独立な,原点からスタートするブラウ

ン運動とする.そして次を定義しておく.

std(i)-

SBij(i),ifi<j,
Bii(i), ifi-3, aij(i)-

お3･(i),ifi,i,

#ij(i)7 ifi<J,
0, ifi-J,

-#j(i),if,t',,,I
N xN のエルミー ト行列全体の集合を71(N)と書くことにする.我々は,

エルミート行列値の確率過程 =(i)∈71(N)を考える.

≡(i)-(Eij(i))l≦i,j≦N ≡
(sid(th 荷 aij(i))l≦i,j≦N

次のような Ⅳ ×Ⅳ の

つまり,

≡(i) -

sll(i)

S12(i)-√ 7a12(i)
S13(i)-ノ=Ta13(i)

S12(i)+J=Ta12(i) S13(i)+√｢a13(i)
S22(i) S23(i)+√Ia･23(i)

S23(tト ∨′こてa23(+) S33(i )

SIN(i)+､/′=TalN(i)
S2̂'(i)+√To･2N(i)
S3N(i)十 /ヽ二ia3N(i)

SIN(i)-√TalN(i) S2N(i)-､/=Ta2N(i) S3N(t上 √:7a3N(i) sNN(i)

である･各成分はブラウン運動から定義されるので,変動 dE(i)-(dEij(i))l≦i,j≦N は簡単に計算

できる･まず diij(i)-0,l≦i,j≦N は明らかである.また

(
(

diiJ･(i)

diii(i)
-0, diij(i)diji(i)-dEij(i)diiJ･(i)*-dt, 1≦i≠ i≦ N,

-dt,1≦i≦N

である.これ以外は零なので,まとめると次のように表せる.

dEiJ･(i)dike(i)-6ie6jkdt, 1≦･i,i,k,e≦N･

=(i),t∈lo,∞)はエルミート行列値過程なので,各時刻 t∈[O,∞)で,適当なユニタリー行列

U(i)-(uij(i))l≦i,j≦N∈u(N)によって対角化できる･固有値は実数である･ここでは,常に固

有値が小さい順に並ぶように U(i)を選ぶことにする;

U(i)T=(i)U(i)-A(i)-diag(ll(i),入2(i),･･･,入N(i)),
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ただし

入1(i)≦入2(i)≦.･･≦入N(i), ∀t∈[0,∞)･

U(t‖まユニタリー行列に値をとる確率過程であり,固有値l(i)-(人1(i),･-,入N(i))は N次元実

空間 R〃 に値をとる確率過程である.次の間題を考えてみよう.

坦軍 人(i)-(入1(i),入2(i),...,入N(i))を,1次元 R上の N粒子からなる確率過程と見なすこと

以後,t=Oで

ll(0)<12(0)<･･･<lN(0)

であるとする.また,このような非衝突条件を満たす配置全体の集合を

w AN-(Ⅹ∈RN ‥xl< .T2< ･･･<.TN)

と書くことにする.後で述べる Bruの定理を適用することによって,次の答が得られる.

至上 この固有値の確率過程は,確率 1で (̂i)∈WANであり,次の確率微分方程式の解として
与えられる.

dAi't'-dBi't)+i:1≦,S N,jiiAi(i, 圭A,(i,dt, 1≦七≦Ⅳ,tEl0,-).

ただし,Bi(i),1≦i≦N は N 個の独立なブラウン運動である.

別の形の解答を以下に記そう.この Ⅳ粒子系では,粒子間距離に反比例する反発力がすべての

2粒子間に働く.

hAN(Ⅹ)- Il(入j-li),
1≦i<j≦N

bi(A)- ∑∠_J
i:1≦j≦N,jiili-入j & lnhAN(", 1≦豆≦N

とする.すると,この固有値の確率過程の遷移確率密度は次の微分方程式の解である;

孟pN(S,Ⅹ;痛 -去△xpN(S,X;i,y)･b(Ⅹ)･∇xpN(S,Ⅹ;i,y)･

ただし,b(Ⅹ)-(bl(Ⅹ),･･･,bN(Ⅹ))である.これを解くと次が得られる.

答 2

PAN(0,0;i,y,-筈 exp(瑠 〉hAN(y)2, PAN(S,Ⅹ;t,y)-孟 fA(i-S,y.x,h･･k(y,,

o<S<t<∞,X,y∈w AN･ここで C克-(27T)N/2ntN=1r(i)である.また

GA(i,yltT,-義 e-'xw2/2t, fA(i,y･Ⅹ)- 159,,e!N[GA(i,yj･tTi,]･
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この解は,Ⅰくa･rlinandMcGregor(1959)の形の行列式をDoobの意味で/7′変換したものになってい

る･このことからこの系は,t∈(0,∞)で非衝突であるという条件を満たす,原点 O-(0,0,･･･,o)

をスタートした Ⅳ個のブラウン粒子系(非衝突ブラウン運動)であることが分かる.

もう一つ,別の行列値過程の例を見てみよう;

≡'(i)-(島 (i))l≦i,j≦N≡(sl,(i))l≦i,j≦N.

今度は,NxN の実対称行列の確率過程である.これは,各時刻 t∈【O,∞)でNxN の実直交

行列V(i)∈0(N)によって対角化される.成分間の相関は "分散"され,,

dEij(i)dike(i)-去(6ie6jk･6ik･6je)dt, 1≦i,i,k,e≦N
となる.この固有値の確率過程に対しては,下記のBruの定理より次のように求められる.

∑ 1d̂i't'-dBi't斗 :1≦j≦N,,≠iA i'tト Aj't'di, 1≦七≦".

pAN'(0,0;i,y,-i-"岩kll'/4exp(塞 )h.AN(y),

固有値間の斥力が,≡(i)よりも弱くなっていることに注意せよ.

以上の 2つの行列値過程を一般化して,条件 Eji(i)～-Eij(i)を満たす複素数値過程とij(i),1≦

i,j≦N,t∈【0,∞)を成分に持つ,NxN のエルミート行列値過程≡(i)-(Eij(i))l≦i,j≦Nを考え

ることにしよう･≡(i)を対角化するユニタリー行列をU(i)-(uij(i))l≦i,j≦N と書く;

U(i)IE(i)U(i)-A(i)-diag(Ai(i)).

ただし入1(i)≦入2(i)≦- ≦入N(i)とする.このとき,

rij(i)dt-(U(i)IdE(i)U(i))ij(U(i)IdE(i)U(i))i" 1≦i,i≦N

と定義する.次の定理が証明できる.
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Remark1:ランダム行列理論での分ヲ乳

エルミート行列値過程≡(i)の確率密度関数は,≡∈Tt(N)の体積要素V(dE)に対して

i-N2/2

･-I(=,i,- 頂 -exP仁去Tr=2), ≡∈7W ),

(ただしcAN-2N/2打N2/2)で与えられる･確率 FL(=,i)V(dE)がユニタリー変換=- Ut=Uに対
して不変であることから,この確率密度で分布するエルミート行列の集合はガウス型ユニタリー

集団(GaussianUnitaryEnsemble,CUE)とよばれる(分散 J2-tの場合)･また,

pAN(0,0;i,y,-筈 exp(-Ri)h･AN(y,2

は,GUEランダム行列の固有値分布の確率密度関数である(分散 J2-i).

実対称行列値過程 三'(i)の確率密度関数は,≡′∈S(N)の体積要素 V/(d≡′)に対して

FL'(≡′,i)-
r N(N+1)/4

exp〈一去 Tr(=/)2 ), ≡′∈S(N),

(ただしcAN'-2N/27rN(N+1)/4)で与えられる.確率FL'(=′,i)V′(d=/)が,実直交変換三一vI≡V, V∈
0(N)に対して不変であることから,この確率密度で分布するエルミート行列の集合はガウス型

直交集団(GaussianOrthogonalEnsemble,GOE)とよばれる(分散 J2-Lの場合).また,

pAN'(0,0;i,y)-
｢N(N+1)/4

C 孟′ exp(-男 h,AN(y,

は,GOEランダム行列の固有値分布の確率密度関数である(分散 J2-i)

2 より高い対称性を持つエルミート行列過程と固有値過程

/てりり行列とJoを次式で定義する;

Jo-I2-(三冒), Jl-(冒三), J2-(苦 で ), 63-(去 _01)･
以下 Ⅳ≧2として,2Ⅳ ×2Ⅳ の行列

∑IL-IN ㊤ oIIh FL-0)1,273

を定義しておく.当然,∑O-J2〃である.

BtVj(i),BtVj(i),0≦U≦3,1≦ i≦j≦N を,それぞれ互いに独立な,原点からスタートするl
次元ブラウン運動とする.そして

o･yj(i,-I.fBtvj't'':f;≡三.'.
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と定義する･ただLI,>jに対しては,sYj(i)-S,Vi(i),aYj(i)ニー0,,yi(i)とする･
先のエルミート行列≡(i)を2Nx2N の場合に考えると(｢粒子数｣ を 2倍にして偶数個 2N

とした),次のように,2×4-8個の項に分解できる;

･(i,-vf.((sv(- )+(Jl o,V(i,OJu,)･

ここでsv(i)-(SIVJ(i))l≦i,j≦N,aV(i)-(aYj(i))l≦i,j'_N である･そこで,このうちの 4項のみを用
いて表される2N x2N のエルミート行列を考えることにする.具体的には,l≦i,j≦N に対

して,

(h,Z十(i) )ij-

(hZ-(i))I,-

styj(i) ifp-0,1,3,l/≠fL-2mod4
01'P-2,I/-0,

～/⊂Tay,(i) if〃-0,1,3,U-fL-2mod4
orp-2,I/≠0,

､/コ o･tyj(i) ifp-0,1,3,U≠/i-2mod4
ol.P-2,l/ -0 ,

sIYj(i) if〃-0,1,3,I/-p-2mod4

orFL-2,l/≠0,

として,
3

Epi=(i)-∑(h,uLj=(i)㊦ oIu), p-0,1,2,3
v=0

とすればよい･≡〃J(i)はp-0,1,2,3,6-j=なので,71(2N)の部分集合である4×2-8種類

の集合 71〃q(2N)が得られることになる･対称性から次のことが示せる;

(i) J-+のときは,固有値はすべて 2重に縮退している;A-(LJl,LJl,LJ2,LJ2,･･･,LJN,LJN)･

(ii) o･--のときは,固有値は 土の対で現れる;A-(LJl,-LJl,LJ2,-LJ2,･･･,LJN,-LJN)･

Bruの定理を応用した結果,次が分かった.

GUEと GOEとは異なる確率微分方程式は,(時間単位を変換すると)次の 3つのいずれかに帰

Casel (p,J)-(1,+),(2,+)の場合. 固有値は入-(LJhLJl,LJ2,LJ2,-･,LJN,LJN)であり,次

の確率微分方程式に従う.,

dui(i)-dBt(i)+2 ∑∠一
i:1≦j≦NjiiLJi(i)-LJj(i)

dt, 1≦i≦N

異なる固有値の間の斥力は,GUEよりも強いことに注意せよ.

(p,cr)-(2,+)の場合の≡(i)∈712十(2N)はself-dualエルミー ト行列とよばれ,エルミート性

=(i)T-≡(i)に加えて,対称性≡(i)T∑2-∑2≡(i)を持つ.また,対角化する行列はユニタリーか

つシンプレクティツクである;u(2N)ctSp(1V,C)nU(2N,C).
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Remark2. 確率密度関数は

pAN"(0,03t,y)-
｢N(N-I)/2

C 克′′ expH E)h･AN(y,4, y∈-AN

で与えられる.これは,ランダム行列理論で知られているガウス型シンプレクティツク集団(Gaus-

sianSymplecticEnsemble,GSE)の(分散 J2-tの場合の)固有値分布に等しい.

Case2 (p,J)-(2-)の場合. 固有値は入-(LJl,-LJl,LJ2,-LJ2,-･,LJN,-LJN)であり,次の
確率微分方程式に従う;

dwi(i)-dBi(i)+
1
石田 +,:1≦,;N,,iii

1 1

LJi(i)- LJJ(i)ILJi(i)+LJj(i)
dt, 1<･I'J<N

wANの代わりにW晃-(Ⅹ∈RN :o<.Tl<.T2<･-<.TN)として,LJ(0)∈W完とすると,確

率 1でLJ(i)∈W完,∀t∈(0,∞)である.また,

八r
h･Ck(Ⅹ)- rI(tT,2-xZ)IIxe,
1≦i<j≦N e-1 GC(i,yEtT,-義 仁 (y-LT'2'2t-e-(y･･T,2'2t),

fS(i,y.x,-1激 [GC(i,yj.tTi)], X,y∈WCk
とすると,このLJ(i)の遷移確率密度関数は

pck(0,0沃y)-
i-N(2N+l)/2

C 完 exp〈一輝 ck(y,2,

p;(S,x;i,y)- 志 fk(i-57ylx)hJCk(y),
o<S<t<∞,X,y∈wcN(ただしC長-(7r/2)N/2IllN=lr(2i))で与えられることが分かる･

上の表式から,LJ(i)は原点に吸収壁がある場合の,以下の条件を満たす,正の領域のN個のブラ
ウン粒子の運動を記述することが分かる.

(i) i-0にすべて原点からスタートする.

(ii) t∈(0,∞)で互いに非衝突･

(iii) t∈(0,∞)で原点にある吸収壁と衝突しない.

Case3 (FL,C,)-(0-),(1-),(31)の場合. 固有値は入-(LJl,-LJl,LJ2,-LJ2,- ,LJN,-LJN)で

あり,次の確率微分方程式に従う;~

dLJi(i)-dBi(i)+ ∑
):1≦j≦N,j≠i

1 1

LJi(i)-LJj(i)■LJi(i)+LJj(i)

- 226 -
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W完-(Ⅹ∈RN :l.7:lI< .T2<･･･<.TN)としてLJ(0)∈WR とすると,確率 1で LJ(i)∈

w隷,∀t∈(o,∞)である.また,

h･DN(x, - 1≦具 〃(tTぎー 勅 CD(i,y.tT,-義 (e-(y-･T,2,2t+e-(y･.T,2'2t),

fB(i,ylx)- 1≦甑 [GD(i,yj,tTi,], X,y∈WB
とすると,このLJ(i)の遷移確率密度関数は

捕 (0,0;i,y)-
｢N(2N-1)/2

(Tli' exp(甥 hDN(y,2,

pB(S,Ⅹ;i,y)-義 fB(i- ,ylx)hB(y),

o<S<t<∞,X,y∈wR(ただしCB-(7T/2)N/2ntN=1r(2i-1))で与えられることが分かる･

上の表式から,LJ(t‖ま原点に反射壁がある場合の,以下の条件を満たす,正の領域のN個のブラ
ウン粒子の運動を記述することが分かる.

(i) i-0にすべて原点からスタートする.

(ii) t∈(0,∞)で互いに非衝突.

(iii) 粒子は原点にある反射壁と完全反射する.

Remark3. Case2とCase3はそれぞれ,AltlandとZirnbauer(1996,1997)によって導入され

たclassC,classD とよばれるランダム行列集団の固有値分布関数と一致する.WL,,柱 A,C,D

はそれぞれ,A〃_1型,C〃型,β〃型のWeyl領域(Weylchamber)とよばれる.これらは,古

典群に対するWeylの表現論と関係する.classCとclassDのクラスに属する行列は,エルミー

ト性≡(i)I-≡(i)に加えて次の対称性をもつ;≡(i)T∑2--∑2≡(i)(classC),=(i)T∑1--∑lE(i)

(classD)･別の言い方をすると,712_(2N)とSp(N,C)∩7イ(2N),711_(2N)etso(2N,C)∩71(2N)

である.

3 おわリに

本報告書では,時間的に斉次な非衝突拡散過程についてだけ記述した.時間的に非斉次な非衝

突拡散過程と多層ランダム行列模型に関しては,参考文献に示した論文を参照していただきたい･
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