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球面デザインの研究と最近の動向について

愛知県立大学・情報科学部 平尾将剛＊

1 はじめに
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本稿は，東京大学の田中健一郎氏からお声掛け頂き， RIMS共同研究「諸科学分野を結ぶ基礎学

問としての数値解析学」にて講演した内容を文章にまとめたものである．

講演では，主に（代数的）組合せ論研究者が「球面デザイン」をどのような課題意識を持って研

究してきたのかについてを球面デザインが登場した Dersarte-Goethals-Seidel[16]の紹介からは

じめ，筆者の知る限りではあるが主要と思われる結果を掻い摘んで紹介した．また，筆者らの近著

である Sawa-Hirao-Kageyama[36]において整理した有限既約鏡映群の軌道を用いた球面デザイ

ンの構成法（コーナーベクトル法）とその点数削減法，およびBrauchart-Saff-Sloan-Womcrsly[8] 

で提案された球面デザインの準モンテカルロ法的拡張である QMCデザインについて述べた．筆

者の不勉強な点，及び，時間的な制約からそれらはいささか断片的過ぎたかもしれないが， この分

野の入り t]として楽しんで頂けたならこの上ない幸せである．

2 球面デザイン

まずは球面デザインの定義から始める．球面デザインとは，ある次数までの多項式に対する積分

値を有限個の点での算術平均として与える球面上の有限集合のことである．やや乱暴に言ってしま

えば，我々がよく知る Simpsonの台形則の球面拡張と思えば良い．球面デザインを正確に定義す

るために記号を幾つか準備する．

配を d次元ユークリッド空間とする. X = (お1,...'四）に対し，その距離を llxll= 
V叶+... + x~ とする．単位球面を §d-1= {x E 股dI llxll = 1}とし，正規化された表面測度
び：＝四を備えているものとする．非負整数t:::: 〇に対して， t次の斉次多項式全体の作るベクト

ル空間を Homt(配）とし， t次の斉次かつ調和な多項式全体の作るベクトル空間を Harmt(賊りと

＊本研究の一部は JSPS科研費 16K17645の助成を受けたものである．
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する．さらに次数が高々 t以下の多項式全体の作るベクトル空間を

t 

乃（酎）＝④Homt(酎）
f=O 

とする．

Definition 2.1 (球面デザイン）. tを非負整数とし， Xを§d-1の有限部分集合とする．任意の多

項式fEPt(配）に対して，

叫;f(尤） = lsd-i J(x) du(x) (1) 

が成り立つとき， X は球面 t—デザイン（もしくは， §d-1 上の t—デザイン）であるという．

球面デザインは組合せデザイン理論の拡張として知られている「アソシエーションスキーム上の

Delsarte理論」の球面類似として， Delsarte-Goethals-Seidel[16]により「再尊人」された．ここ

で「再導入」と書いた理由は，数値解析においては Delsarteらの研究以前に (1)式を球面稜分に対

する cubature公式と呼び，その研究がされてきたからである（例えば， Stroud[40]によると少

なくとも 1950年代後半から具体的な cubature公式の構成法が研究されてきたことがわかる）．球

面上のデザイン理論の原点に立ち返ると球面デザインだけではなく，符号理論からの問題意識も述

べるべきであるが必要最低限のことを除き，それについては本稿では割愛する．興味のある読者は

例えば，原点である Dersarte[15], 球面上のデザイン理論の入門和書である坂内ー坂内 [3],及び，

宗政 [30,31]なども参照して欲しい．

球面デザインの例としては，例えば， (1)Xを円周 §1に内接する正(t+ 1)角形の頂点集合とす
るとき， X は§1上の tーデザインである， (2)X を2次元球面炉に内接する正多面体の頂点集合

とするとき， (2-i)正四面体ならば， 2-デザイン， (2-ii)正六面体，正八面体ならば， 3-デザイン，

(2-iii) 正十二面体，正二十面体ならば 5ーデザインであることが古典的に知られている •1. また，

d-l次元球面 §d-1においては，正多面体の概念を拡張した正多胞体 (regularpolytope)の頂点

集合が §d-1 上のデザインになっていることも確かめられている．（これらは例えば，坂内—坂内 [3]

の第5章，及び，その参考文献を参照）． このように球面デザインは「対称性を持つ正多面体・正多

胞体」となっていることが多いが，これらの性質を拡張した構成法がコーナーベクトル法である．

コーナーベクトル法とその点数削減法については， 3.3.2,3.3.3節において具体例を用いてその概

要を述べる．

3 球面デザインの研究課題

球面デザインの主な研究課題は大きく分けて次の (a),(b), (c)であるというのは共通認識である

と思われる（例えば，宗政 [31],Brauchart-Grabner [6]を参照）．

•1 さらに Hardin-Sloane [21]では，変形立方体の頂点集合がなすデザインについてリストが与えられている．
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(a)非存在問題：球面デザインが存在するために必要な最小点数はいくらか?(3.1節）

(b)存在間題：球面デザインが「常に」存在するために必要な点数はいくらか?(3.2節）

(c)構成間題：どのように球面デザインを構成するか?(3.3節）

本節では上記の 3項目についてそれぞれ主要な結果の主張を述べるだけに止める．証明等について

はBrauchart-Grabner[6]に加え，坂内坂内 [3],Bannai-Bannai [5], 坂内坂内伊藤 [4]を適宜参

照して欲しい．

3.1 非存在問題について

自然数d,tを固定した際に， §d-1上の tーデザインが存在するためには何点必要となるかといっ

た間題は最も基本となる問題であり，球面デザインが導入された Delsarteet al. [16]においても

その点数の下界が調べられている．

Theorem 3.1 (Delsarte-Goethals-Seidel, [16]). 自然数d,tを固定する.N(d, t)を§d-1上のt-

デザインが存在するための最小点数とすると，次の不等式が成り立つ：

N(d, t) 2: { (d+t21-l) + (d+t21-2), tが偶数のとき，
2(d+(t-;;~v2-1), tが奇数のとき．

(2) 

Delsarteらのこの不等式は Fisher型不等式として知られている．また，勿論，この結果は 1977

年に得られた結果であるので現在では多くの改良が得られている．例えば，坂内 [2]により指摘さ

れているが， Yudin[43]による結果など， dを固定し， tを大きくした場合における改良は数多く

得られているが， tを固定し， dを大きくした場合に Fisher型不等式を超える改良は全く得られて

いない．

(2)において等号を達成する §d-1上のたデザインを tight(堅い） t-デザインと呼び，代数的組

合せ論においてはその存在問題が重要となる．そのひとつの理由は先述したように符合理論との閲

連である．ここで本筋から少し離れるが球面上の符号とは何か述べる. §d-1上の有限部分集合X

に対して， Xの距離集合を

A(X) = {〈x,y〉Ix, y E X, X =J y} 

とする．

Definition 3.2 (球面符号）.Aを区間 [-1,1)の部分集合とし， Xを§d-1上の有限部分集合とす

る.A(X) = Aが成り立つとき， Xは (§d-1上の）A-コードであるという．

球面符号の問題は球充填問題，接触球問題などと深く関連するが，球面デザインとの関連で

言えば， IA(X)I= sとなる s距離集合の問題と密接に関連している.s-距離集合の問題とは，

IA(X)I = sの仮定のもとで，凶が最大となるのはいつかと言った問いである. §d-1 上の s—距離

集合に関して， Delsarte-Goethals-Seidel[16]により次の定理が知られている．
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Theorem 3.3 (Delsarte-Goethals-Seidel, [16]). Xが§d-l上の s距離集合ならば，

IX~(d + :-1) + (d: ~ ~2) (3) 

さらに Xが極対的 (antipodal,すなわち，尤 EXならばーxEXが成り立つとき，次の定理

が知られている．

Theorem 3.4 (Delsarte-Goethals-Seidel, [16]). X が §d-1 上の極対的な s—距離集合ならば，

1x1さ2(d:~ ~2)- (4) 

これらの定理より， §d-l上のtighttーデザインと s—距離集合で最大個数となる集合とに一致性を

見出すことができるのである．

3.2 存在問題

Fisher 型不等式 (2) を達成する別—1 上の tight tーデザインは散在的にしか存在しないことが知

られているが (§d-1J:: のtighttーデザインがいつ存在するかについてはまだ完全には解決していな

い）， Seymour-Zaslavsky[37]により次の事実が保証されている．

Theorem 3.5 (Seymour-Zaslavsky, [37]). 自然数d,tを固定する．点数が十分大ならば， §d-1

上の tーデザインはいつでも存在する．

Seymour-Zaslavskyの結果はそれだけ点数が必要かは述べられていない．しかしながら，多く

の研究者により， O(td-1)の§d-1上の球面tーデザインは存在するであろうと予想されている．そ

の中でも有名なのがKorevaar-Meyers[25]の予想である：

『§d-1上の球面tーデザインで点数がN:=:: td-1のものが存在する．』

この予想は近年， Bondarenko-Radchenko-Viazovska [ 9]により肯定的に解決された．

Theorem 3.6 (Bondarenko et al. [9]). 自然数d2 2を固定する． このとき，任意の N2 Cdtd-l 

に対して， N点での §d-1上の tーデザインが存在する．

さらに Bondarenko-Radchenko-Viazovska [ 10]では， "well-separated"と呼ばれる点同士があ

る程度離れて配骰される球面デザインに対しても同様の主張が成り立つことを述べている．また，

Etayo-Marzo-Ortega Cerda [18]では Bondarenkoらの結果をコンパクト代数多様体上の積分に

対してまで押し上げている．

Bondarenkoらの結果は近年の球面デザインの研究の中でも最もインパクトを与えたものであ

り， この研究以降，点の個数がO(td-1)の§d-1上の tーデザインの存在を認めた上でどのような応

用があるかを論じた研究が多く見られるようになった． しかしながら， Bondarenkoらの主張，お
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よびその証明法には要求を満たす点集合の構成法については何ら述べていないことに注意してお

＜．そこで次の間題が重要である．

Problem 3. 7. §d-l上のレデザインで点数が N :0:: td-lのものを具体的に構成する方法を与

えよ．

また 2次元球面 §2上の tーデザインに限定すれば， Hardin-Sloane[21]により，『§2上の tーデ

ザインで点数が N?:ザ+o(tり(t→oo)となるものが常に存在する』ことが予想されてい
る •2 この予想に関して Brauchart-Grabner [6]によれば，次のことが知られているとのことであ

る： Chen-Womersley [12]では t'.S100に対して，数値実験により， (t+ 1戸点での tーデザイン

を得ている．また， Chen-Frommer-Lang[11]では， t'.S100までの §2上のたデザインの存在性

を証明している．さらに Sloan-Womersley[38]では， Hardin-Sloaneの予想の正しさを数値実験

によりさらに検証し，実際には N?:½(t+l戸ではないかと新たな予想を与えている．さらに

Graf-Potts [19, 20]では tさ1000に対して，高速フーリエ変換を用いた手法による数値実験によ

り， t-デザインを得ている．

3.3 構成問題

Problem 3.7として挙げたように球面デザインの構成法の研究は数多くあるものの未だ改良の余

地が多分に残されている．代表的な球面デザインの構成法としては (a)直交多項式の零点を用いた

もの， (b)群軌道を用いたもの， (c)盤数格子の殻を用いたものがある. (c)に関してはここでは割

愛し（例えば， Brauchart-Grabner[6], 坂内坂内 [3],およびその参考文献を参照して欲しい），こ

こでは主に (a),(b)についてその概要を述べる．

3.3.1 (a)直交多項式の零点を用いた構成法

Cubature公式論において Gauss型 quadrature公式のように直交多項式の零点，ひいては多

項式空間の再生核を用いた構成法はよく研究されている．ここでは主に 1990年代に Wagner,

Bajnokらによって提案された方法を再確認する.Wagner [42], Radau-Bajnok [34]では次の栢

分に対する Chebyshev型quadratureと§d-2上の tーデザインを用いることにより， §d-1上の t-

デザインを構成する方法を与えている．：

~t応） = /_11 f(x)(l —砂）(d-3)/2 dx, ¥:ff E麟 1(良）

•2 これの予想は Korevaar-Meyers の予想より精密である．また， Fisher 型不等式は

N(3,t);::::{¼(t+2)2, tが偶数のとき，
¼(t + l)(t + 3), tが奇数のとき

であることにも注意する．
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また， Bajnok[1]では

n 1 

¾~t(叫 =1ー 1f (x)(1一丑）(d-2-j)/2 dx, VJ E叫 (JR),(j= 1, ... ,d-2) 

と正m角形の頂点を用いて， §d-1上の tーデザインを構成する方法を与えている．ここでCheby-

shev型quadrature公式の存在については， Kuijlaars[26]によって保証されており，点数が大き

くなるがSた 1上の tーデザインをいつでも構成できることがわかる．

近年， Kuperberg[27]はt1・dxに対する 2n+l次のquadratureの明示的な構成法を与えるこ

とに成功している.Bannai-Bannai [3] では，彼の手法を I~1 ・ (1- 呼）a dxに対して拡張できるの
でないかと予想を与えている．さらに次のような問題も自然な問いかけではないだろうか： t'> t 

とする.§d-1上の tーデザインに適切な部分集合Yを付け加え， §d-1上の払デザインを構成する

アルゴリズムを提示できないか？

3.3.2 群軌道を用いた方法

群軌道を用いた構成法自体は球面デザインの研究以前に数値積分法の研究者，実験計画法の研究

者によって尊入されてきた例えば， Stroud[40]では対称群ふ（座標の交換），および，超八面体

群 Ed(対称群Sdと(Z/2Ztの半直積，すなわち，座標の交換と士の入換）による球面デザイン

を発見的に与えている．これらは言わば， 2節で見たように円に内接する正多角形， もしくは球に

内接する多面体の頂点集合，もしくは Hardin-Sloane[21]のように変形多面体の頂点集合の一般

化として捉えることができる．

本節でこれらを包括する枠組みとしてコーナ＿ベクトル法を紹介する．コーナーベクトル法とは

端的に言えば，

• 各群に付随するコ＿ナ＿ベクトルの群軌道の和集合を用意し，それがデザインとなる重み関

数を探索する方法

のことである．探索には後述する Sobolevの定理 (Theorem3.8)が重要となる．有限既約鏡映群

に対するコーナーベクトル法は Nozaki-Sawa[32, 33]により与えられ*3, Hirao-Sawa-Jimbo [23], 

Sawa-Hirao [35], Sawa-Hirao-Kageyama [36]により特に統計的実験計画の構成法として整理され

ている．以降，有限既約鏡映群の中でも超八面体群Edに焦点を当て，コーナーベクトル法を紹介

する．

コーナーベクトル 超八面体群の Edのコーナーベクトルは

i 
1 

Vi:=叫d=7-Lek, i=l, ... ,d (eぃ．．．，匂：酎の標準基底）
z 
k=l 

•3 有限既約鏡映群に対するコーナーベクトル法で構成できる §d-1 上の tーデザインの "t" の上限を決定している．



67

であり，各コーナーベクトルViのEdー軌道v朽=U~1{可 I'"'IE Ed}は（正）多胞体をなす．例

えば， d=3のとき， V1= (1, 0, 0), 四=(1/2, 1/2, 0), 叩=(1/v'3, 1/v'3, 1/y': り€ 炉の B3ー軌

道はそれぞれ次で与えられる．

vや=(1, 0, 0色＝｛（士1,0, 0), (0, 士1,0), (0, 0, 士1)},

v炉=(1/2, 1/2, 0)83 = {(土1/2,土1/2,0),(土1/2,0,±1/2), (0, 土1/2,土1/2)},

恐=(1/v'3, 1/⑮ ljv'3)B3 = {(士1/嘉，士1/v'3,士1/v'3)}

であり，それぞれ正六面体の頂点集合，辺の中点集合，面の重心集合（正八面体の頂点集合）と

なる．

恥—不変重み付き集合 {x1, ... ,xm} を §d-l 上の m 点集合とし，それらの Ed—軌道の和集合

をX= U~1 尤戸= u~ バx7I'"'IE B叶とするさらに Xl: の正値関数 W をw(x)= w(y), 
Vx,y Ex戸を満たすとする．このとき，重み付き点集合 (X,w)はEdー不変であるという．特に

コーナーベクトル法では特に｛叫，...,xm}をコーナーベクトル（もしくはそれらのベクトルの内

分点）の中から選択する．

Edー不変多項式空間 p d-l B 
d 

t(§ ) をEd-不変な t次以下の d変数多項式からなるベクトル空間と

し，その変数を割—1 上へ制限をした多項式からなるベクトル空間を Pt(§d-l)Bd とする．すなわ

ち， Pt(§d-l)Bd= {f l§d-11 f E Pt(§d-l)Bd}である．このとき，

叩§d-1)Ed'.:::'.〶f=0Harm国）か (5) 

であることにも注意する．

一般的には dimPt(§d-l)Bd :S: dim Pt(§d-l)が成り立り，実際に 7次以下の Bd-不変調和多項

式空間P1(§d-l)Bdに焦点を絞ると，

P1(§d-1)Bd c:=. Harm。国）Bd 〶 Harm4(酎）Bd 〶 Har叫（酎）厨

であり，さらに

dimHarm4(酎）Bd = dim Harm6 (酎）Bd = 1 

であることが調和 Molien 級数を用いた議論により分かる（例えば，坂内—坂内 [3], 第6章を参照）．

また， Harm4(配）Bd, Harm4(配）Bdの具体的な基底はそれぞれ

6 
f4 = sym(xf) - sym(xix~), d:::,: 2, 

d-1 
15 

f5 = sym(xn -d _ 1 sym(x髯）＋
180 

(d -l)(d -2) 
sym(xix~x~), 

で与えられることも初等的な計算により確かめることができる (cf.[36]). ここで

1 
sym(f) = L f(呼）， (S心：= {g E sd I J(呼） = f(x), ¥/x E酎｝

l(S心八
gESd 

(6) 

(7) 
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である．

Sobolevの定理

Theorem 3.8 (Sobolevの定理， [39]).(X,w)をBd-不変頂み付き有限集合とする．このとき，

次の (i),(ii)は同値である．

(i) (X, w)が§d-1上のtーデザインである．

(ii)任怠の fE乃(§d-1)Bdに対して，

又w(x)f(x)= j J(x) d唸）
a:EX 

§d-1 

上の定理の (ii)は(5)より，次のように嘗き換えることができる．

(ii)'任意の fE Harmz(配）尻 l= 0 ... , tに対して，

L w(x)f(x) = 0. 
a:EX 

(8) 

(ii)'により，与えられた重み付き集合 (X,w)が§d-1上のデザインであるかを判定するためには

上の代数方程式 (8)が成り立つかを確かめるだけでよい．

具体例 Bdー不変重み付き集合 (X,w)を注意深く選ぶことにより，数多くのデザインを構成する

ことができる (cf.[36]). 中でも幾つかのパラメタに対しては，次のように無限系列が得られる．

Theorem 3.8, (6), (7)により，方程式 (8)がいつでも解をもつことを確認すればよい．

Theorem 3.9 (cf. [36]). d = 3n + 2, n 2: 1において，常に X=v和uv!+2となる §d-1上の
（重み付き） 7-デザインが存在する．

本節では超八面体群Edに着Hしたが，他の有限既約鏡映群について例えば， Nozaki-Sawa[32, 

33], および， Sawa-Hirao-Kageyama[36]を参照して欲しい．

3.3.3 点数削減法

本節では Victoir[41], および， Kuperberg[27]において提案された組合せ tーデザイン，および

直交配列 (OA)を用いた点数削減法について具体例を用いて紹介する．

最初に組合せ tーデザインの定義を述べる．それぞれv個， b個の元をもつ 2つの有限集合

V = {P1, ... ,Pv}, B = {B1, ... ,Bけ

として，結合関係 IcVxBをもつ VとBの結合構造 (V,B,I)を考える.V,Bの元をそれぞ

れ点 (vertex),ブロック (block)と呼び， (p;,Bj)EIのとき，点Piはブロック Bjに含まれると

し)う．
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Definition 3.10 (組合せ tーデザイン）．結合構造 (V,B, I)が次の条件を満たすとき， (V,B,I)は

組合せ tーデザインであるといい， t-(v,k, A)と書く．

(i)任意のブロックに含まれる点の数は一定(=k). 

(ii)任意の異なる t個の点を同時に含むブロックの数は，点の選び方によらず一定（＝入）

また，これは解析的には次のように言い換えることもできる．

｛ r2 = n(k, v) = X = (x1, ... , 叩） 1叫E{O,l},苫叫=k} 

とする．このとき， Qの有限部分集合Yが組合せ t-(v,k, 入）デザインであるとは，次の条件を満

たすことである．

(i)任意のfEPt(良りに対して，

1 出Lt(x) =下区 f(x)
:i,EY (砂畔E!l(k,v)

(ii)任意の f(切=X『..,x『EHomt(配）， i1,... ,iv E {O, 1}, 

(9) 

L J(x) =入
:z,EY 

次に直交配列 (OA)の定義を述べる．

Definition 3.11 (直交配列 (OA)).AをN X k-行列とし，その行列の各要素は Sの元とする．

Aがレベル 1s1,強さ (strength)t, index入（ここで tは0<::: t <:: 入）の直交配列であるとは，すべ
ての AのNxIS卜部分配列がS上の全ての t組をちょうど入個ずつ含むときをいう． このような
配列を OA(N,k, ISi, t)と表す．

ここで X1,...'屯vを成分が土1のOA(N,d, 2, 2e + 1)の行とすると， (9)と同様に次が成り立
つが知られている（例えば， [41]を参照）．

1 Nt厄）＝喜 L f(g), ¥ff E Ae+1(配）．
i=l gE{-1,l}d 

(10) 

端的に言えば，超八面体群Ed(~Sd ><I (Z/2Z)りをもとに構成した §d-1上のデザインは，組合

せデザインを用いることにより，座標の入れ替え（すなわち，対称群ふの作用）で増えた点数を削

減することが可能であり，直交配列を用いることにより，士の入れ替え（すなわち， (Z/2Z)dの作

用）で増えた点数を削減することが可能である．

以下， (d,t) = (8, 7)としたときの組合せ3ーデザインを用いた具体例を提示する．

X=v和Uvf8, w(x) = {向
1200 

，
 

8

8

 

B
1
B
4
 

v

>

 

E

E

 

x
x
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とすると，この (X,w)はBs-不変なぎ上の 7-designであることが， Theorem3.8より容易に示

すことができる．このとき， Xの点数は IXI= 2・sC1 + 24・sC4 = 1136点である．
一般に §d-1上の 2tーデザインの点数を削減するためには，組合せt-(d,k, .X.)デザインが必要であ

る(kは非零な座標の個数）．このとき，組合せ 3-(8,4,1)デザイン（ブロックサイズは 14)が存在

することが知られており（例えば， [24] を参照），この 3—デザインを用いると点数は 1136 点数から

IX'I =2・心+24・14 = 240点へと大幅に減らすことができる．（このとき， Fisher型不等式は
N(S, 7) 2: 2(翌） = 240であるので， X'は§7上の tight7ーデザインとなる．）
実際には 10(8,4)1= 8口個のベクトルの中から次の IYI= 14個のベクトルだけ選べばよいが，
これは組合せ 3-(8,4,1)デザインの接続行列に付随する次の 14個のベクトルとして取ればよい．

(1/2, 1/2, 1/2, 0, 1/2, 0, 0, 0), 
(1/2, 0, 1/2, 1/2, 0, 1/2, 0, 0), 
(1/2, 0, 0, 1/2, 1/2, 0, 1/2, 0), 
(1/2, 0, 0, 0, 1/2, 1/2, 0, 1/2), 
(1/2, 1/2, 0, 0, 0, 1/2, 1/2, 0), 
(1/2, 0, 1/2, 0, 0, 0, 1/2, 1/2), 
(1/2, 1/2, 0, 1/2, 0, 0, 0, 1/2), 
(0, 0, 0, 1/2, 0, 1/2, 1/2, 1/2), 
(0, 1/2, 0, 0, 1/2, 0, 1/2, 1/2), 
(0, 1/2, 1/2, 0, 0, 1/2, 0, 1/2), 
(0, 1/2, 1/2, 1/2, 0, 0, 1/2, 0), 
(0, 0, 1/2, 1/2, 1/2, 0, 0, 1/2), 
(0, 1/2, 0, 1/2, 1/2, 1/2, 0, 0), 
(0, 0, 1/2, 0, 1/2, 1/2, 1/2, 0). 

上記のように組合せ構造を用いて点数を削減するためには，その組合せ構造自体が具体的にわ

かっていなくてはならない．例えば，組合せ構造を「近似した」構造を用いることにより，より柔

軟に点数削減を行うことができるのではないか， どのようにその「近似構造」を見つけるかはOO白

い問題だと思われる．

4 QMCデザイン

近年，球面デザインは統計的実験計画法 [36,17], カーネル法における特徴写像の近似 [14],数

理ファイナンスヘの応用として Wiener空間上の cubature理論 [29]など幅広く応用される． しか

しながら， 3.2節でも述べたように具体的な応用に耐えうる球面デザインの系列の構成法は未だ確

立していない．本節ではその解決法のひとつである球面上の Sobolev空間に対する QMCデザイ

ンを紹介する．そのために先ずは球面割上の Sobolev空間の定義から行う．本稿で扱う Sobolev

空間は再生核Hilbert空間であることが解析を行う上で非常に有効に働くことを注意しておく．

hf := dim(Harmz(§ り）とする.Yz,k(x),k = 1, ... ,hfを次の条件を満たす Harm1(§りの正規

直交基底とする：

Jい (x)沈臼）如（叫＝飢ふ，k2
§d 

ここでやや乱暴だが，パラメータ s2: 0の Sobolev空間 ]HIS(§りを次の性質を満たす関数
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f E lL2(割）の作るベクトル空間として定義する： f E lL2(§ りのフーリエ係数

fz,k :=〈f叫〉い（釦）=! 厄叫(x)如 (x)
§d 

について，ふ：=l(l+d-1)として，

oo 吋

LL(1十ふ）s1Jz, 記<00 
l=O k=l 

を満たす（より詳細は例えば， Brauchartet al. [8]を参照）．また， IHI8(§りの内積とノルムは

a}s) :=:: (1十ふ）ーs;=:: (1 + l)-2sを満たす実正数列 {a戸}1>0に対し，それぞれ

oo 吋
1/2 

1 A 
oo 吋

<f,g>a•,~江戸,,,!J,,,llfllw ,~(~~ 土1/,,,1')
とする．

球面上の Sobolev空間 ]HIS(§りの解析において重要となるのが，先述したようにこれが再生核

Hilbert空間になることである．例えば， Brauchartet al. [8]におけるジッタード・サンプリング

の近似性能の評価は，内柏をデリケートに選ぶことにより， d/2< s < d/2 + 1に対して，再生核

k叫・,・)が以下のようにコンパクトな表示を持つことを利用している (Cui-Freeden[13]で提示さ

れた distancekernelの一般化であることから， Brauchartらは, generalized distance kernel 

と呼んでいる）：

k叫X,y) := 2Vd-2s(§ り— Ix -yl2s-d, Vx,y E§d_ (11) 

Sobolev空間町(§りにおいて，租分I(f)= Ji炉 J(x)d四 (x)に対する N点集合XNC§dで
の近似Q[X刈(f):=点L,,,EXNf(x)における最悪誤差 (worst-caseerror)を

wce(Q[X刈；lH[S (§ り）：= sup IQ[X刈(f)-I(f)I 
/E町(§り
11/llllls :Sl 

で定義する．このとき， lH[S(§ り上の QMCデザイン系列は次で定義される．

Definition 4.1 (IHI8 (§ り上の QMCデザイン系列， [8]).s > d/2とし， {X吋を誓上の点集合

の増大列とする．このとき， Nに依存しない定数 c(s,d)>Oが存在し，

wce(Q[X刈；町(§り） 5 
c(s, d) 
Ns/d・ (12) 

が成り立つとき，増大列 {XN}を庄(§り上の QMCデザイン系列であると言う．

近年， Brauchartet al. [8]により，一般の Sobolev空間w;(§り上の QMCデザインや，球面
以外の多様体上の Sobolev空閻における QMCデザインが定義され，その研究が行われている．

QMCデザインの「確率的な」構成法に関する研究は Brauchartet al. [8]のジッタード・サンプ
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リングを用いた方法，筆者 [22],Brauchart et al. [7]による行列式点過程と呼ばれる確率点過程を

用いた方法などが進められている（さらに Brauchartet al. [7]では， "hyperuniformity"と呼ばれ

る概念のもとで統一的に扱う試みを行なっている）．一方で「決定的な」構成法については，未解

決であり，さらなる進展が望まれる．
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