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転位のある結晶のリーマン幾何学

静岡大 ･教養 北 原 和 夫

§1 序

結晶中に トポロジカルな乱れが存在するとき,物性はどのように影響されるか,という問題

は,最近のアモルファス物質の研究の上で重要になっていると思われる｡ トポロジカルな乱れ

の最も単純なものは転位による乱れである(図1)｡規則的な結晶では原子の位置 (格子点 )

は3個の整数を指定すると決まり,そのうち

の1個が±1だけ変化すると降 りの格子点を

あらわすことになる｡しかしながら転位が

存在すると格子点の番号付けが一意的になら

ない｡2つの格子点の相対的位置を3個の整

数で表わそうとすると,転位線のまわ りをど

のようにまわ りながら格子点を数えてゆくか

によって,相対的位置をあらわす整数は違っ

てくる｡規則的な格子における素励起の伝播が

= ==コ
H -T ∑ ln><7nI→一一･･事
(n,7n)
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図 1 らせん転位

(1)
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のような′､ミル トニアンで与えられているとする｡ここで和は最近按格子点の対についてとる

ものとする｡このとき

ー-････■
Ik>-⊥ ∑｡ik･nI=>
→

ノ万言
(2)

は(1)の固有状態であ り平面波をあらわす｡ところが転位がある場合,最近按格子点間の遷

移をT(一定 )としても(2)が固有状態とならないことは明らかである｡格子点nをあらわす′~ヽJ

3個の整数の組が多価性を帯びてくるからである｡川村1)によって転位による波動の散乱が格

子について論じられているが,ここで,我々は連続体弾性論を用いて,転位のある結晶をひず

んだ空間とみなして,その中での量子的波動の伝播を論じる｡

§2 ひずみを持つ連続体の記述
>

ひずみを持つ連続体は distorsiontensorβji(jt)によって特徴づけられる｡近接する2点x
--◆ --う-
とx+dxにおける原子の変位の差をd言 とすると,

→

dug -dx]β]i(x) (2)

→

と表わされる｡これが Pji(x)の定義である｡2) 転位があると,転位線を囲む閉曲線Cにおい

てduiを積分したもの

----チ
idui-idxjPji(a)H bもC C

･････････■
は,有限の値になる｡ベクトル Aは転位のBurgersベクトルと呼ばれているbまた,

α.I(冒,1 6,lk £ βkL(x)

→

)i

(3)

(4)

は転位密度と呼ばれ,j軸に垂直な面を通る転位線の Burgersベクトルの乙成分の和をその面

の面積で割ったものである｡

ひずんだ結晶の中を電子が伝播するとき最近接原子間の結合だけが伝播を支配するものと

しようBそれは,(1)で与えられる/､ミル トニアンを仮定することに対応する｡簡単のために

刃状転位の場合を考える｡図2においてAから出発した電子が再びAに戻ってきたとする｡

この時,電子の運動は,図3のような完全結晶の中の遺すじを運動しているのと同等である｡

なぜなら電子にとっては,最近按格子点の相対的関係だけが支配的であるからである｡図2を

仮に変形結晶 (deformedcrystal) ,図3を緩和結晶 (relaxedcrystal)と名付けることにする｡

緩和結晶においては,電子は完全結晶における場合と同じような運動をすると考えられる｡
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図2 刃状転位をもつ変形結晶

A

図3に対応する緩和結晶

従って,変形結晶と緩和結晶の間の対応関係を見出せばよい,ということになる｡緩和結晶は

変形結晶によ~って一義的に決まるのではなく,変形結晶における電子の径路に依存するのであ

る｡

今,変形結晶で電子がd言だけ進んだとする｡この距離の間にd言だけのひずみがあるのだ

から,優形結晶における変位 d言は緩和結晶における変位

→ → →

dy-dx-du

に対応する｡成分で書くと

--･ナ →
dyも -dxi-dx]βji(x)…dxjrji(x)

(5)

(6)

である｡電子は,変形結晶でd言だけ進む時,完全結晶においてd声 こ相当する分だけの原子

配列を見ることになる｡従って電子にとっての距離は

-･ヰ

dyady)-gij(x)dxidxJ

となる｡ここで

→ -････事 →

gij(x)- γik(3)γjk(a)

(7)

(8)

緩和結晶における直線 (すなわち,例えば結晶軸に沿う径路 )は d2yi-Oで与えられるが,

(6)より,変形結晶では

● >

d2-i+Iljk(a)血 jdxk-0

と表現される｡ここで接続の係数Tjk(i)Gま
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･ji'x)- 隻 (言)[γ-1(言']ni
･E

∂x k

(10)

となる｡従-て変形結晶は計量 gij(i)が(8)で与えられるような Riemann空間と考えてよ

い｡3) 空間の曲率はこの計量テンソルを用いて計算することができる｡

以下,簡単のためにZ軸に平行ならせん転位が連続的に分布している場合を考える｡この場

合,distorsiontensorは

βxz=βXZ(α,y), ♂,ヱ-βyZ(x,y)

のみで他の成分は0である｡従って

gij-

1+βxz2, βxzpyz･ -β∬之

βyzβ∬Z, 1+βヅ…, -βyz

-βxz, -♂,I,

また,その逆行列は

0･ β∬z

1 , βyz

β∬Z･ β,I, 1+βRZ2+♂,≡

となる｡これより断面曲率が求められ

Rxz∬Z R yz yz
2 2

gXGgzz-9∬Z gngzzーgyz
ニー(㌢ )2

などとなる｡すなわち曲率は転位密度の2乗に比例し,かつ負である｡

(ll)

(12)

(13)

§3 変形結晶における波動の伝播

電子は完全結晶の中で自由粒子のように振舞うものとする｡然らば,緩和結晶において時刻

i-Oにある点す(o)に電子が居たとして,その後,各々の時刻 tl<t2< ･･･<tN-= こ
おいて

[yL(il),yi(tl)+8yi(il)], [yi(t2),〆(t2)+∂yi(t2)]･
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･- [〆 ( tN),yi ( tN)+ ∂ y i ( tN)]

という｢門 (gate)｣を通る量子力学的波動は

3 i

[ Ⅰ- .口 ∂ y i'T)]exp t言 Io dT 芸 [盲 (I) ]2)
oくTくt も=1

==Eコ E
で与えられる｡4) 然るに実際の空間座標xに対して緩和結晶の座標タは(6)の微分の形で定義

≡=コ E =E
されているものであるから一般に .7-y(x)という一意的関係が存在せず不便である｡

従って (7)を用いて

→ -ヽ -→

[y(I)]2- 9 ij (a(I ))Li(I)i j-(T)

と置き,またヤコピアンを導入して

3 3

rI n ∂ y乙(T)-I rI n ∂xi(I)
oくでくii=1 0(Tくtも=1

と置く｡ヤコピアンJは, (6)を

丁 .･ __ナ
yt(I)-yL(o)-xi(Tト xi(oトJdT′妄j(T′)βノ･i(x(T′))0

(14)

(15)

(16)

のように積分 して,これをy乙(I)とxj(T′)[0≦ 丁′≦T]の間の変数変換とみなすことによ

り得られる｡すなわち,(16)の変分をとれば,

→ T

∂yi(I)- 8xj(I)γji(x(T))+∫dT′6∬ j(T′)0

･tTk,n(言(T′)ト Il,冒(言(T′)))Lk(T′)γnl(言(T′)) (17)

となるので, ∂yi(I)/ax J(T′)を行列要素 [(乙T)冒 (jT′)列 ]とする行列の行列式を求め
-････ナ → --->

ればよい｡時刻 t-Oにおいて x(0)-x.tこ居た電子が時刻 tにおいてx(i)-言 に居ると

いう量子力学的波動[則ち,グリ､-ン関数]を計算するには,途中の ｢門(gate)｣ について

積分すればよい｡従って

i(i)==

G(言･=o't)=妄(0,=言｡逮 (言)｡<Tくt'(冒(I))
T

x exp[J dTtT/i(言(I)ト Fi,i(言(T)));'(I)]0
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i 7n

xexp [i /. d T盲g ij (言 (I))去i(I ) Lj (I)]

となる｡ここで,r(x)は行列 rji(言)の行列式である｡
一･う･

更に,

≠

exp [吉 I. dT芸g ij(冒(T))左 i(I))Lj (T)]

i

- ∫-A(i)exp [吉 I. dT G j(T)γji(i (I ))p 8(T)
[言(T )]2
27n

)]

(18)

と表わせることに注意すると,一般的に完全結晶でバンドエネルギー e(言)が与えられてい

るとき,変形結晶における電子わ波動のグリーン関数は

冒 (i)=言

G (言言 o ; i)- I= (0)=言 ｡ 』 (=' JA (言)o(T 三言 (言 T̀))

i

xexp[J dTtIlj…(言(I))-T･車(言(I)))よ'(T)]o り

£ .･ _→ . ∴ _→

×exp[iJ.dTGj'T)γji(言(T))pa(;)16(p(I)))] (20)

で与えられるものと考えられる｡

§4 らせん転位の場合

§2で述べたような,Z軸に平行ならせん転位が連続的に分布 している場合を考える｡ 即ち

βGZ= β∬Z(x,y), ♂ ,Z = β,I(3 , 9)

として他の成分は0とおく｡このとき接続の係数は

IIx三ニー∂β∬Z/∂x,IlI--∂β∬Z/βy,∬γ

T z=-∂P ,I/∂x･IIZニ ー ∂β ,I/∂yy･r ' yヱ Jyy

→
以外は0である｡また γ(α)-1

である｡従って
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●

G(α,∬｡;i)-∫言(i'=言-A (i)explil. dTL(言(I)言 (T))] (21)

→ → _i(I)二言 _→ i_i

言(o)-言o

●

L(言言 )- 芸 (; 2+ ;2)+ 芸 昌 一βCZ(x, γ )ムーβ ,I(∬･γ) ; ) 2 (22)

となる｡これは∬,〟,zについての径路積分を順次行うことにより

G(-3,i.;i)=了 t̀'=∬』 (a,Iy(i)=yA(,)Jz(t'=Z-IotdT(叛 勅 Z)逮 (Z)
x(o)=∬o y(o)=yo I(o)=zo

i ～ ●

×exp lf J. dT芸 (言 (I) ) 2] (23)

と書くこともできる｡状態密度を計算する場合は言から出発して言にもどる径路積分を行 う｡
-･｣■--ナ

すなわちC(∬,∬;£) を求める訳であるがこの時

≠ .

∫ dT(去 β∬ヱ+yP ,I)- I(dx βGZ+ d ye,I)
0

- - IdSaz z
S

(24)

となる｡azzは(4)で定義される転位密度であり,面積分は,言から出発して言 にもどる閉

曲線を∬-y面に投影して得られる面 S(図4)について行われる｡ (24)払 転位が存在す

る結晶内で一周するとどれだけ結晶面がずれるか,ということを表わしている｡

最も簡単な模型として (24)が面積 5のみの関数であるとしよう,すなわち,

図4 式 (24)における面積分
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北原 和夫

JdSazz- a(S)
S

とおく｡ α-γ面の閉曲線が囲む領域の面積は

S-吉/.tdT(x(T);(Tト 去(I)y(I)}

で与えられるから(23)のグリ-ン関数は

G(;･;:i)-I; dSI;二't,'==;;'α(S)7Z』 (言)a(弓 I.tdT{x(T)頼

i .

亮 T)y (I) ))exp [吉 J. dT竺 (言 (I)) 2]2

(25)

(26)

(27)

>
となる｡ここで βZは Z軸方向の単位ベクトルである｡(27)は更に次のように表わすことがで

きる｡

G(言言 ;i)- 去 I_;dり ∞dSeilSJ言(t'=;'α(S)72』 (言)-cx' =(o)==

i .

×exp[言 J.dTLl(言(T ) Ii(I ))]

● ●

Ll(言言)-竺(言)2一生 (a,-,3)
● ●

2 2

ここで

(28)

(29)

とおく｡これは一様磁場 (大きさ }方,Z 方向 )中の荷電粒子の運動をあらわすラグランジア

ンと同じである｡これより状態密度N(E)を計算すると,

(::×⊃ Cく⊃ C<:)

･(EH dkl dり dS(去 )eilS'ikα(S'-C<) -CX3 -Cく)

･器 n!｡8[E旦 吏 (･n+i,一慧 ]

Cく)

7n
(30)

という表式を得る｡

電子の径路が囲む面積に対して,転位による結晶面のずれがどのように依存するかは,勿論

転位の分布によるわけであるが,今,

α(5)- tα;,'

ISL<So

151>50
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0 5 10
∈′昨2/TnSJ

図5 vY oa -3･0の場合の状態密度

としよう｡面積が小さい時は転移は揃っているが,大きな面積をとる反対向きの転位も入り込

んできて相殺する,という模型である｡ α-0すなわち完全結晶においては

N(E)∝ √首~

であるが, α≒0だとN(E)に振動があらわれる｡状態密度のピーク間の巾をAEとすると,

AE～更 ._
1

7TL So

であり,転位が揃っている領域の巾程度のdeBroglie波長に対応するエネルギーである｡

§5 結 論

格子の結合に乱れがある場合の量子力学的波動の伝播は公式 (18)によって⊥般的な形で

与えられる｡しかしながら径路積分を具体的に評価することは一般的に困難である｡ §4の

模型は取扱い得る最も単純な模型であるが,置換型の乱れとちがって状態密度にtailが出たり

しないのが特徴と言えよう｡ §2で転位のある連続体の Riemann幾何学的解釈を行ったが,

負曲率の空間ということが何を意味するのか更に考えてみたい｡(特に,最近のフランスにお

ける非晶質の幾何学的研究 5)との関連において｡)

以上は,中里和郎氏 (日立 )と荒木障氏 (日本鉱業)との共同研究6)に基 くものである｡
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