
22

1 はじめに

多価性•特異性を考慮した境界要素法による
磁性流体界面現象の時間発展解析

元北海道大学工学部水田 洋

Yo Mizuta 
Faculty of Engineering, Hokkaido University 

磁性流体には Rosensweig不安定性［1]のような特有の界面現象があるが，その安定性解
析・時間発展解析を行う場合，界面が速く複雑に変形するたびに磁場解析と流体解析の両方が

必要になるため，界面が大きく変形したり印加磁場分布が任意でも適用可能な，正確かつ効率

的な数値解析システムの構築が望まれる．ただし，界面量（磁場・応カ・流速など）を調べれ

ば十分なことが多く，静磁場および非圧縮・非回転・非粘性流体を仮定すれば，境界要素法

(Boundary Element Method, BEM)を用いて，磁場解析では磁気ポテンシャル¢・法線磁束

密度 bzを，流体解析では流速ポテンシャル¢・法線流速 Vnを境界に限って求めることがで

きる [2].
磁性流体の界面現象については，界面力学方程式 (Equationfor Interface Motion, EIM)に
よる流体解析 (2節）と汎用磁場解析 (MagneticAnalysis for General Use, MAGU)による磁
場解析を組み合わせた [3,4, 5]界面安定性の分岐 [4,6, 7]や界面物理量の波数スペクトルの
時間変化［7,8, 9], あるいは， Rosensweig不安定近傍で界面変形の成長減衰を振幅方程式に

より調べる非線形緩和力学 [10,11]がある．これらと比較するため，本研究では，以前，間接
境界要素法による磁場解析・流体解析により，一様鉛直磁場中の 2層系の界面上で磁場・応

カ・流速を求め， Rosensweig不安定性の安定性解析との関係を議論した [12].
本論文では，より安定で正確な時間発展解析が可能となるよう，双極子モーメント密度を用

いた間接境界要素法の代わりに，直接境界要素法に基づく磁場解析・流体解析について議論す

る(3節） ［13]. このとき，境界同士が交わる交線上の点で多価になる物理量の扱いを考慮しな
がら，離散化係数が対角項で持つ特異性を定ベクトル場条件を用いて回避する方法を考察する

(3.2節） ［14]. また，磁場解析・流体解析それぞれについて，境界条件の選び方に注意する (4
節）．磁場解析の妥当性を検証した後 (5節），時間発展解析により [17],印加磁場を強くする
と早まる界面変動の不安定化について，界面変位・界面応力和・界面磁束密度・界面流速の関

係を 6節で調べる．

2 非線形磁化を考慮した界面力学方程式

非圧縮・非回転・非粘性の磁性流体界面の動的解析を界面形状の制限なく行うためには，

Bernoulli方程式と界面上の力学的条件から導かれる次の界面力学方程式 (EIM)を用いる

[12, 15]. 

心＋S=O, S三 G+C十八＋D+po. (1) 

ここで，p,r..p, S, G, C, TN, D, p0はそれぞれ，流体密度・流速ポテンシャル・界面応力和・
重カポテンシャル・表面張カ・磁気応力差・動圧・大気圧である．（1)の時間積分から求めた
r..pは，流体解析の BEMでDirichlet条件を与え，対になる法線流速 Vnが決まれば，合わせ
て界面流速vが得られる．これにより，次の時間ステップの界面変位を求めることができる．

なお，界面の動きが充分遅くまた大気圧が一様として，以後， S中の D とPoは無視する．
磁気応力差 TNは界面磁場から決まり，磁場から流体への作用を表す．磁性流体では，磁場

の強さ Hがある程度以上強くなると，飽和磁化のため，磁化 M がHに比例しなくなる（非
線形磁化）．

M(H) =Ms{coth（道）ー：H}．位］口0:『)(2)
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このとき磁気応力差は，両領域に共通な界面磁場，すなわち接線磁場 hx,Yと法線磁束密度 bz
から次のように決まる [16].

TN= —摩{(]-」)叶2- µ。~ln(~),
H=叫＋麻＋（し）2．
流体の透磁率 μ1は，線形磁化の場合や真空透磁率μ。とは違い， Hに応じて変化する (B1:
流体側の磁束密度， H1：流体側の磁場）．その結果， μ1は領域内で一様にならず， Hを通し
て座標がに依存するようになる（非一様透磁率）．

μ戸閾＝ µ。 {1+ 摩（coth （道）一~)} =μ(H（が）） ＝ μ(が）
3 直接境界要素法 (DBEM)による磁場解析と流体解析

(3) 

(4) 

3.1 直接境界要素法 (DBEM)の基礎式と定ベクトル場条件
任意の界面形状と印加磁場分布の下で，流体・真空各領域内部での調和性と界面上での連続

条件を満たす界面磁場 hx,Yと法線磁束密度 bzは，境界要素法を利用して求められる [12].

h'= v''¢', b'= µ'h' のように磁場と磁束密度を導き Gauss の法則▽’·b’ ＝▽＇•（µ’▽'が） ＝0 
を満たす磁気ポテンシャルを¢'とするとき，直接境界要素法の基礎式は Greenの定理から導

かれる．ただし，非一様透磁率のため，透磁率 μ(r')= μ'が場所の関数となることを考慮し，
Greenの定理を Gaussの定理で次のように拡張する [15].

ldV'{¢'v''·(µ'四）一ゆ▽'•(µ'v''¢')} = i dS'・ { ¢'(μ’▽’心）一心(μ'v''¢')}. (5) 

ここでは， S,Vを閉曲面とその内部領域， r,r'を観測点とソース点とし，ソース点だけの関
数や微分を 9で表している．また，心は▽'.(μ’▽’心） ＝6(r'-r)を満たす Green関数である．
Fig. l(a)のような，流体領域(J= 1)・真空領域(J= 0)から成る 2層系を考え，各領域の
境界的上の接線単位ベクトルtxJ,YJ,法線単位ベクトルtzJをまとめてtロ(I=X,Y,Z)と
表す．各領域の (5)からは， SJ上の磁気ポテンシャルのJと法線磁束密度b'zJ三μり(t'zJ・v'')的
あるいは磁束密度成分加＝µJ(tIJ •V恥(I=X,Y,Z) に対する直接境界要素法の碁礎式が，
(6)第 1式のように導かれる．

｛口＝が＇（q沙＇J―印 b'zJ)' 嘉J口［tり嬬：心J,

言：〖 と6::q▽;:;心zし：i：よ:::1；:□:t(r]心J:)し｀虐心。JlS:on内：日(6) 
↑b□□三言
市
一

心

(b) (c) 

T

F

 (2) 

B 

Fig.l: (a) Two-layered system under homogeneous vertical magnetic field. (b) Discretization of boundaries. 
(c) Multiple normal vectors on corner where boundaries cross. 
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境界要素法は，▽'•（V冨）＝0 を満たす流速ポテンシャルゃによる非圧縮・非回転・非粘性
流体の解析にも適用される．

]:a:=]s:：ー：z］a:］［三□／：をμ:心：Jこ□゚'¢。を任意として，これより導か（：
h。,¢。を定ベクトル・定数とするとき，

0 = i~dS'qu, at□ =i~dS'(q1Jr'- μ]加t如） （8) 
SJ的

は，次節において，離散化係数の間の総和則を導くために利用する．

3.2 基礎式と定ベクトル場条件の離散化

(6)の面積分的を NJ個の微小な面要素（FE)の和で置き換える (Fig.l(b)). riを観
測点座標， Tjをj番目の面要素 SJzの代表座標とする． SJz内で約と b如は一定とし，

¢戸的(r]), bJZ三b~J仇）， μ］三μ'仇）， ¢i号J仇）， b戸如（れ）， μ戸μ（れ）と置けば，巷
礎式（6)に対する離散式が（9)のように得られる．

NJ 

砂＝ど(Q謁＋P凶）＝：ど(QijZ的砂＋P芯z朽z),
J=l j=l ZEJ 
NJ NJ 

a包心(Q砂＋摩） ＝I:I:(Q贔SJ元＋P認z幻z).
μi j=1 j=1ZEj 

(9) 

ここでは以下のように，矢印左側のような離散面要素Sjz上にわたる積分を，P,j,pi~ゃQijか
Q贔， bjzから定義したQij,Qふ句を用いて矢印右側のように置き換えている．

: (ff名zdS’q沙'J)9JZ →Q9J叱二ど仇zSz匂

: (-JJ名zdS'むb'zJ)tJZ → PtJも三どEぶzもz,

: (ff名zdS’qIJ¢り） → Q砂三どQ娼SJ叫

〗(-JJ名zdS'如b'z:〗→ P,{bJ三:P認zもz,
知＝謬， P:ょJ, Q似＝ 3（tIR(`-(mZ,Pt] = 4 J̀' 

(10) 

bj三LSjZ幻z, sj三LSjZもz,
ZEj ZEj 

R三Tj―ri, R三|RI, tR三R/R,
紐．jZ 三松•もZ, (iJ-R三tiI• t凡 (tI•Jz 三tiI ・もz.

なおここでは， Fig.l(c)のように，座標 r]が同じでも法線方向tJzが複数あることによる多
価性を考慮している．この場合，磁気ポテンシャル(pjおよび P2j,P↓は Tjと同様法線方向

Zによらず共通であるが，磁束密度成分 bJzおよびQijZ,Q伽はtJzに応じて多価となる．

(9)のどZEjは，同じjに属する複数の方向 Zの和を表している．

観測点 rが境界上にあるとき， r＇→ rで Green関数qJ,qu,幻，心n は発散する．対角
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項j= iにおけるQij,pij, Q{j, pi~では，このような特異性を持つ Green 関数の面積分を求
めなければならないが，ここでは，分点数を増やして数値的な精度を上げる代わりの方法を考

える．

定ベクトル場条件 (8)を(6)と同様に離散化する． このとき，非対角項和
NJ NJ 

Ai=どQii'Ci=ど{Qi]仇ーり＋μiPiiSi},

伍釦})
NJ NJ 

(11) 

AにLQ{j, C□L {Qfj仇ーれ） ＋μiPitsi} 
闊 贔

を定義すれば，離散化された定ベクトル場条件 (8)は，次の (12),(13)のような離散化係数
Qij, pij, Q{j, P;tの総和則になる．

NJ 

0＝こ仇―a=Ai+ Qii -a, 
j=l 
NJ 

〇＝どQ{j =A{+ Q{;, 
J=l 

NJ 

〇＝ど(Qめ＋µ尤ぶ）—叩＝Ci+どµ況ふtiz,
j=l ZEi 
NJ 

〇＝L(Qわ＋μJP認）ー atiI= cf + LμiP.認ztiz-atiI・
J=l ZEi 

(12) 

(13) 

ここで rtにおいて，互いに独立だが必ずしも直交しなど3本のベクトルtiz-1,tiz, tiz+1 

から構成される［戸(t辺＋1X t辺ー1)/ [tiZ-1 tiz tiZ+l]がr:;•tiI = 6ZIを満たすことを用い
て， ci,c［をtiz-1,tiz, tiz+1の各方向に分解したときの成分 Ciz= tiz. Ci, c{z = tiz. cf 
を求める．これにより，対角項係数を非対角項係数和から決めるための (14)が導かれる [14].

{%=-A}+a, μ戊ぶz＝伍・(-C』 三ーCtZ' (14) 
Qtt = -Ai' {μiP認 z=tヽ• (-C［ ＋叫）三一cじ＋a知，
(9)において対角項を分離し，（14)を用いれば，

NJ 

〇＝I:(Q巧＋Piibi)-AふーとCiz筐
贔 ZEt仏

NJ 

0 ＝I:(Q砂＋摩）— A信ーど心竺
閲 w-μi 

(15) 

(15)は，特異性の懸念がある対角項係数や意味が曖昧になりがちな aを含まず，定義が明確
な非対角項係数和だけで構成されている．また，第 2式がある点で，［2]で指摘されている一
様ポテンシャル条件の拡張となっている．

4 境界条件の選択

境界要素法により，磁場解析では磁気ポテンシャル¢Jと法線磁束密度 bzJが，流体解析
では流速ポテンシャル¢と法線流速四が各境界で得られるが，方程式を解く際に既知あるい

は未知とされる量に応じて，境界条件を次のように分類する．
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詞以ぢ霜，bコ塁闊 畏悶C嘉□ent`
(3) のl＝伽＝¢,加＝一 bzo=bz. （界面条件）

Fig. l(a)のような一様鉛直磁場中の 2層系の解析を想定して，磁場解析では真空領域上方
T と流体領域下方 Bで阿じ大きさの鉛直一様磁場を逆符号で与え，側方境界では bzJ=Oと

する (Fig.2(a））．また流体解析では， Bおよび側方境界では法線流速 Vn=Oとし， Fでは，

界面力学方程式（1)に基づいて，ゃにー『dtSf pを Dirichlet条件として与える (Fig.2(b)). 
全ての境界が Neumann境界になると釦が不定になる．このため磁場解析では，境界 F
の中央で，ポテンシャルの基準値を与えている．

(a) (b) 

T

F

 

B 

F' 

B 

¢ ：閾t1~1岱pp
z1=-bzo 

B : {2} bz1=-bapp 
Sides: (2) bzJ=O 

Fig.2: Boundary conditions for (a) magnetic analysis and (b) fluid analysis. (*) denotes category number 
of boundary conditions in §4 

F : (1) <p=-fi。:dt S/ p 

忍des:｛腐：：悶

5 磁場解析の検証

Table 1の条件で Fig.l(a)の界面 Fにおける界面磁場を求め，作成した解析コードの検
証を行った有限振幅の軸対称孤立波形状（高さ：(pro,幅； Wpro)の界面変形と領域間の透磁
率差がある場合 (CaseC)に先立って，界面が平面で領域間の透磁率差がない場合 (CaseA) 
と，有限振幅の界面変形があっても透磁率差がない場合 (CaseB)を調べた． CaseA,Bでは，
流体下面 B と真空上面 Tに一様な磁束密度 b。（強さ： bapp)を印加すると，界面にも同じ磁
束密度が現れるはずである．

Tablel: (a) Physical parameter values used for calculation in Fig. 3---6(after [11]). (b) Numerical parameter 
values used for calculation in Fig. 3-6. (c) Definition of quantities. 

(a) 

a 9.81ms " 

゜
1.17 X 10° kgm ・a 

o・ 3.09 xlO―'Nm― l （表面張力係数
Ms 2.32 x 10'kAm― L 
XO .1.ul 

WDro 1.03 xlO―・m （臨界波長）
Coro 1.00 xlO―"m 
baDD 2.40 xl01 mT （一様）
TDer 1.89 X 10―↓ S （振動周期）

面変位
而応力和
応力差
テンシャル
ヵ
＝ンシャル

(b)訃：三」彎詈j
Case Aでは，求めた界面磁束密度 b= μJv'<PJXtzJ+bzJtzJの分布は，界面の縁に至るまで
一様（定ベクトル場）になる．界面中心付近での b。との最大相対誤差は6=llb-b。II/llbll = 
4.00 x10-13であった． CaseBの結果を Fig.3に示す．幾何学的条件が変わり b。との最大
相対誤差は上昇するが， 8= 6.19 x10-4であった．

Case Cでは，幾何学的条件だけで決まる定ベクトル場条件（定ベクトル場が基礎式を満た

すための条件）と離散化した基礎式の連立1次方程式系の誤差は CaseBと変わらないが，透
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(a) b (c) TN (e) s (g) V 
T [Nm-2] S [Nm-2] 

-180 175 170 165 160 -180 175 170 165 160 

［ 1、xnml 幻四°, 20 <ffマ20 I ~ I ~芦20心豆0 。l.J'0

[mm] -20 。 ;;'20"-20 y[mm] 
x[mm] 

(b) b (d) G, C, TN (f) S (h) v 

ぷ―'
0E -50 

[9:er20::」]oulnat:mdasde:Br[b：ロニ:e□□trhelnnごこ。：S二。n□゚。ロニ ロロ
磁率差は界面条件を通じて影響を与えるため， bはb。から変化する．ただし，現条件でその
変化はわずかである．

Case A,B,Cいずれの場合も，離散化係数が定ベクトル場条件を，求めた的， b如が華礎

式・界面条件・対称性を充分に満たしていることを確認した．

bは磁気応力差 TNに用いられ，他の応力 G,C と合わせて界面応力和 Sとなる．界面カ

学方程式に基づく流体解析からは， Sの非一様性が誘起する界面流速 vが求められる．

6 時間発展解析

流体解析の境界要素法では，界面において， 4節で述べたように Dirichlet条件を課す．す

なわち，流速ポテンシャル¢を与えて法線流速 Vnを求める．これらから得られる界面流速

v = Vcpxtz + Vntzを時間積分すれば，時間ステップごとの界面形状（界面上の点の座標） T 
が決まる．一方ゃは，界面力学方程式（1)に基づけば，ー S(r)/pを時間積分して求められる
が，界面応力和 S自体が rから決まる．このようなゃと Tの時間積分は同時並行的に進め
る必要があり，これは次の連立時間発展方程式の形に表すことができる．

詈＝f(t,z(t)),z= (~), f=  (-St)IP). (16) 

ここでは， 2次または 4次のルンゲ・クッタ法を用いて，（16)の時間積分を行った．なお，時

間ステップ幅△tは充分小さくとり，数値的な安定性条件を確保している．

Fig. 4は， bappを変えながら，界面中央における〈およびSの時間変化を示している．こ
こで，右軸と細いy=O横直線はふ左軸と太いy=O横直線は Sのものである．

bappの増加と共に， Sの振動の中心は正から負へと移る．これは，界面力学方程式

如 ／8t=-S/ p, S三T叶 G+C において， bappの増加と共に， μ1>μ。で負の TN（線形磁
場の場合 TN-:::'(1/μ1-1/ μo) {μ氾o(hえ＋砕）＋砂｝／2）がGや Cを凌駕するようになるため
である． Fig.5は，流速ポテンシャル¢の時間変化をFig.4と同様に示したものである．磁場
がなければ， S>Oに応じて ゃは振動しながら減少し， cp-::::'{cosh k(z+d) / k sinh kd} (8(/at), 

G=pg((k:波数， d:水深）により，くの安定な振動が示される．しかし， bappの増加と共に ¢
は振動増加または単調増加へと転じる．

bapp=l2.0, 16.0 [mT]の場合，途中での計算の破綻が見られる．このような界面変動の不安
定化は bappが大きいほど早まるが，その直前では，負の Sが急激に変化している．

Fig. 6に， b唖＝12.0[mT]について，破綻（710[ms]付近）直前の(,v, cp, s, TN, b, bnの
(V)界面分布をホす．なお図中の矢印は， b以外， Vを表す．下に凸に変わった界面中央付近
では， bnが bapp=12.0[mT]から局所的に強まる．これにより， Sは（負の方向へ）大きくな

る(htの八 への寄与と TN以外の量の Sへの寄与は圧倒的に小さい）．界面力学方程式の接
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Tom•• IOO(m1)(0010) 

bapp: 
O.O[mT] 

bapp: 
4.0[mT] 

bapp: 
8.0[mT] 
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線方向偏微分pOvJOt|Z=<=-Vぷ (vt＝双cp：接線流速）より， Sの接線勾配が接線流速の
起動力になる．ただし， Vtがただちに生じるわけではなく，起動力の蓄積で生じる Vtが閉じ

た領域内で還流した後，少し遅れて界面中央が急上昇し，これが界面の不安定化をもたらす．

7
 
まとめ

直接境界要素法に基づいて，実時間実空間で磁性流体界面現象の安定性解析・時間発展解析

を行う解析システムを構築した．直接法では，静磁場の磁気ポテンシャル¢J・法線磁束密度

bzJまたは非圧縮・非回転・非粘性流体の法線流速ゃ・流速ポテンシャル Vnの未知量が，連

立1次方程式の解として同時に求められる．
界面では，磁場解析では¢J,bzJの連続条件を課し，流体解析では界面応力和の時間積分で
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求めた¢を Dirichlet条件として与え，得られた流体速度から界面形状変化を決める．なお，
磁気応力差，非一様透磁率において非線形磁化を考慮した．

解析精度を向上させるため，尖った境界上の点に複数ある法線方向による物理量の多価性

を考慮したまた，基礎式を離散化する際対角項の離散化係数が持つ特異性は，「定ベクトル

場条件」から導いた「離散化係数の総和則」により回避した．領域間の透磁率差がない条件で

行った数値解析では，流体領域下方と真空領域上方で与えた一様な磁束密度が，界面でその縁

に至るまで再現された．

時間発展解析により，界面量の時間変化を見ながら，印加磁場強度と共に早まる界面変動の

不安定化を解析した．界面応力和 Sについて，界面磁束密度 bから得られる界面分布と，そ

れから引き起こされる界面流速vを調べた．
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今後本解析を， Rosensweig不安定性近傍の安定性解析［11,10]など，従来の研究と比較し

ながら，更に進めていく．
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