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近年， rエンタングルメント(量子もつれ)Jの概念が，量子情報科学だけではなく，物
性理論・超弦理論・量子重力理論をはじめとした幅広い研究領域において，非常に重要な

ものとなっています.この状況を傭服的に眺めると， r系の持つエントロピーを余剰次元
がうまく吸収してくれる」ということなのですが，rエントロピーjに「余剰次元jって何
だかいきなり怪しい響きですね.本稿ではこの物理的イメージと計算の詳細をできるだけ

丁寧に御紹介したいと，思っています.この概念を理解することで， rエンタングルメント・
エントロピーJを媒介に， r密度行列繰り込み群Jr面積則Jr行列積・テンソル積変分法J
「エンタングルメント繰り込み群Jr双対性Jrホログラフィー原理Jr AdS/CFT対応JrD 
ブレーンJr情報圧縮の上限Jといった各研究領域のホットなキーワードが，実は非常に
密接に結びついていることをご理解いただけると思います.このことは我々の自然認識に

関わる問題であり，エネルギ一階層や対象に依らない普遍性や双対性が存在するという意

味で非常に興味深いことです.

本稿の全体の流れは以下の通りです:先ずは，座標変換で保存すべき情報量の意味，双

対性やホログラフィー原理など，この先で基本となる重要な概念を整理します.それらの

性質を数学的に取り扱うために「エンタングルメント・エントロピー」が導入されます.

エンタングルメント・エントロピーを特徴づけるのは「面積則Jr量子異常Jr量子次元J
です.r面積則」からは「テンソル積型変分理論」が派生し，逆にテンソル積変分理論を通
して面積則とその破れに関する知見が得られます.また「量子異常」は，一般座標変換と

量子力学の経路積分表示の視点に立てば「曲がった時空」の特徴ですが，一般に時空の歪

みが認識できるということは，より高次元に内包された部分空間の性質を見ょうとしてい

ることを暗に仮定しています.この「余剰次元Jは面積則と非常に深いつながりがあって，
余剰次元方向への歪みの強さがエントロピーの大きさに対応します.変分理論のテンソル

次元もこの余剰次元に対応するものです.またこの時空のトポロジカルな構造は「量子次

元」を通じて見ることができます.そして以上の結果としての rAdS/CFT対応J，その
応用としての「エンタングルメント繰り込み群Jr量子画像処理Jがより深いレベルで理
解できるという全体構造になっています.

1 E-mail: matsueda@sendai-nct.ac.jp 
2本稿は，編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である.
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松枝宏明

1 はじめに:余剰次元と情報量の保存

本稿では「仮想的な次元や自由度(以降では『余剰次元 (extradimension) Jと呼び

ます)を導入して，その次元に物理的意昧を持たせることにより，量子多体問題を見通し

ょく解決するjということを改めて考えてみようと思うのです 1-3 これは物性論や素粒

子論などの理論物理学に限らず，数学の諸分野も含めて，広く知られた問題解決の処方築

であることは言うまでもないでしょう.自由度を増やすということは 一般には問題を複

雑にしてしまったり解の一意性が保障されなくなったりする危険性を排除しきれないので

すが，一方では問題で要求される対称性や保存法則を満たすようにその自由度をうまく活

用できるという大きな利点もあります.どのような場合にどのような理由で問題の簡単化

という都合のよいことが起こるのでしょうか?またそれを特徴づける保存量のようなもの

が存在するのでしょうか?r物理的意味Jという部分を「物理的実在」と言ってしまって
よいのはどのような場合なのでしょうか?それらは状況によって様々で，統一感に論じる

ことは難しいと思われるかもしれません.しかしながら近年 rrエンタングルメン卜・
エントロビー (entanglemententropy) Jと呼ばれる情報量が，余剰次元の導入に伴っ

て見かけを変えつつも，どのような形で保存するのかけということを考えると，現象の

背後にある物理を含めて問題の全体像を把握するのに見通しよい場合が意外に多いという

ことが分かつてきました.一方，力学の基本である系の対称性(時空の一様性や等方性な

ど)とエネルギー・運動量保存則，相対論の一般座標変換，量子論における波と粒子の二

重性など，現代物理学で鍵となる物理法則を思いつくままに並べてみても， i情報量Jと
いっただけの抽象的なものがどれほど重要なのかはあまり明確ではありませんね.また

次元の異なる系の間の変換則ということも基礎理論としてはあまり一般的でありません.

そうは言っても，皆さん普段から座標変換に対する情報量の保存という点に注意を払って

いることは確かなのです.例えば，量子論における波と粒子の二重性は Fourier変換で特

徴づけられますが，系を有限の格子点で近似した場合には，粒子が取り得る波数も格子点

の数に応じて離散化されます.ハミルトニアンの数値対角化では日常的に用いられる方法

ですね.また相対論のローレンツ変換では 四次元 Minkowski時空での座標変換不変性

を考えますが，物理的背景はともかく純粋に情報量という観点からは，時間軸と空間軸が

光速一定であれば「距離」という同じ属性・単位でかつ双方の軸が同じだけ調密に実数が

分布しているという事実が変換を可能としていると言っていいでしょう.

一見して異なる見方に実は関係性があることは「双対性 (Duality)或いは相補性 (Com帽

plementarity) Jというキーワードでよく呼ばれています.量子論における波と粒子の相
補性や Diracの電磁双対性， Kramers-Wannier双対性におけるボンドとサイトの変換な

どはその典型ですね.また特に，この双対性が時空の次元が異なる理論間の対応である場

合に「ホログラフィー原理 (Holographicprinciple) Jと呼ぶことがあります.このキー
ワードは勿論光学におけるホログラフィーのアナロジーから来ています.光学では，三次
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元的物体をコヒーレント光で照明し，その透過光とパックグラウンド光の干渉により作ら

れる回折像を二次元の写真乾板に記録します.ここからパックグラウンド光のみと適当な

結像系で元の情報を再生することができます.ここで見られる「空間一次元分の情報量J
の「位相情報Jへの変換は， Eulerの式 eX+句=♂(cos y + i sin y) =♂( cos wt + i sin wt) 
をイメージするといいでしょう (ω =y/t， t は定数).この場合，指数関数は複素平面

上の点 z=x+ゆを一次元空間の点 zと周波数ωに変換する「写像Jです.これも或

る意味 Lorentz変換の場合と同じような情報量の変換ですね.この揺らぎが「量子揺ら

ぎ」と見なせる場合には，空間 d次元量子系と (d+ 1)次元古典系の対応となり，これ
は「量子/古典対応Jと呼ばれるホログラフィーとなります.量子系の固有振動数を全て
集めてくると固有関数は完全系を張り，それが空間一次元分の情報量に相当するというこ

とです.系の持つ情報量の計算という観点からは，この対応は極めて重要です.何故かと

いうと，一般に量子多体系のもつ情報量を厳密に知るには，固有スペクトルをくまなく

調べ尽くす必要がありますが，これは実効的に不可能であるからです.たとえ空間次元が

一つ上がっても，古典的なアプローチがあるということは非常に大きな意味を持つので

す.但し，量子系のように情報が離散的である場合は少し注意が必要です.というのも，

対応する古典時空のゲージや計量はどうなってしまうのかよく分からないからです.非常

に楽観的に考えると，古典側に長さの適切なカットオフを導入して格子にしてしまえば，

一対一対応する情報量にマップすることは可能であろうと期待されます.物性論の強力な

武器である量子モンテカルロ法 (QuantumMonte Carlo Simulation， QMC)はまさにこ

の「量子/古典対応Jに基づいているのですが，余剰次元として新たに「虚時間軸Jを加
えて分配関数を局所 Boltzmann因子に鈴木-Trotter分解すると，空間次元や相互作用に

よっては所謂「負符号問題」が出てしまいます.通常は「幾何学的フラストレーション系

では量子モンテカルロは使いにくい」という方向に逃げてしまいがちなのですが，虚時間

軸の単純な離散化(チェッカーボード分割では超立方格子を作る)が常に整合性が取れる

とは限らない(たとえ形式的に分解出来たとしても)ということを示唆しているように思

います.また QMCの例とは異なり余剰次元が数学的な利便性のために導入された抽象

的パラメータで，時空と直接の相関を持ちそうにないような場合，その自由度が対応する

量子系のどのような自由度に転化されるのかということは極めて不明確です.これは経路

積分で良く用いられる Hubbard-Stratonovic変換のような余剰次元(今の場合には時間

に依存する有効場)の導入法に見られることですが，多体相互作用を二次形式と有効場の

積に分解する方法は一意的ではありません.高温超伝導の t-Jmodelを例にすると， Cu 

d電子の局在スピン聞に働く超交換相互作用項の分解は，キャリア濃度や温度によってベ

ターな分解の仕方が変わってくることはよく知られています.統計力学的には自由エネル

ギーが最小になるような有効場がいいのだと思えばいいわけですが，今思い返すと，系が

持つべき情報量の視点からの議論は過去になかったように思います.以上のことから，特

に量子系の場合に，実際に解析の対象となるホログラフィー的に繋がる古典時空が，どの
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ような条件を備えていなければならないか検討する必要がありそうです.

最初の方で相対論を引き合いに出したのは，古典時空における「時空構造の歪みjが実

は「エントロビーの溜まり場Jであって，量子系の励起モードの数とも対応することを早
い段階で述べておきたかったためです.情報量の幾何学的見方を端的に示していますね.

即ち，ホログラフィーを注意深く取り扱うためには，量子系に対応する古典時空は適切

な曲率を持つべきで，時空の曲率に具体的にどれぐらいの情報量が詰まっているかとい

うことを気にする必要が出てくるということなのです.多様体上の量子力学では，系のス

ペクトルが時空構造に強く依存することはよく知られており「曲率jと「励起モードの

数Jは明らかに対応する概念です.余剰次元や時空の曲率を入れて理論の見通しをよくす
るということは，非相対論的問題においても，単なる数学的技巧以上の豊富な物理的構造

を内包しているといつことなのです.幾何学的物理観の有用性は近年物性論でも益々盛ん

で，「Berry位相の物理Ji強相関電子系に対するゲージ場理論Jiトポロジカル物質(量子
ホール系やグラフェンなど)Jのような微分幾何学的側面・位相幾何学的側面が非常によ

く研究されています.しかしながら 素粒子論と違って通常の物性論では正面を切って一

般相対論を取り扱わないので幾何学的見方のバランスはやや弱いという印象は否めませ

ん(勿論それが全てというわけではありませんにその点 エントロピーの議論はそのバ

ランスが重要であり，非常にユニークな存在であるということが後々分かつてきます.

ここまでの議論ではどのような物体の運動を考えるかということを顕に指定していな

かったのですが，物体の力学を考え始めると「背景時空の曲率を導入すると物理が局所

的な量で表わせる」という事例が散見されます.しかも身近な物性においてもそれが見ら

れます.この経験則は，本稿の主題の一つであるテンソル積変分に欠くことのできない要

素です.従って直観が湧くように この局所性の問題を理論ではなくて現実の物質に側し

て考えましょう.典型的な対象はグラフェンの物理です 4，5. グラフェンはベンゼン環が

平面上に連なった二次元シートであり 炭素原子が蜂の巣格子をなします.局所的にはベ

ンゼン環が安定構造になることが期待されるのですが，結晶学的には Bravais格子では

ありませんので，群論的にはバルクの安定構造ではありません.グラフェンが驚きなの

は，低次元系の長波長揺らぎに対する不安定性が一般にあるのにも関わらず，十分マクロ

なスケールで純2次元的であるということです.ここで面白いのは，グラフェンのシート

は完全な平面ではなく， i ripple構造」と呼ばれる面直方向にうねりの自由度を持ちます

(rippleは「さざ波jの意味).この自由度が熱力学的エントロピーを吸収してくれるこ

とがポイントであると考えられています.この現象は非常に示唆に富んでいると思うので

す.即ち， i二次元において局所的には安定なベンゼン環構造jを作って， i無理やり」バ

ルク二次元を張って蜂の巣格子を作ろうとすると通常は不安定であるものの，そこで発生

するフラストレーションを「余剰次元方向に」うまく逃がしているということです.本稿

の技術上のポイントがここに集約されているように思うのですが， i見かけ上司局所近似
のような理論(本稿では変分波動関数)を構成して，その代わりに局所量に内部自由度と
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いう余剰次元的自由度を持たせると(例えば平均場のスカラー量をテンソルに「格上げj

する九そこに量子揺らぎの効果を押し込めることができるJということが期待される命
題です.基盤への結晶成長でも似たようなことを考えることが出来そうですね，但し，こ

こでは電子系の相互作用を全く考えていません.結晶構造の安定性のみを議論の対象と

していることにご注意下さい.余剰次元方向の揺らぎは「さざ波Jですので，これが「大
波」になったら上記の描像は破綻してしまうでしょう.グラフェン・シートに大きな波が

起こるようでは，そもそも蜂の巣格子が不安定であることを意味しているでしょう.これ

らは自然に今の見かたの限界，或いは議論の出発点として採用してよい局所構造が何かと

いうことを示しています.今の場合は余剰次元は実際に物理的に意味のある空間次元なの

ですが，これが数学的な利便性のために導入された抽象的な自由度であっても成り立つ見

方かどうかということが後の議論でポイントとなるでしょう.

物性物理で見られる上記の視点と比較すると，曲がった時空の物理を駆使する素粒子物

理学，特に弦理論に関わる基礎物理や宇宙論の発展における余剰次元の理解は，もっとド

ラスティックで驚くべきものがあります.我々の住む時空が時間 1次元+空間 3次元で

あるということは，太古の昔から全く疑いなく受け入れられてきた先験事項だと想像し

ますが，時空というものはどうもそのようではないらしいという意見が専門家の中では

あたかも自然になっているかのように感じられます.弦理論の 26次元時空や超弦理論の

10次元時空という言葉は皆さんも耳にされているのではないでしょうか?科学系の書籍

を買いに行くと，一般の文筆家ではなく第一線の物理学者達がこぞ、って啓蒙書を出版する

傾向が非常に増してきたように見えます.このような問題意識は，一般相対論と電磁気学

の統一の初期の試みである Kaluza-Klein(1919・1921)の5次元多様体模型から見られる

ものですが，弦理論の理解が進むほどに時空に対する問いかけが増しているようです.弦

理論の場合には，時空の計量を含んだ古典的作用積分から出発して，弦の座標とその正準

運動量を量子化して，正しい Lorentzベクトルとしての変換性を示すことを要請すると，

空間次元は 26でなければならないという結論が自然に得られます 6 (現実の物性を研究

のメインフィールドにしている自分には，未だに観測されていない次元の存在を主張する

勇気はとてもないのですが…).ちなみにこの次元は臨界次元 (criticaldimension) と呼

ばれます.理論に要求される「対称性jや「保存則」を満たすような自由度を余分な「空

間自由度jから借りてくるわけです.時空が物質に対する単なる 4次元の入れ物である

と考えると，このような高次元時空の存在は全くナンセンスなものですが，時空とは一般

相対論に従って計量自体が大胆に変化する非常にダイナミカルな存在であることを一度認

めると，時空ですら先験的に存在するものではなく，物質の伝搬によって知覚されるもの

であるということのようなのです.目に見えない余剰次元がどのようにコンパクト化され

ているか，出発点として時空概念すら含まない模型(行列模型やスピン・ネットワークな

ど)が存在するかということが真剣に検討されています.

このように幾つかのフィールドに見られる余剰次元の意味合いを検討していくと，程度
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の違いこそあれ共通項があって非常に面白いですね.人間の自然認識は，これを精密科学

として見た場合，現状で我々が持っている数学的手段の限界と少なからずリンクしていま

す.従って，ある分野で発展された方法を他分野に広く応用できるというのは強みでしょ

う.他方，現状の認識が適切なのか否か，またそれを超える深い物理が隠れているのか，

聞い始めると非常に難しい問題でもあります.そのような色々な視点を念頭に置いて，幾

何学的観点からエントロビーの問題を捉えてみることにしましょう.
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2 双対性・ホログラフィーの具体的なモデル (AdS/CFT対

応を中心として)

前節では本稿全体を通しての思想的な側面をだいぶ強調しましたので，ここからは双

対性やホログラフィーの数学的背景を少し詳しく見て行きましょう.前節の議論を数学的

に明らかに表わしている例や以降の節で頻繁に用いる例を挙げておきたいと思います.と

りわけ，以降の節で中心的な役割を果たす AdS/CFT対応を中心に述べたいと思います.

ここで重要なポイントの一つは，互いに相補的な空間では結合定数の大きさの強弱が入れ

替わる場合があるということです.即ち，強結合で非摂動的な側面が強く取り扱いの難し

い量子系の問題を唱双対変換によって弱結合の古典的問題にマップすることができる場合

があるのです.もうひとつ重要なポイントは，光学のホログラフィーや量子モンテカルロ

法で明らかなように，d次元量子系は (d+ 1)次元古典系の或る「境界 (boundary)Jに
定義されていることが多いことです.従って，ホログラフィーは「バルク/境界対応Jに
なることが多いです.境界に量子系が位置しているということは，古典側からアプローチ

した場合に，一つの空間軸方向に対して或る適当な極限を取るということになります.そ

の極限操作が量子系の対称性をうまく引き出すかということに数学的なポイントがある

ように思います.これらの大きく分けて二つの問題には，古典時空の歪みと量子系の対称

性に強い関連があるという問題が共通して隠れています.これは古典時空における曲率の

ような幾何学量とその境界における励起モード数のような代数的量を繋ぐ関係で，エンタ

ングルメント・エントロピーの大雑把な値と多様な見方を与える上で非常に重要な性質で

す.一般的な空間の構造を決めるという視点に立てば，曲率のような微分幾何学的量だけ

でなく，空間の計量を導入する以前の問題としてトポロジカルな不変量を扱うことが出来

るはずです.この視点に立つてのバルク境界対応を議論することも可能で，これもエント

ロピーが備える性質であることが分かつています.

バルクと境界の聞に成り立つ対応関係は，複素関数論における Cauchyの積分公式や

ベクトル解析における Stokesの定理に始まって， Gauss-Bonnetの定理やAtiyah-Singer

の指数定理までつながる現代数学の非常に壮麗な分野でもあります.

2.1 量子モンテカル口法の量子/古典対応

量子モンテカルロ法では短距離相互作用している d次元量子系を 対応する d+1次

元古典系にマッピングします.このためには 分配関数 Zを鈴木-τrotter分解して

z=山(拾ι)=J民Tr{立ρir 、、，，ノ
噌

E
ム〆，，‘、

と変換します.但し局所的な分配関数を向=exp (-sHj/n)としました.鈴木-Trotter分
解によって温度が実効的に込征 =β/nと上がっていることが分かりますね.これにより

nwd 

q
t
u
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系の乱雑きが増すので 相互作用の効果は実効的に弱められます.空間次元の異なる双対

空間への変換において結合定数の強弱が入れ替わるということの例となっています.

で局所的な完全系を挟んで分解すると (αη+1=α1) 

、，、，
」ー」ー

Z=J込乞(αjlIIpi 1αj+1) (2) 

-J込乞(αj1 P1 1 O:J1) ) (αj1)|ρ21 O:J2) )ー(αy-1)|pq|αj+1) (3) 

となります.従って，各期待値は単なる数ですから局所的な古典系になっていますが，その

代わりに α1，α2，...，αnと41)42)? ?αjq-1)の2組の完全系を導入したので，q→∞及

び η→∞とすれば，実効的に 1次元分だけ自由度が上がっていることが分かります.つ

まり「量子揺らぎの効果が空間一次元分の自由度に対応するJということです.n，q→∞  
という極限を正確に取れば勿論形式的には厳密な議論をしている訳ですが，実際の数値計

算では肌qは現実的に取り扱うことのできる有限の値です.次節で述べる AdSjCFT対

応を確認すると，おそらく n，qが有限の量子モンテカルロの空間がどのような性質のも

のかもう少し理解が深まると思うので，この式を頭の片隅に留めておいて下さい.

2.2 AdS/CFT対応

rAdS/CFT対応 (AdS/ CFT correspondence) Jとは， r反ド・ジ‘ッター (Andi-de
Sitter， AdS)時空Jと呼ばれる曲がった時空の重力理論と，その無限遠方 (f境界」と呼
ぶ)上の量子場(共形場理論， Conformal Field Theory， CFT)との聞の等価性を述べたも

のです 7-11 これは一般相対論と量子論を融合する試みである「超弦理論 (superstring

theory) Jにおいて， 1997年に発見された対応原理です.この対応は様々な拡張がなさ
れており，より一般に fゲージ/重力対応 (gauge/gravitycorrespondence) Jと呼ば
れています.特徴的なことは 強結合量子系の非摂動的な側面を，一つ空間次元が高い時

空の古典的一般相対性理論にマップして，幾何学の問題として扱うことができるというこ

とです.ホログラフィーの典型的な例で，量子モンテカルロ法の等価定理とも似ています

が，時空の計量が入るという視点に特徴があります.現在のところ物性・情報分野の専門

の方にはなじみの薄いキーワードですが，物性物理や量子情報にも次第に浸透してくるの

ではないかと個人的には見ています.実際に物性物理への応用を研究されている弦理論研

究者もいらっしゃいます.例えば「ホログラフイツク超伝導」という見方が議論されてい

ます.励起子絶縁体の負性微分抵抗に対するアプローチもあるようです.但し，物性論専

門の立場からの議論が必要であるように思われます.近年研究が非常に盛んなトポロジカ

ル絶縁体の幾何学を深く追求するという視点からも AdSjCFTの考え方が応、用できそう

です.またこの後に詳細を述べるエントロピーの応用やテンソル積変分においても，非常
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に類似した考え方が色々なところに顔を出してきます.そのため本節では数学的なパック

グラウンドを丁寧に見ていくことにします.

AdS計量 (d + 1)次元 AdS時空 AdSd+1は，Rd+2 = {(y-l， ytL， yd);μ= 0，1，…，d -1} 

内の次の条件で定義される部分空間です (yの添え字はベキではないことに注意): 

ー (y-l)2+りμνUμUν+(〆)2= _L2， (4) 

ここで LはAdSd+1の曲率半径と呼ばれる量で，長さのスケールを与えます.ここで ημν

は AdSd+1の符号が Lorentzianか Euclidean (Lobachevsky空間とも呼ぶ)に応じて

ημν= diag[干1ぅL…，1]と選びます.y-lとyOの二つの座標が時間的な符号を持ちます.

AdSd+1は，定負曲率空間であり，曲率R= -d(d+1)jL
2と負の宇宙定数A= -d(d-1)j L2 

を持つ Einstein方程式の解となっています.後からエントロビーの議論をするときにこ

の曲率が重要な働きをすることを付記しておきます.この時空は初等的な微分幾何学で習

う「双曲幾何 (HyperbolicGeometry) Jの高次元版で，ユークリッド平面や球面と共
に，幾何学で中心的な役割を呆たします.AdS時空の無限小線素は

ds2 = _(dy-l? +ημvdyμdyV + (dyd? (5) 

で与えられますが，問題に応じて適切な計量テンソルを導入するために色々な形に座標変

換されます.よく用いられる座標系は次に示される Poincare座標

T 2 1 

z=U-1+udlμ=tuq(μ= 0，1， ...， d -1) (6) 

で，zはAdS時空の境界近傍を調べるための動径座標と呼ばれます.このとき，

" _" _ I xμ¥ _ I xν¥ _~ J ...~ _~ J 唱

dがs~ L~バ;瓦勺4η恥4
¥z/  ¥z/  

(~μZμ\/lu ZUV/L2¥/-L2-ημvytLyV ¥ 
L2TJtLV卜dx一τdz) ( ~dxv - τdz)+d(~)d(~ B~) (8) 
¥z z.c. ノ¥Z z"" ノ ¥Z } ¥ yu十 y-J. } 

L2 I _.. xμ ¥ I _.. XV _ ¥ 1 
ーゴημν(dxtLーでの )( dx

v - .</，." dz ) -τdzd (_L2Z -TJtLvY匂ら) (9) 
Z~. ¥ Z 1 ¥ Z 1 ん

-5(dd+MW) 

L2 IxμXV ." xμ XV. _.. _ _ I xμXV¥ ¥ 
+ゴημν(-Tdd--dzdy--dzdf+dzdi--))(10)  

1 ん.. z Z ¥ Z /1 

T2 

-予防2+ημνdxμが) (日)

と表わすことができます.Z→ 0をAdS時空の境界 (boundary) と呼ぴ，この極限で

は時空が無限に膨らんでいます(このままでは時空がコンパクトではないので，後ほど極

限操作については注意します).この線素は，次の変換

L2 
T=-
z 
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を行うことによって，

内 L2_.... r2 
dsz= 戸dr~ + 五%νdx~dxV (日)

とSchwartzshild時空と類似した形に表わすことができます.r<<L(即ち z>>L)は

「ホライズン近傍極限」と呼ばれており，ブラックホールにおける事象の地平線(イベン

ト・ホライズン，単にホライズンと略す)の近傍を拡大して見るような極限です.また

の変換によって

と表現する場合もあります.

T.oT/L z= lA 

ds2 = dr2 + e-2T/Lη'~vdxμdxll 

(14) 

(15) 

d=1の双曲幾何がこのあと頻出するので，もう少しだけ計算を進めましょう .d=1 

の場合の式 (11)をL=lと規格化して書くと

dゐS2=す占(批2+叫吋叫匂ザ州
2
つ) ο 

となります.この計量の形から明らかなように，定数μに対して，x→ μz及びu→ μν
とスケール変換しでもこの線素は不変に保たれます.ここから AdS計量と CFTには

何らかの関わりがありそうだと推測できるでしょう.さて，これを複素平面の上半平面

H+ = {z = x+iyεC: Imz > O}に

ds2 = 
dzdz 
-
y~ 

と書き換えします.これをメビウス変換(一次分数変換)

1-w 
z = liτz 

(17) 

(18) 

して単位円盤 D={ω:1ω|く 1}上のポアンカレ計量に写像します.メビウス変換は等角

写像ですね.具体的には

-2idω_  2idiIJ z-z 1一|ω12
z = 11 ~---:')' dz = 11----:::¥')， y =一一= 、 (19) 
(1 +ω)2'~- (1+ iIJ)2'~ 2i 

となることから

2 4dωdiIJ (20) 
(1一|ω12)2

が得られます.HとDは互いに等長になるように定義されているので，問題に応じて使

いやすい方の計量を取ることが出来ます.以降では両方の表示を用いますが，後者に関し

ては極座標変換 ω=γげをして計量を

') . dr・2+ r2d(J2 ds~ = 4 
(1 -r2)2 

(21) 
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と表わし，更に

. 1 + r2 
cosnu =一一一ーで

1-r<<< 
(22) 

と変換して

ds2 = du2 + {( cosh U)2 -1} dfJ2 = du2 + (sinh u)2d02 

という形で用います(双曲変形の項を参照). 

(23) 

AdS/CFT対応 さて AdS/CFT対応が主張することは， AdSd+1時空における重力場

の古典的作用が(赤外カットオフ Zoを持つ)，この時空の d次元的境界に「住んで」い

るCFT(紫外カットオフを持つ)の生成汎関数になるということです.即ち

叫(-0:2I(<T(x))) I =いxp( I向。(x ) 0 ( x) } ) (24 ) 
¥白川 ノ|φ(z→zo)=φo ¥ ¥J ノ ICFT 

ここで I(ゆ(x))はAdSd+1の古典的作用， κ2=8πGlj+llGlj+1は (d+ 1)ー次元 Newton定
数，O(x)は， AdSd+1の境界での場ゆo(x)と結合する CFTのスケーリング演算子です.

この式は iG KP (Gubser-Klebanov-Polyakov)-Witten関係式jと呼ばれます 8，9 こ
こから CFTの相関関数は重力場の古典作用を用いて

8 8 (1  _， ， ..¥1 
(0(X1)・・・O(xn)) 一一一一…一一¥"exp ( -n~_')I(ゆい)) ) I (25) 

nJICFT - 8<t(X1) 8ゆ(x
n
)'-''''"1'' ¥ 2κ2.L ¥'f'¥J./JJ) Iφ=0 

と書くことができます.従って，重力場の古典解を求めて z→ Zorv 0の極限をとった結

果， CFTの相関関数

(0α(Zl， 2I)Ob(Z2， 22)) rv 8αb(Z1 - Z2)-2ムα(21-22)-26.α(26)  

が出てくるかということが問題です.古典的には 例えば質量 mの粒子に対するローレ

ンツ変換不変な作用積分は 1= -mJdsとなりますから，系の長さスケールが対数関数

的になるような曲がった時空であれば，指数関数とキャンセルしてベキ的相関が出てくる

と容易に想像できます.実際に AdS計量は dsrv Ldz/ zとなっており，S rv Llog zが得

られるので，動径方向に対しては対数的な長さとなります.但し上記の結果は， AdS以

外の計量では CFTの相関が現れないといつことを意味するわけではありません.より一

般的な計量から出発して相関関数を計算した結果，意味のある性質を備えた相関関数が得

られることはあってよいと思います.

AdS/CFT対応が量子モンテカルロ法のようなタイプの量子古典対応から一歩進んでい

る点は， i古典系の側に特別な『計量』を導入Jすることによって， i量子系側の『対称
性』を制御Jできる点にあります.特に (1+ 1)次元 CFTの場合には分かりやすいので
すが，余剰次元の持つ自由度が無限次元の対称性に変換されています.これは超弦理論の

臨界次元を決めているポイントがローレンツ不変性といっ対称性であったことと何か相関

しているようにも思えます.以上のような計量の効果を積極的に物性論に導入できるかど

うかは後の節で議論します.
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Masslessスカラー場に対する CFTのスケーリング次元の計算 前節の議論を具体的

に計算で表わしてみましょう 89. 簡単な例として， AdSホライズン近傍幾何中を伝搬す

るmasslessスカラー場を考えます.作用は

仰) = ~J門dmμゆω (27) 

=;fdザdzzLT{州+仰μ州} (28) 

で与えられます.但し， x = (z， xl1-) = (z， i)，μ= 0，1，…，d -1です.計量テンソルグν
の添え字は gμνgl/入=61と取り，9はgμ入の行列式です.
初めに 1(ゆ)を変分して (01= 0) Lagrange方程式を作ると

(Zd叫が+刊のゆ=0 聞

が得られます.これに対応して 1(ゆ)を以下のように変形します:

1(ゆ)= ~ f ddi f∞dzよい-1θzいもω)
~ J J Zo Z"'-~ l ¥ Z"'-~ . J 

一サゆベ巾巾(←←←什z〆Zd-1凡dι判一→句1匂&Z壬元かL缶却T沙&い+刊η
一ぺ~fμ灼dE パl∞ ωIZ {μゆ447 ω i (例幻刈) 

~ J Jzo ¥ Z"'-~ ノ

一 ~ r ddi Iゅ岩ω|∞ (お)
.， L ...IZo 

最後の式の非積分関数はフラックス因子と呼ばれます.

さて， Lagrange方程式を境界近傍 z→ Zoにおいて解きたいのですが，それはスカラー

場ゅの境界値ゆ。を導入して

r __>. z~ 
ゆ(zo，i)= c I di'iJ ，120 ヨ iMゆo(i') (33) 

と表わせばよいことが分かります.ここで cは適当な定数です.Zo→0で分数の部分が

デルタ関数となり，またゆ(zo)rv zg仇より θZ04-dθ勾ゆ(zo)rv 0が得られます.このとき

d-1 r J:::!Iゆo(i')
δzoゆ(zo)~cdzo j dz +・・・ (34) J --li -i'12d 

となるので，最終的に1(ゆ0)は

r J~J :::!I4>，o(i)ゆo(i')
1(ゆo)=-cdj dzdZ(35)  J ----li -i'12d 

のように振舞うことが分かります.これを指数関数の肩に乗せて汎関数微分を取れば，二

点相関関数がli-i'1-2dに比例し，スケーリング次元がム=2dで与えられることが分か
ります.Massiveスカラー場の場合も同様にして計算することができて，スケーリング次

元はム=(d+、1d2+ 4m2)/2で与えられます.ここでは簡単な見方だけを与えましたが，
フラックス因子の評価は，ベッセル関数を用いてもう少し正確に行うこともできます.
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2.3 トポロジカル絶縁体のバルク/エッジ対応

トポロジカル絶縁体は量子スピンホール系とも呼ばれ，通常の非磁性絶縁体のうちで或

る特殊なギ、ヤツプレス表面状態 (Diracフェルミオン)を持つ物質ですい.この表面状態、

が特殊であるのは，一般の表面状態の出現機構と異なってーバルク部分のトポロジカルな

性質に起因しているということです 12-15 従って，バルクの幾何が境界の励起モードの

性質を決めるという点で AdS/CFT対応との類似性が見られます.このため，今考えて

いる系がその境界であるような一つ次元の高い時空の曲率とトポロジーがエントロピー

にどのような形で反映されるか調べることは，この後興味深い問題となります.

AdS/CFT対応の場合と同様に， トポロジカル不変なバルク作用に対応する境界項を求

めましょう.そのために Chern-Simons作用から出発します (μ，1/，入 =t，x，νor 0，1，2) : 

8=まJd3x f.1.tV入山入? (36) 

ここで qはChern数と呼ばれるトポロジカル量で， Broch関数に対する Berry曲率を積

分した量です.Ji = -88/8向=(q/2π)Ejejより，Hallコンダクタンス σxy= q/2πが
Chern数を与えます.ε012= -1.我々の考える系は二次元の下半分，境界がy=oで定
義されているものとします.Chern-Simons作用はコンパクトで境界がない場合に限って

ゲージ不変なので，今の場合には境界に (1+ 1)ー次元的作用を付加するか或いはゲージ固
定条件にその効果を取り込んで，系全体としてのゲージ不変性を回復する必要がありま

す.実際にゲージ変換 αμ → αμ+θμ9を行うと S→ 8+ (q/4π) Jy=o dxdt () (θ。α1一θ1α0)

となっています.そこで 8(x，y = 0， t) = 0に対して境界で α0=0という条件を課すこと
が最も簡単な方法です.このときJdx3εμνλαμθνα入=J dx3 (一向δ。αjどj+2α08iαjf.ij)とな
るのでい12 ー 1)，α。は Lagrangeの未定係数のように働いており，スカラー場ゆに

対して向=伐ゆとなります.式 (36) に代入すると 8=まJdxdtθ。ゅθ1ゆが得られま
す.この場合には境界モードの速度が Oになってしまうのですが， α0=0というのは唯

一の選び方ではなくて，一般には 88= 8αtαjeJからゲージ不変性を破る項が出てくるの

で，88 = 0→ αo+vα1 = 0という選び方も許されます.りがちょうど境界モードの速度

に対応します.このことに対応して新しい座標系 x=x一同 t=丸。=ν を導入すると，
ゲージ場はゐ =αt+ vax，ゐ=αx，匂=匂で与えられ，この変換で Sは不変になりま
す.α0=0の場合の方法を踏襲して境界作用を求めると

S=UdM州 =Ud地 (δ'0+ゆ'1)ゆθ1 (37) 

となります.ここで運動方程式は (θ。+v8I)ct = 0となるので，境界モードは一方向に運
動することが分かります.ここから境界モードは chiralLuttinger liquidで表わされるこ

とになります.従って， トポロジカル量であるバルクの Chern数と，代数的量である境

界モードの数(或いは chiralCFTの中心電荷)には対応関係が出てくることになります.

円
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3 エンタングルメント・エント口ピーと面積則

考えている物理系の様々な相関関数や秩序変数を調べる代わりに， rエンタングルメ
ント・エントロビー (entanglemententropy) Jと呼ばれる情報エントロピーを計算す
ることができます.とりわけ，低次元量子系のように対応する古典的秩序が存在せず，よ

い秩序変数が定義しにくい場合には，この量が非常に強力なプロープになり得ます.単に

「秩序変数jを「エントロピー」と呼ぴ替えただけでは物理的意義は薄いのですが，豊富

な物理を含んでいることが分かつており，近年非常に活発な研究対象です.エンタングル

メント・エントロビーは通常の熱力学的エントロビーとちょっと違った性格を持っている

ので，本節では歴史的な経緯も含めてその意味合いを議論します.エンタングルメント・

エントロピーが含んでいる量子系の主な情報は「面積則Jr量子異常Jr量子次元」の三つ
と言ってよいかと思います.r面積則」は通常の示量変数である熱力学エントロピーとの
最も大きな違いをあたえるもので，基本的には部分系のもつ情報エントロピーが外界と情

報をやりとりする境界面積に比例するということです.r面積則Jがエンタングルメント・
エントロピーに関しては一つ中心的な話題です.また「量子異常Jはホログラフィー原理

を背景として，量子系の代数的性質と古典系の幾何をつなぎます.特に，空間 d次元量

子系中の部分系の情報エントロビーは，対応する (d+1)次元古典空間において部分系を
囲む極小曲面の面積を計算することと等しい場合があることが分かつています.即ち量子

系からは直接見えない余剰次元方向の査みかたに量子揺らぎの効果を押し込めて，あたか

も古典的な計算にマップすることができるのです.序論で考え方としてはだいぶ詳しく言

及したことですが，これが次節以降で述べるテンソル積変分法の幾何学的な意味合いでも

あります.更に「量子次元Jに関しては系のトポロジカルな性質を反映します.

3.1 歴史的経緯:Bekenstein-Hawkingの公式

7 0年代の一般相対性理論 とりわけプラックホールの問題で エントロピーや情報の

問題が議論されています.これは現在 rBekenstein-Hawkingの公式j或いは rBeken-

steinエントロビー」と呼ばれるもので，ブラックホール内部の情報エントロピーが，ブ

ラックホールの「ホライズンの面積」に比例するというものですル18. 一方，熱力学エ

ントロピーは示量変数ですから 通常は系の体積に比例するはずです.この奇妙な性質が

所謂「面積則 (AreaLaw) Jに繋がっていきます.この事情を理解するために，先ずは
Einstein方程式の Schwartzschild解から出発しましょう:

内 / 2GM¥ 町内 1_ 2GM¥-1 司内内
ds2 = ( 1-~:，.~.I. ) c2dt2 - ( 1 -~::;.I.) dr2 -r2 (dfj2 + sin2 Od<t2) ， (38) 

¥ 1し I ¥ 1し j

ここで Schwartzschild半径は

2GM 
r=ーァ (39) 
c'" 
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で定義されます.Schwartzschild半径はブラックホールの質量に比例するため，物質がブ

ラックホールに落ち込むとホライズンの面積が増大します.それで想像を逗しくして，ブ

ラックホールに落ち込んだ物質が持っていた「情報量Jとブラックホールの大きさに関係
がありそうだと認識してみようということです.さしあたり面積A=4πγ2の計算をして

みましょう.先ずは Schwartzschild半径の式と表面重力

ω一門戸 (40) 

の式を組み合わせると，微分形式で

dM=一三=dA
8πG 

( 41) 

が示せます.ここでエネルギーと質量の等価性に関する式 E=Mc2より

dE = c2dM = C2一三=dA
8πG 

(42) 

となって，熱力学の第一法則 dE= TdSから

dS = ~C2ごrfdA (43) 
T-8πG 

が得られます.ここで， Hawkingによって量子効果に伴うブラックホールからの放射が存

在することが示されており(これはとても到達できない低い温度)，この放射温度THが

Tu=~κ -
H 2πkBc 

(44) 

であることを認めると エントロピーは

dS=恒三dAぽ dA
4G!i 

(45) 

となります.従って，通常の熱力学を考えているにも関わらず，最初は示量変数と，思って

いたエントロピーはブラックホールの体積ではなくて表面積に比例するという結果が得ら

れます.Hawking温度 TH が表面重力に比例するので，質量に依存しているパラメータ

が皆消えて，普遍定数だけで書けてしまうというところがポイントと思われます.いずれ

にしても，途中の議論で量子力学を暗に仮定していることを考慮に入れると，これを正し

く理解するには，重力も含めた量子化が鍵であることは疑いないでしょう.ボルツマンの

式で与えられる〆個のミクロな状態数がどこから来るのか本当は知らなくてはなりませ

ん.元々時空の歪みを一般相対論で計算していた訳だから，それを用いて面積則が出てく

るということは，重力場とエントロビーの微視的・量子的側面が繋がっていることを暗に

示しています.従ってブラックホール・エントロビーは量子重力理論の主要な問題の一つ

でもあるわけです.そこで一つの考え方としては，AdS/CFT対応をもとにして重力理論

にデュアルな場の理論の状態を数え上げるということです.これに関しては後の節で詳述

-399-



松枝宏明

します.また古典的にはホライズンの面積が Oであるような模型で，歪みの中心からス

トリングのスケールに位置する「ストレッチ・ホライズンJの面積が Bekensteinエント
ロピーに等しくなり，そのホライズンの異なる幾何が微視的状態数eS に対応することも

調べられています 19 いずれにしても重力場によって曲がった幾何学やブラックホールと

対応する量子論のエントロピーとは非常に深いつながりがあるようです.

3.2 エンタングルメント・エントロビー

エンタングルメン卜・エントロビー <r部分系の密度行列Jに対する vonNeumannエ
ントロビー) エンタングルメント・エントロピーとは，或る部分系 Aにいる観測者が，

その部分系以外の環境 Bと情報のやり取りをしているときに，どの程度の情報量をやり

とりしているかを，部分系 Aの立場から推測しようとする尺度です.基本的には相関関

数をちょっと変わった尺度で眺めていると考えて頂ければ結構です.ここで部分系 Aに

いる観測者は，外界 Bの情報に直接的にはアクセスできないと考えて下さい.そうする

と，仮にモデルに寄らない一般的な議論からエンタングルメント・エントロピーを計算す

ることができれば，直接アクセスできない情報が手に入るかもしれません(悪いことを考

えてはいけませんが…).初めに系全体(しばしば「ユニバースJIスーパーブロック」な
どと呼ばれます)の波動関数を導入します:

|ψ)=乞ψ(川 )Ix) Iy) ， (46) 
x，y 

ここで Ix)はAの基底，Iy)はBの基底です.ιν は離散値でも連続債でも構いません.
連続値の場合には，和の記号が積分になります.スーパープロックの波動関数ψ(x，y)は

二つの部分系の添え字 x，yを持っているので，これを行列と見なして以下のように特異

値分解してみましょう:

ψ(川)= L Ul(X)~Vz (y) ， 

即ち

|ψ)= 乞乞め(x)~Vz (y)Ix) Iy) = L何 IUl)IVz) 

ここでカラムユニタリ一行列 Ul(x)とVz(y)はそれぞれ

IUl) = 乞日(x)Ix) 

IVz) = 玄Vz(y)Iy) 

-4∞-
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と取ります.式 (48)はSchmidt分解と呼ばれています.この式から明らかなように，

特異値v%が部分系 A と環境 Bの量子的もつれの大きさを与えます.

この特異値の二乗は部分系及び環境を縮約した密度行列の固有値であることはすぐに確

かめることが出来ます.即ち，密度行列を

PA(Xうど) 乞ψ(x，y)が(x'，y) =乞Uz(x)入l切(x')， (51 ) 
y 

PB(Y， y') -乞ψ(x，y)が(x，y') =乞Vi(υ)入lV[* (y')， (52) 
Z 

と定義すると，明らかにんが PAとPBの固有値になっていることが分かります.また

ρAとPBの固有値は要素数が違ってもゼ口でない部分は互いに一致することが分かりま

す.全系の波動関数に対する密度行列については p2=ρが成立しますが，部分系の密度

行列に対しては p~ 手 PA となります.これらの密度行列を用いて，システム A にいる観

測者にとってのエントロピ-SAを

SA = -tr A(PA logρA) =-玄入zlog入l， (日)

と定義します.即ち，SAとはスーパーブロックにおいて状態 IUl)及び IVi)を見出す確率
入lに対する情報のエントロビーです.以降の節では，部分系 A，Bへの分割が空間的では

ない場合も考えますので，混乱がある場合には「幾何学的 (geometric)Jエントロピーと

呼ぶことにします.定義より明らかに

SA =SB (54) 

が成り立ちます.この一見単純な関係式は非常に重要なものです.空間 d次元系を大き

さの異なる二つの部分系に区切った場合，各部分系のエンタングルメント・エントロビー

は一般には示量変数にならないことを示唆しています.大きさの異なる部分系で共通して

いる量として考えられるのは rd-1次元的境界jです(これが唯一かどうかはこの段階
では不明なので，きちんと証明する必要があります.それがこの節での大きな課題です). 

ブラックホール・エントロピーが面積則に従うこともこの結果のアナロジーと捉える事が

できます.

ボルツマンの式は大雑把にはエンタングルメン卜・エントロビーの上限を与える エン

タングルメント・エントロピーと通常の熱力学的・統計力学的エントロピーがどのよう

に異なるのかを議論しましょう.そのために，密度行列の固有値のうち m個が全て 11m

である場合を考えましょう.これは最もエンタングルメントが強い状況を想定しています

(maximally entangled stateと呼ばれますにまた熱統計力学における通常の等重率の原

理に対応します.このときエンタングルメント・エントロビーはボルツマンの式

む=-Et吋 =logm (55) 
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に漸近します.但しこれはあくまで情報エントロビーの上限であると思われます.何故か

というと， DMRG計算などで密度行列の固有値分布を見ている方には自明なことと思わ

れるのですが，一般には，対応する国有状態の実現確率である固有値は等しい確率分布に

は従いません.特に一次元量子系や二次元古典系の場合には 固有値の減衰は非常に早

く，実現確率の大きな状態は非常に限られています.実現確率に分布がある場合にはエン

トロピーはこれよりも小さくなります.逆に言うと 通常の熱力学エントロピーが示量変

数であって体積に比例するのと異なって，情報エントロビーはそれよりも複雑にはならな

い場合があり得るということを示唆しています.これも情報エントロピーの面積則を予感

させます.以上は効率的な量子計算を考える上でも重要なことです.

3.3 面積則 (AreaLaw， Entropic Boundary Law) 

境界での情報のやり取りと対数補正 エンタングルメント・エントロピーは，一般的には

システムサイズ Lの増加関数です.系の性質に応じてスケーリングの関係式が変わって

きます.非臨界系では Lが「相関長とJを越えるあたりで頭打ちになります.またシス

テムサイズ Lが相関長と以下であれば，

s '" Ld-1 (56) 

となります 20-29 この振る舞いは先ほど述べたように，我々の空間 3次元において，通

常エントロピーは示量変数であるために部分系の体積に比例するところが，次元が一つ

減った「面積Jの次元，即ち部分系聞の境界の面積がやり取りする情報量を決めるという
ことから， r面積則 (AreaLaw) Jと呼ばれています.また臨界状態であっても空間二
次元以上の系では，エントロビーの主要項はやはり面積則に従うということが示されてい

ます.一方，一次元臨界系やフェルミ面を持つ任意の次元の系では対数補正がついて

s '" Ld-11og L (57) 

となることが知られています 22，29-42 対数補正は「面積則の破れ」と呼ばれますが，後

の節で述べるように，両者は「ホログラフィック次元jも含めた仮想空間で面積の次元に

なっていることが分かりますので，本稿では両者をまとめて「面積則Jと呼ぶ場合があり
ます(状況に応じて適宜補足します).以下で見るように，一次元臨界系のエントロピ-

s '" log Lは共形場理論から厳密な形が得られています.また調和振動子の連成系に帰着
できる模型に関しては詳しい解析が行われており，s '" Ld-1となることが色々な空間次
元で示されています.それ以外の場合に関しては，ある特定の模型については解析的・数

値的に正確な結果が得られていますが，実際には模型の相互作用の形にも依るはずなの

で，物理的な視点に立って一般的に議論することは難しいようです.やや数学的な証明が

多いところが少し残念です.
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面積則を中心として見たエントロビーと相関関数の関わり 面積則の成立条件やその破

れに関しては，部分系の境界から測って， Iどの深さの領域まで」情報のやり取りがなさ

れているかという「エントロビー密度Jを導入するのが自然です.既に述べたように，ボ

ルツマンの式がエンタングルメント・エントロビーの上限ですから，境界からず、っと多く

まで相関が及べばその上限に到達するため，一般的にエントロビー密度 f(o)は境界から

次第に減衰する関数となるはずです.そこで深さ X (相関長とより短いが，カットオフよ

りは十分大きいとします)まで積分したエンタングルメント・エントロピーを

山~ Neff8A 1"利 (58) 

と書きましょう.α は赤外カットオフです.Neffは境界を行き来する準粒子の数ですが，

共形異常の一般形と思って差し支えありません.θAは非臨界の面積則の部分です.今考

えている領域の体積を Aと書きます.o→∞での f(O)の漸近形は，SA(X)が X>とで

飽和する形です.ここで f(O)の関数形として f(O)= constを仮定すると

SA(X) '" NeffθA(xー α)'" A (59) 

となり，エントロビーが体積に比例する通常の熱力学エントロビーと同じ関係式が出てき

ます.また指数関数的減衰 f(O)= e-dを仮定すると

SA(X) '" NeffθA (e一α-e-z)~θA (60) 

となり，面積則が得られます.f(o) = o-nで n>lの場合にも基本的には面積則が成り

立ちます.減衰が非常に遅く f(o) '" o-1の場合だけは特異で，

SA(X) '" NeffθA (logx -logα) = NeffδAlog (~) 
¥α/ 

(61) 

となり，面積則とその対数補正 log(x/α)が現れます.関数が他の相関関数とどのような

関係にあるのかこの時点ではあまり明快ではないのですが相関のベキ的減衰が対数補正

を出すなど，臨界現象の一般論と繋がっているようにも感じられます.もう一歩踏み込ん

だ議論はみなさんへの宿題と致します.

3.4 面積則に対する質量項の依存性について

面積則の導出には調和振動子系の直接対角化が最も一般的に用いられます 20，21，27-29 調

和振動子の連成系は，具体的に波動関数が求められるだけでなく，色々な模型の有効模型

としての意味合いを持たせられるので，面積則の一般論を展開する上では出発点となる

べき模型だからです.しかしながら数学的或いは数値的な取り扱いが主となってしまい，

物理的な意味合いを検討するには少々取り扱いにくい側面があります.そこで本稿では

Bekensteinエントロビーを別な形で表わす方法を用います 23-25 即ち，ブラックホール
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の計量をあらわに取り入れて熱力学的エントロピーを計算することで，それによって部分

系をトレースアウトするという効果を表わそうということです.SA = SBが既に面積則

に直結することは述べましたので，ここでは特に Klein-Gordon模型の質量項がエントロ

ピーの大きさにどのように反映されているか調べましょう.即ち励起ギャップや相関長と

エントロピーの飽和がどのように相関しているか見るということです.

ブラックホールを表わすために Schwartzshild計量から出発しましょう (c= Ii = 1と

します.h = 2π) : 

ds
2 
=ー(1-竿)cdt' + (1一平)-1 dr2 +制 -1， (62) 

ここで()= t/4GM，η=、18GM(γ-2GM)と座標変換し，以下のように表わします:
ゐ2= _η2 {1 + (市rr dll2 + { 1+ (ホ)'}dη2
十GM)2{1+ (ホr}'仇ー1，

ここで簡単のために M →∞の場合を考えると，

ds2 =ーη2d()2+ dη2+玄dyl
i=1 

(63) 

(64) 

と表わすことが出来ます.これは Rindler計量と呼ばれます.元々の球対称、ホライズンが

平坦になって，Yi座標に関しては M →∞なので YiεトL/2，L/2]と赤外カットオフ
を入れると，ホライズンの面積は単純に L2 となります.Yiには周期境界条件を諜しま

す.η 座標が特殊に見えますが，座標変換 X1=ごsinh(()/2)，X2 =ごcosh(()/2)で通常の

Minkowski計量で表わせます.

Rindler時空冗を伝搬するスカラー場の作用を導入します:

S= 一~r d()drJdyv-g { (¥7 ct)2 +仰 2}， (白)
~ J1之

ここで y= (Y1， Y2).スカラー場は Klein-Gordon方程式

" "" I 1θ2δ2 1θθ2δ2  ，，¥ 
(¥7辺ーが)ゆ=卜一一+ー+一一+一+::_ _? - m ~ ) ct = 0 ( 66) 

\η2δ()2θη2ηδηθYrδν~ "~) 'f' -

を満たしますが， η座標だけ特殊なので

ゆ=A(η) exp(-iω() + ik.の (67)

という解を仮定します.k = (知町/L， 2'Trn2/ L). このとき A(η)が満たす方程式は

(d(d)9  -η一+乙-c'TJ} A(η) = 0 何
dηdηη  

-404一



エンタングルメントで見る時空の幾何学構造とテンソル積波動関数

で与えられます但しと=作12+m2と定義しました ここで x=同 η)，E =ω2/2 

と座標変換すると，A(x)が満たす方程式はー粒子の Schrるdinger方程式に帰着できて，

(-~手 + ~e2X ) A(x) = EA(x) (69) 

が得られます.即ち，ポテンシャル V(x)= (1/2)ε2x中を運動する質量 m=1の粒子の

問題となります.これを WKB法で解きます.古典的運動の積分p=ゾ2m(E-V)に対
する Bohr-Sommerfe1dの量子化条件を次のように導入します:

m=CLME-V州側
この積分は実行することができて，次の式

d 11__ { 1 +、/1-(eX /ω)2 ¥ () i1 I _T  /， .¥? 1 
|ogll-2ゾ1一(ex/ω)21 =-2、/1一(ex/ω)2 (71) 
dx '--0 ¥ 1ーゾ1一(ex/ω)2 ) -v - ¥ - I --， ， 

を考慮すれば，

ω{1  +、/1-(ごε/ω)2¥ 
l l-ω、/1-(ごε/ω)2

2 --u ¥1一、/1-(ごε/ω)2) (72) 

が得られます.これを ωについて陽に解くことはできませんが，この解を ωη(五)と書い

ておきます.平方根の中が正定値となるために ω~ CEという条件がつきます.

ここでは熱力学エントロビーs=β2θF/δβ を計算しますが，ブラックホールの中には
アクセスできないので，気持ちとしては部分系を縮約したエントロピーを計算していると

イメージして下さい.自由エネルギーは以下のように計算できます:

F=-iElogp-仇(五)
~ ~L2 J品fd則一件)
一~(去)介l叶fβω)
x lY(Wゾ似ω(い叫ω

¥い1一、ゾ/1一(ド付εザ/ω刈)2(伏k2+m2勺))

一イゆβルhj訂(去討r1:伽ωω叫 10同剛O句矧g以凶(ο1一→e〆片{ω勺) 
x{川山一川2+ 子同(::じ::江戸;~)} 
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ここで mωslessの場合，

1 ( L ¥2 r∞ 
=一(n~ _) I CUJJw21og(1 -e-sW) 
s ¥27rf.) J。

となります.また massiveの場合には

(77) 

1 ( L ¥2 r∞ 1， ，，， (L¥2r∞ 
rv : ( n~_) I ル 21og(1-eール)一一(f.m)2( n~_) I 伽 log(l-eール)・・・(78)
¥2πε) JEm ------ --0¥  - I 2β¥2πεノ m

となります.双方 (L/ε)2の依存性があります.ε によるカットオフは zの積分からきま

す.式 (78)中の二つの積分はいずれも負の値です.従って非常に荒っぽい議論ですが，

m が大きくなるにつれて (L/ε)2の係数が小さくなる傾向があります.実際は Fをグで
微分して Rindler温度 sR=討を代入したものが最終的なエントロビーとなります(純

粋状態のエンタングルメント・エントロビーを計算すると，それは温度 sRの混合状態、

に見えるということを意味します.ちなみに M →∞の極限では TH= 0です).励起

ギャップが開くと相関が指数関数的に減衰して 部分系を一定以上大きくしても Sは飽

和するため， m を大きくして (L/ε)2の寄与が弱くなることとはコンシステントです.ま

た前節で議論した内容，即ち境界からどれだけ相関が遠くまで及んでいるか，ということ

は，今の見方でいくと境界から垂直方向の時空の歪みと関係していることになます.後に

議論する AdS/CFT対応によるエンタングルメント・エントロビーの計算でもこの見方

が現れます.

3.5 一次元臨界系のエンタングルメン卜・エントロビーの計算

エンタングルメント・エントロビーの具体的な性質を d=l臨界系に対して調べましょ

う.即ち，長さ Lの部分系のエントロピーがSrv Ll-qog L = log Lとなることを示しま
す.一次元多体系の精密な取り扱い法は幾っか知られていますが，エンタングルメント・

エントロピーの計算には二次元(空間十時間)共形場理論が非常に強力な道具です 30ー37.

というのも， rエンタングルメント」と「相関関数」は表裏一体の関係であることは既に
述べましたが，その相関関数はまさに共形場理論で完全に特徴づけることができるからで

す43，44 一方， Bethe仮説法やボゾン化法は熱力学的量を計算することが得意ですが，今

の場合にはうまく適用することは難しいようです.

また一次元量子多体系に対する数値解析的な手法では，密度行列繰り込み群 (Density

Matrix Renormalization Group， DMRG)が非常に優れています 45，46. 本稿と関連
する話題としては，共形場理論の成果を具体的な強相関電子系の模型の立場から解析した

り， AdS/CFT対応と同様の原理を用いた数値計算の効率化などが試みられています.

レプリカ・トリック 以下では場の理論的方法を用いますが，エントロビーを計算するに

はスピングラスの計算で用いられる「レプリカ法Jと同じ方法を用いるのが都合がよいよ
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2 3 
n 

図 1:ランダムに生成した 500個の λに対する Tsallisエントロピー.シンボルの違い
は異なるんの組に対する計算結果.基本的には分布に寄らないことが分かります.Snは
η → 1+でエンタングルメント・エントロビー S= log 500 = 6.2146に正しく漸近しま
す.関数が滑らかに変化しているので，レプリカ・トリックを使って整数 nに対する共

形場理論を行った後に解析接続できると考えられます.

うです.このために iTsallisエントロピーJと呼ばれるエントロピーを導入します:

S"ー 1-L:::1入?‘一 一一

山 η-1 (79) 

ここで九は部分系の密度行列 ρの固有値です.このエントロピーは非加法的で，

Sn(A + B) = Sn(A) + Sn(B) + (1 -n)Sn(A)Sn(B) (80) 

という関係を見たします.ここで η→ 1+の極限を取ると， Tsallisエントロピーはエン

タングルメント・エントロビーに一致することが知られています.この η も一種の余剰

次元ということになるのですが，それはこの後意味が分かるかと思います.証明は

入?=川-1_λe(n刊入t_入t工会{(n-州入i}k (81) 

と展開してから式 (79)に代入すると

ぬ=ーさ入15b(n-1)kw (82) 

が得られますので，n→ 1十の極限で k=lの項だけ残って

1
A
 
σ
。。、

Am
Z凶

一一品m叫
(83) 

となります.nを整数として取り扱って，最後に微分したり極限を取ったりしますので，

本当は取り扱いに十分注意が必要ですが，図 1にあるように関数Snは η に対して滑ら
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かな関数ですので，特殊な問題でない限り解析接続できると考えていいでしょう.ここで

元の式 (79)にロピタルの定理を使うと

よL1.θδ
lirp.， Sn = -lirp.， ) ~ nÀ~-l = -lirp.， :_ trpn = -lirp.， :_ log trpn (84) 
ド 1+ n-+l+乞~ n~î+ θη n-+l+ θη 

が得られます.最後の式ではかp=lを用いました.従ってかpnを計算すればよいとい

うことになります.この式から分かるように，元の系 pの「レプリカ」を η個用意して，

それを結合した系が pnとなります.なお非加法エントロビーで，n→ 1+のときにエン

タングルメント・エントロピーに漸近する量として， Renyiエントロピー

ぬ=市加n 附

というエントロビーも知られています.次の節で計算する trρnを用いると，式 (84)と

式 (85)はn→ 1+で同じ結果を与えます.

密度行列とレプリカの接続条件 つづいて部分系 Aの密度行列とレプリカの接続条件を

整理します.先ず n=lの場合から始めましょう.場の演算子ゆ(t，x)に対して，部分系

Aと環境 Bを区別する添え字をゆA(t，X)， xε[u， V]，ゆB(t，X)， x f{. [u，り!と書きます.時
刻 t=Oで系が基底状態 10)にあり，この密度行列は 10)(01で与えられます.このとき，

環境 Bを縮約した部分系 Aの密度行列 ρAは

(<Þ~I PA Iぬ=JD州 A州側州 側

と表わされます.エンタングルメント・エントロビーは SA= -J D似(仰いAlogρAIゆA)
で与えられます.積分に現れる伝搬関数は(時間を Euclid化します)

(仇10)= J Dゆバ計 (87) 

となり，経路積分は全てのゆ(r> O，X)で積分しますが，r=Oのときに zε [u，v]で
ゆ(0，x) =ゆ与(0，x)， x f{. [仏v]でゆ(0，x) =ゆB(O，X)となるように取ります.これを用いる

と密度行列は以下のように表わされます:

W州A内州i附ゲぬ沿 '" J D<te-S匂8仰帆仙ゆ[<TAおヤ= 十吋Q一刈ω8仰帆附い[<TA釘ヤト=寸十一仙eJど附士
ここで εは無限小の数です.時間と空間を z= x+irεCと表わすと，部分系 Aのとこ

ろにスリットが入った複素平面を考えていることになります.

以上をもとに，tr(PA)nはn枚の複素平面をスリットのところで連結した Riemann面

(冗n と表わす)上の分配関数によって与えられることになります.k番目のレプリカ上

の引を必)と表わし，異なる面の接続条件を

必)(T=-hz)=d-吋(r= +f，X) (k = 2，3，…，n) (89) 

<þ~)(r=-f， x) = <þ~)(r=+f， x) (90) 
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図 2:冗η の模式図.

で与えます(図 2).それらでの経路積分が密度行列の積を意味します.以降 tr(PA)nを

γ(ρAt = /} ¥n r Dゆe-fd巾乙(n) 三L (91) 
(Zl)n 冗n(Z1)n

と表わします.n=lのときにかPA= 1となるように規格化しています.ここでラグラ

ンジアン密度乙(n)[ゆ1うゆ2ぃ .，<Pn](Z)は平坦な C上で定義された乙[仇](Z)の和

乙(n)[ゆ11<P2，...，<Pn](Z)=乞乙[仇](Z) (92) 
k=l 

で表わされ，冗η による時空の曲がりは陽に含まず，拘束条件として導入します.

分岐点ツイスト場 式 (92)のラグランジアン密度は任意のレプリカ交換に対して不変で

すが，特に式 (89)及び (90)で与えられる境界条件の場合には，レプリカのサイクリッ

クな交換を表わす以下の二つの対称性が残ります:

乙(n)[ゆ1，のう…ぅ仇](Z)=乙(n)[仇うゆ1ぅ…，仇-l](Z)=乙(n)[ゆぁ…うゆm ゆl](Z)， (93) 

即ち，分配関数は上記の対称性を持つ必要があります.これらは分岐点ツイスト場と呼ば

れる演算子Tn， え (Tnゆ'j=内-1うえゆ'j=内+11ゆ0=仇，仇+1=ゆ1) と関係していて，

Znぽ (Tn(u)Tn(υ))乙(n)，C (94) 

となります 32，33 これは完全系 1=乞ゅIlk1ゆfゅf)(ぱゆflを挟むことで示せます.或い
は冗η の時空の曲がりの効果を顕に取り入れた作用を 81しと書いたときに，ツイストの

生成子が 8(n)-81弘に対応すると見ても構いません.ここで以下のような場の線形結合

ふ=工付J<Pj (95) 
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がTn，'Inの固有状態であることが分かります (k= 0，1， ...川一 1).実際に

Tn4>k =玄e吋 jゆj-l= Le叫

が得られます(匁の行列表示を対角化してもよい).同様にしてえについてはえム=

e-27吟ムが成り立ちます.この結果，異なる kのモードは分離するので，分配関数も異

なる kの状態の直積で書けることになり，Tn = rr~二;7L，k??L= 口;二;7L，k と書くと，

(97) ZnぽII(丸山)丸山))ι(川，C

が得られます.

共形場理論による解析 臨界系では特徴的な長さスケールがなくなり，スケール変換に

対して理論が不変であることが要請されます.特に時間 1次元+空間 1次元の系の変換

は，複素函数論の等角写像 (conformalmapping)とほとんど同じです.そこで時空に

対応した複素平面 ω=x+初tを導入し(りは低エネルギー励起の線形分散の傾き)， 

ds2 = dωdiiJ = (Vdt)2 + dx2が不変となることを要請する場の理論が共形場理論です.
エントロピーと場の曲率が関係あるので，空間の計量を反映する量から調べましょう.

一般相対論的にはストレス・テンソル TIlV = 1/ y'-9(8S/8gμν)Igμν=ημν がその定義通り計
量に依存するのですが，共形場理論の場合にはより重要な働きをします.ストレス・テン

ソルは準プライマリー場なので，共形変換 z→ω(z)に対する正則部分の変換式は

T(z) = (判2T(ω)+三{ωグ}1αz J -¥ --/ ' 12 

となっており(反正則部分Tも同様)，共形異常項 (c/12){肌 z}を含んでいます.cは中

心電荷 (centralcharge)で，大まかには系の有効的な励起モード数に対応します.また，

{w， z} =手-K5)2
は複素函数論でも出てくる Schwartz微分と呼ばれるもので (ω1=dω/dz) ，一葉の平坦

なC上での一次分数変換z=(αω+b)/(ω +d) (C→ C)ではゼロになりますが，冗η
上では空間が査んでいることを反映して有限の値を持ちます.今 n枚の複素平面を連結

して Riemann面を作りましたので，

(98) 

(99) 

ω=(ヨ)l/n
という変換を導入すると，(T(ω))c = 0の関係が使えます.(z-u)/(z-v)の部分は，領
域zεA= (u，v)を(0，∞)に拡大するファクターです.この結果，

、、，，
F

A
U
 

nu 

唱

'A，
，E
E

‘、

(101) (T(z))匁=三{ω，z}
凡 n 12 
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が得られます.後は少し面倒ですが具体的に Schwartz微分を実行すると，

川 =j(1一志)(z _(…)2 (102) 

となり，n=lの場合には確かにこの項の寄与はありません.更に部分分数に分解すると

σ(z) )冗n=試1-占){山2一土土+dF+土土)(103) 
が得られます.この式を共形 Ward恒等式 (Zl= (匂う0)，Z2 = (v， 0)) 

一.......r ム 1θ1
(刊)(z)日)川(n).1C-片2(z-L)2+71zj(州知))白人IC (104) 
と比較します.ここで zは或る複素平面上にあり，他の複素平面とは分離しているので，

(T(n) (z)Tn(u)え(v))乙(n)
，IC = n (T(z))冗

(Tn(u)Tn(v))乙(n)，IC 凡

(105) 

と仮定してよいと考えられます.このとき二点相関関数とスケーリング次元が

(Tn(u)Tn(v))ι(n) ，ICぽ 1
IZ1 -z212ムnIZ1 - Z212~n ' 

ムn ム=会(ηーか
(106) 

(107) 

で与えられることが分かります.

以上より，領域 Aの長さを lu-vl= Lとすると，tr(ρA)η は

T-4ムntrpn = cnL (108) 

となることが分かります.Cnは規格化定数です.これを式 (84) に代入すると最終的に
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(109) 

という形が得られます.c' = -limn→1+ (c'n/ cn).従って一次元臨界系ではエントロビーに
対数補正が現れます.また基底状態の波動関数から励起モードの情報である中心電荷を調

べることができるという特徴を持っています.このことからもエンタングルメント・エン

トロピーは相関関数と類似のd性質を備えていることが分かります.

以上の方法に基づいてエンタングルメントの系統的な研究が行われております.例え

ば，有限サイズ効果を調べるためには w'= (L/2π) logω という変換，有限温度の計算で

はw'ニ(グ/2π)log ωという変換を行うことでエンタングルメント・エントロピーの式を

導出することができます.
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図 3:測地距離の計算

AdS/CFT対応によるエンタングルメント・エントロビーの幾何学的導出 式 (109)
を対応する重力理論の立場から幾何学的に導出します 47-54 この方法で得られるエント

ロピーは特に「ホログラフィック・エンタングルメント・エントロビー (holographic

entanglement entropy) Jと呼ばれています.重力理論におけるエンタングルメント・
エントロピーは，ブラックホールに対する Beckenstein-Hawkingエントロピーを一般化

した笠.高柳の式

ー-rl 4CC;:2 、、E
，J
n
U
 

噌

E
4

t
E
A
 

，，
 •• 

‘、

が知られています 47-49 ここでArea(γA)は領域 Aを囲む極小曲菌加の面積， G72は
ニュートン定数です.従って，Area(iA)を計算することが必要です.d = 1の場合， AdS 

計量における測地距離を計算することがそれに相当します.

AdS空間の計量は ds2= 9μνdxJ.l.dxV に対してが=丸 x2= Z及び 911= 922 = l2 / Z2 ， 
912 = 921 = 0で与えられます.zはAdS時空の動径座標，lは AdS時空の曲率半径で

す.測地線の微分方程式は

~x入、 dxJ.l.dxv 
~+r~ 一一一一 =0、
dt2 μν dt dt -， 

r;ν=jg入T伽 ν+θν9rμール)

(111) 

(112) 

で与えられ，

d2x 2 dx dz 
友2"-; dt dt -v， 
d2 Z 1 f dz dz dx dx ¥ 
dt2 Z ¥ dt dt dt dt J ~ 

(113) 

(114) 

と表わすことができます.この解は上半平面の半円

(x， z) = R( cos 0， sin 0) (115) 
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エンタングルメントで見る時空の幾何学構造とテンソル積波動関数

となります.但し dOjdt= sinOと置きました.

ここで二点間 X=(x，z)=(-Rぅα)，y = (y， z) = (R，α)の測地距離 Dxyを計算しま

す.パラメータの定義は R= L/2 ， ε ~O 三 π- E， (L/2) sinε=α の通りです.即ちの
α→ 0極限で，境界の一次元系の長さが Ix-yl= Lとなるようにパラメータを取ります.
このとき Dxyは

Dxy = 21"νイ(お)¥(詰)'

= l吋::::::)

(116) 

(117) 

(118) 

(119) 

より

日 log((L+会 (2 (120) 

を得ます.また Wey1anoma1yの計算から，d = 1の場合

3l 
c=一 (121)
2G 

で与えられることが知られています 55-58 ここでもやはり曲率半径lが場の励起cに対応

しているということが見て取れます.CFTの計算では述べませんでしたが，面積則の係

数には一般には中心電荷をはじめとする量子異常項 (quantumanomaly)が現れ，エ

ントロピ一流の強さを表わすことになっています.最終的に Area(γA)= Dxyとしてエ

ンタングルメント・エントロビーを評価すると，

(122) 

が得られます.α が格子長(カットオフ)を与えるので， αが小さいとき，

， (L+ゾL2)2¥ C 
S rv .; c 102: I ' ， _ ，_ / I =.:. 102: 

o ¥ (2α)2 J 3 --0α 
(123) 

となり，式 (109)が係数まで含めて導出できました.極小曲面の計算は高次元にも拡張

でき，その次元依存性が議論されています.結果の詳細は部分系の取り方に依存するので

すが，主要項は d三2の場合に面積則を満たすことが知られています 47-49 従って空間

一次元系だけが特異的に対数発散を持っていることになります.

円。
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図 4:一次元 Hubbard模型のエンタングルメント・エントロピー (8= 0) . 

DMRGによる一次元Hubbard模型のエンタングルメント・エントロビーの計算 DMRG 

は一次元電子系の計算において非常に強力なツールです 45，46. DMRGでは「部分系JI密
度行列」といったエンタングルメント・エントロビーの計算に欠かせない量がまさに理論

の根幹を決めている量であり，本稿での議論と非常に相性が良いのです.数値計算法の詳

細は述べませんが，基本的には全系(スーパーブロックと呼びます)の波動関数から半分

(環境)を縮約して部分系であるシステムの密度行列を求め，その固有値が大きな固有ベ

クトルで基底を近似します.この方法を応用すると，厳密に対角化が出来ないような大き

なシステムも系統的に取り扱うことが出来ます.具体的に相互作用系のエンタングルメン

ト・エントロピーがどのように振舞うのか， DMRGによる結果を見てみましょう.図4

に一次元 Hubbard模型(キャリア濃度は half-filling，8 = 0) 

H=-tL:(c!，σCi+l，O" (124) 

の基底状態波動関数に対するエンタングルメント・エントロピー Sの計算例を示します.

境界は開放端条件で計算しています.開放端の場合にはエントロビーはsr-..; (c/6) log Lと
スケールします.クーロン斥力 Uの大きさを U= 4t， 10t， 40tと変化させ，システムサイ

ズL (ここではスーパーブロックのサイズを Lとしました)の対数に対して Sをプロッ

トしています.この場合，系は Mott絶縁体で，実効的に Heisenberg模型 (Jr-..; 4t2/U) 

になりますので c= 1 CFTで記述されます.システムの偶奇性が比較的強いので明確な

フイツテイングをしにくいのですが，Lが大きな領域でsr-..; (1/6) log L， c = 1に漸近して
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いくように見えます.開放端条件の場合には，境界によって誘起されるダイマー化の影響

があります.そこで数値計算の結果を見ると，システムサイズが奇数の場合にはダイマー

になれない余ったスピンが存在し，その揺らぎの分だけエントロピーが高くなっていると

見ることができます.逆に言うと，励起モードの個性が直接反映されているようなので，

注意深く見れば色々な情報が得られそうです.

DMRGの精度と境界条件及び次元性 DMRGによる数値計算は，開放端条件の場合に

精度がよいことは CFTから理解することができます.一次元臨界系に対してトランケー

ション数の上限をボルツマンの式から見積もると，周期境界条件の場合は

mperiodic ~ミ eSA = e(c/3)logL+γz ♂LC/3 (125) 

であるのに対し，開放端条件では

m
open
::; eSA = e(c/6)logL+γ=♂LC/6 (126) 

となります.即ち周期境界条件の場合には，開放端条件における状態数の eL/6倍の状態

を必要とします.このことが周期境界条件で DMRG計算の効率があまりあがらない原因

の一端であると考えられます.

同様にして， DMRGによる数値計算は空間一次元の場合に精度が高いが空間二次元以

上になると計算効率が落ちることも面積則から理解できます.即ち，非臨界系では

rd-l 
mnc 0にe- (127) 

となり，d = 2の段階で必要な状態が指数関数的な増加になってしまいます.臨界系では

Ld-11ogL _ rLd-1 
mcr・iticαlぽ e- --0- - .L (128) 

となり，更に強い発散が現れてしまいます.

これらの結果は，強相関電子系の問題で最も興味が持たれる二次元系を精密計算する場

合において，単に DMRGの原理を拡張することは好ましいことではないことを示唆して

います.このため，面積則を満たすような DMRGの拡張が必要になります.テンソル

積波動関数による変分法はこのような要請に基づくものです.

境界操作と双曲変形 以上のことから， DMRGにおいては出来るだけ開放端条件を用い

たいのですが，それでも境界の効果は非常に大きいものです.例えば DynamicalDMRG 

で一粒子励起スペクトルや光学吸収スペクトルを計算すると，励起モードが端に溜まって

しまい，その局在モードに起因する余分なピーク構造を出してしまいます.これを回避す

るために，適切な boundarypotentialを導入して，励起モードが端に来ないように調整

することができます 59 例えば一次元 Hubbard模型の光学吸収スペクトルの計算では，

F
h
u
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電荷ギャップの直下に edgemodeとしてのホロン或いはダプロンの束縛状態が形成され

ます.ポテンシャルの役割は，このモードのエネルギースケールを制御して光学ギャップ

よりエネルギーの高い状態に持っていくことを意味します.この方法は非常に簡便で或る

程度の効果があるので便利なのですが，いささか作為的です.そこで，もう少し物理的な

背景のもとに相互作用を変動させて，境界条件や赤外発散をコントロールすることが詳し

く調べられています60-65 これらはハミルトニアンを曲がった時空に定義することに対応

します.その計量の効果を取り込む見方は本稿の終盤の議論と関連しており， AdS/CFT 
対応を経由して「ホログラフイツク繰り込み群Jというものに繋がっていきます.

具体的にはどういう操作をするかというと，例えば「双曲変形 (Hyperbolicdefor-

mation)Jと呼ばれる次の曲率

9j，j+1 = cosh(j入)= ~ (ei入+刊) (129) 

をホッピングや相互作用に導入するのです.例えばs= 1/2 Heisenberg鎖であれば

H=J~ゑゑ+1 → J乞 gi，i+ 1Si ・ゑ+1 (130) 

と変形します.ここで長さ Lの格子のラベルは -L/2三jくL/2と取ります.つまり，
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(131) 

となって(入>0) ，中心は普通の Heisenberg模型なのですが，中心から離れるにつれて

相互作用が非常に大きくなるので，これは境界に向かつてエネルギースケールを粗くしよ

うとする試みと考えていただいて構いません.s = 1/2 Heisenberg模型は臨界系ですが，
以前に DMRGの計算例で示したように，有限系では境界に起因したダイマー化の影響が

あります.このダイマー化が安定するような境界変形を施していることになります.この

変形に伴って実際に基底状態はダイマー化し，局所的な性質が強くなって，エントロピー

が減少しながら一定値に漸近することが分かつています 62

双曲変形は双曲平面を表わすAdS計量と深いかかわりがありそうだと皆さん推測する
でしょう.AdS計量との対応を確認するには，単位円盤D上のポアンカレ計量で考える
のが都合がよいです.即ち

ds2 = du2 + {(cosh U)2 -1} d(P = du2 + (sinh u)2d82 (132) 

という表示を用います.これより 9方向の推進には sinhu rv cosh u( u→∞)という因子

がつくことが分かります.これで例えば uを空間座標， 8をユークリッド化された時間

座標だとして時間推進した場合を考えてみましょう 63. U→入U と書いて入を大きく取

ると，時間推進の項が支配的となるので，時間推進演算子は

U(d8) rvほp(-J duh山
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となることが期待されます.但し通常はハミルトニアン密度h(u)に空間微分δ/θuが入っ
ているので，これが直ぐに成り立つかどうかは自明ではないということには注意を要し

ます.以上のことから，相互作用を coshuに従って変形することは，模型を AdS時空上

に配するということのように思われます.このとき実は 0が繰り込みのフローパラメー

タであり，この表示での時間推進が繰り込みの固定点を自然に作り出す働きを持っていま

す.このときに元々臨界系だった Heisenberg模型の中心電荷がどう変形されるかを見る

ことが有益なのですが，これに関連した問題は後ほど議論することにしましょう.

3.6 エンタングルメント・エントロビーへの対数補正についての追記

ボース凝縮状態 エンタングルメント・エントロビーへの対数補正と長距離相関の関係につ

いてボゾン系を用いてもう少し考えましょう 66 特に温度を下げてボーズ凝縮相に入ると，

系はマクロなコヒーレンスを獲得するので，その効果がエントロピーに反映されるはずで

す.以下では相互作用のないボソン系を考えます.ハミルトニアンは H= -Lij tija!α3 
で，フーリエ変換 bk=乞je-4klαj/ゾZで対角化すると H=乞kε(k)blbk となります.
ボーズ粒子は絶対零度でボーズ・アインシュタイン凝縮して k=Oの状態に落ち込みま

す.そのため，N粒子系の基底状態波動関数|宙0)は

〆、 N

+， l¥T • ~ • 1 I 1 "1[""""""10. + ¥ 
|宙。)=一一(bO)川 10)=一一|一 )~α~ I 10) (134) 

..JNf \~U 初日ケ JJ 

と表わされます.

ここで部分系を構成するために，長さ Lのシステムを二つの部分 (r= A，s)に分解

しましょう.即ち L= LA +Lι10) = 10)A⑧ 10)Bとします.次の演算子

αL=全日 (日5)
v 一且 jf三F

を定義し，これを用いると問。)は

T -N/2 ， 、 M

1'110) =話(ゾZZd+品目10) (136) 

一話会NGl(何仏y(石仏)N-l 10) A③ 10) B (137) 

となるので，

λl = じ NNClIJAL2-l 

Il)r = お刷叫

(138) 

(139) 
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と置けば， I曽0)が以下のように Schmidt分解の形に表わすことができます:

Iwo) = E AI1)A⑧IN -l)B (140) 

これでエンタングルメント・エントロピ}を計算する準備ができましたね.

以降では LA= LB = L/2の場合を考察しましょう.このときんは x= N/2 -1 (但
し-N/2壬x:S; N/2)を用いて

入l= NCl噌二=ベi)=R4-叶 (141) 

と二項分布 Pp(k，N) = NCkpk(l-p)N-kで表わされるのですが，Nが十分大きいときに
は正規分布に近似できて (Nlrv NNe-Nv'fiNを使う)，規格化まで含めると

主lmAl =刷=，/与e-2X2/Nピバヤ

となります.従ってエンタングルメント・エントロピーは

Ervーにの入山

となります.

(142) 

(143) 

以上から，自由フェルミオンでなくても，凝縮相に関わる巨視的な数のボーズ粒子が

存在する場合には，或る種の対数補正が出てくることが分かります.但し今の場合の対数

補正はシステムサイズではなくて粒子数の対数補正となっています.以前にも述べたよう

に，このことは境界から測ってどの程度の領域まで相関(今の場合はマクロなコヒーレン

ス)が発達しているかということが面積則の破れに繋がるという直観的な見方とコンシス

テントであることがお分かりいただけるかと思います.

「境界Jとしてのフェルミ面 d次元自由フェルミオン系のエンタングルメント・エント
ロピーは以下のように振舞うことが解析的・数値的に確かめられています 38-42，67: 

S = iC門 ogL+B品B此L
d←叫一

C = A/O!¥d_l f f I仰nx'ηnpldAxdAp炉' 4(2π)d-lん。んr

(144) 

(145) 

ここで， θrとθQはそれぞれフェルミ面と考えている実空間領域の境界，npとnxはそ

れらの境界に垂直な単位ベクトルです.面積則とその対数補正に関して先に述べたように，

先ずは情報をやり取りする「境界Jを定義し，そこからの「低エネルギー励起」を特徴づ
けることが上記の式を理解する上で重要です.ポイントは その境界は一般には実空間上

に定義されなくても構わないということです.今の場合「フェルミ面」が境界に対応しま

-418ー



エンタングルメントで見る時空の幾何学構造とテンソル積波動関数

す.d次元系のフェルミ面は d-1次元的曲面ですから，Ld-1という因子はフェルミ面の

存在に起因していると言えます.一方，フェルミ面からの低エネルギー励起は，フェルミ

速度 Vk-マk匂で特徴づけられます.このベクトルはフエルミ面に垂直弘 11仇なので，

低エネルギー励起は radial励起と呼ばれていて，それらは独立な一次元的線形分散モー

ドと考えることができます.これらのモードは伝搬方向が向き付けされている chiral励

起です.逆向きに伝搬するモードは，典型的にはフェルミ面の反対側の励起になります.

励起モードの数を数えてみましょう.実空間で特徴的な長さ Lの部分系を考え，それ

以外の領域をトレースアウトします.このとき，波数空間或いはフェルミ面は，サイズ

(2π/ L)d-1のパッチに離散化・粗視化されます.単位面積当たりの格子点数は (L/2π)d-1
となります.フェルミ面上の各点はフェルミオンが占有しているので，それらが全て logL

の補正に寄与します.従って，あとはフェルミ面上にこの格子点が幾つ並んでいるか数え

上げればよいということになります.例えば d=2の場合には Stokesの定理を使うと

I dAx (ι-仇)α IdAx. Vk匂 =I dn. rotx (マμk) (146) 
Jθn Jθn Jn 、ノ

と評価できて， rotx とマkがキャンセルするので，経路 θFに沿う線積分は分散をフェル

ミ面上で足し上げる形になります.このため積分が励起モードの個数をカウントしている

ことが分かります.実際に二次元正方格子などの具体的なモデルで確認してみるのもいい

でしょう.励起モードの数がフェルミ面の形状に依存しているということは，場の歪みと

励起モードの対応の波数空間版と見ることもできます.

Jordan-Wigner変換及びボソン化法による粒子の統計変換とエントロビー 量子多体

系の解析には幾つかの統計変換の方法が知られており，解析しやすいほうの統計粒子の模

型を取り扱うことが出来る場合があります.ここまで見てきたように，粒子の統計性はエ

ンタングルメント・エントロピーの振舞いに大きく影響すると考えられるのですが，その

一方で統計変換は単に数学的な技巧ですので，エンタングルメント・エントロピーの振る

舞い自体が変化することはないはずです.この事情を先ずは Jordan-Wigner変換に基づ

いて確認しておきましょう.

Jordan-Wigner変換は，一次元量子スピン系のキンクをフェルミオンで表わす変換で

す.S=1/2XXZスピン鎖

H=jJエ(可児1+可児1)+み工科1 (147) 

を考えましょう.ここでストリング演算子 K(i)を

K(i) =仰(ゃん) (148) 
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と導入します.K(i)はj=lから j= i-1までの全てのスピンを z軸の周りに π回転
するので，サイト tにキンクを一つ生成する働きがあります.スピン演算子を

トK(i山~- = fiK(i)， S: =μ-i (149) 

とすれば，演算子五はフェルミオンの反交換関係{ムfl}= dij， {ムん}=oを満たし，
ハミルトニアンを
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(150) 

と実効的に V-t模型で表わすことが出来きます (Jょ=2t， Jz = V). ~i Si = ~i fl fi -
N/2 = M -N/2であることから，$ん =24sf=0の空間を考えると，フェルミオン
数 M はM=N/2であることが分かります.従ってフェルミオン系のキャリア濃度は
half-fillingです.

フェルミオン表現のハミルトニアンを眺めると分かるように，量子極限 (Jz= 0)では
模型は自由フェルミオンに変換されています.従ってエンタングルメント・エントロピー

は logLに比例します.一方 Jz> J.ょの条件は V> 2tと表わすことが出来るため，こ

の時には系は電荷秩序絶縁体となります.電荷の励起ギャップが存在するため，エンタン

グルメント・エントロピーのサイズ依存性は相関長を超えると頭打ちになります.これ

らの事情は実際にスピン系自体の解析結果とコンシステントです.Ising異方性が大きい

Jz>> Jょ>0の場合には，系の両端を固定して(或いは周期境界条件にして)ドメイン・
ウオールを二つ生成すると，その励起エネルギームEは全運動量 qの関数として

ムE= Jz -2JムIcosql (151) 

と書けることが簡単な計算から分かります.従って明らかにスピン励起にギャップが存在

します.Jzの値が小さくなるに従ってギャップの値は次第に小さくなり，ちょうど等方的

なHeisenberg模型 Jz= Jょ=Jの場合には desCloiseaux-Pearsonモード

ムE=千Isin ql (152) 

が得られ，スピンギャップが閉じます.

Jordan-Wigner変換による結果は，ボゾン化法を通しても見ることが出来ます.xxz 
模型の連続版は，量子 sine-Gordon模型

{L_ffJム Jz、2 I J l.. l!:l 11 ¥2 Jz _ _ _ nll 1 
H = I dx ~ ( ~ ~ + A~:_? ) (θ O+?+一 (δ 0_)一一一cos20+ } (153) J WoAJ l ¥ 8π4π2 ) ¥VXV+J I 8π XV-J 2(πα)2 ，，~'" .fJV+ J 

の形に表わすことが出来ます.Klein幽Goldon模型のエントロビーを思い出して， cos 20+ t"V 

1-81と近似すると，0+モードの質量項 μ2に相当するのはみ/2(πα)2であり，Jzを大

きくすると励起ギャップが開く傾向が強まるということは自然な帰結です.
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3.7 トポロジカル秩序とエンタングルメント・エントロビー

ここまでは AdS/CFT対応に基づいて，曲がった古典時空が量子系のエントロピーを

特徴づけることを幾つかの例を通して述べているのですが，微分幾何的・多様体的な要素

を持ち込む前に，系の位相構造が既にエントロビーに寄与する例がトポロジカル量子系で

す.Laughlin波動関数を議論する後の節でまた触れますが，系の位相構造は分数統計粒

子の存在などを通じて基底状態の縮退度を決める重要な因子です68，69 エントロピーとい

う量は幅広い幾何学的意味を包含していることが見えてきます.AdS/CFT対応とは異な

りますが， トポロジカル秩序のような量子相転移において， adelity計量と呼ばれる幾何

を調べて相転移を議論する方法もあります 70，71

トポロジカル・エンタングルメント・エントロビー ギ、ヤツプのあるトポロジカル秩序化

した二次元基底状態では，面積則の補正項として，そのトポロジ}に対応した負のエント

ロピ- Stopo =一γ(γ>0)が現れることが知られています 72-79 • 

S=αL-'Y+・・・. (154) 

St叩oは「トポロジカル・エンタングルメント・エント口ピーJと呼ばれます. トポロジカル
秩序のように対称性の破れのない量子相転移を特徴づけるためには，基底状態の縮退度を

調べることも出来る場合がありますが，通常は分数統計粒子の存在やエッジ・モードなど，

系のダイナミクスを調べることが必要です.それに対してトポロジカル・エンタングルメ

ント・エントロビーは，それらの情報を基底状態の波動関数から直接得られるという利点

を持っています.St叩oはシステムサイズ Lに依存しないことから，位相的場の理論による

解析がなされており， γは量子次元 (totalquant um dimension) D =ゾ芝コr(三1)
を用いて γ=IogDと特徴づけられます.本節で考えるような離散ゲージ理論において

は，Dはゲージ群の要素数となります.例えばフイリングが ν=l/qの量子ホール系で

は D= VQ.となります.従って基底状態波動関数から励起モードの情報を間接的に予測

することも可能であり， トポロジカル量子系の解析にはエントロビーが非常に重要な役

割を果たすと言えます.またエントロビーは二次元系がトーラスと同相ではない場合に

も調べられており，式 (154)と同様の関係が成り立ちます.一方，基底状態の縮退度そ

のものはジーナスに依存することが知られているので，これはトポロジカル・エントロ

ピーが大域的な示量変数ではなくて，エッジ・モードの情報を強く引きず、っている結果で

あると見ることができます 68，69 実際にホログラフイツク分配関数という見方によれば，

エッジ・モードを記述するカイラル CFTの意味での edgeentropyが定義できて，それ

がトポロジカル・エントロピーに一致するということが示されます 80 (Sbulk =αL+・・・:
トポロジカル絶縁体の場合にはギャップが空いているので，バルク部分は面積則に従う，

Sedge = Sto仰).またトポロジカル秩序とは異なりますが類似の現象としては，境界のあ
る一次元臨界系においても，エントロビーに対して logg (gは基底状態の縮退度である
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(a) (b) 

図5:蜂の巣格子と閉ループ構造の例:0 (ストリングがいなし":¥)及び・(ストリングが
いる)がq-bitを表わしており，同じリンク上に乗った q-bit対はエンタングルしている

(同じ色を取る). .で与えられる閉じたループ構造は 重複しない配置のみが正味のエ

ントロピーに寄与する(連続変形して重なる図形は同じものとみなす). (a)及び (b)は

それぞれ異なる閉ループ構造を表わす..でループを構成するとき，各サイトからは必ず

偶数個の.が出ていることが分かる.

が，境界条件のユニパーサリテイ・クラスに依存しており，一般には整数でない値をとれ

る)の補正が現れることが CFTの解析から知られております 8I，m-

以降では特に詳しく解析されている Z2ゲージ模型について議論します.

String-net模型 St叩。の定義を蜂の巣格子 (honeycomblattice)上で具体的に見て行

きましょう(図 5).全系からグレーの色で表わされた部分系を切り出し，それを点線で

A，B，Cに分割します.各分割 α=A，B，C，AB，BC，CA，ABCのエンタングルメント・

エントロピー Sα を計算し，それらを次のように結合します:

Stopo = SA + SB + Sc -SAB -SBC -SCA + SABC (155) 

右辺から明らかなように，この定義では各分割の Sa=αL-γの主要項，即ち面積則を

与える項 αL，が全て打ち消してしまいます.残るのは Stopo=一γだけです.従って，

この定義が有限のエントロビーを与えるとしたら， γは系のトポロジーに起因する量であ

る可能性があります.即ち，各分割の形ではなくて噌それらがどのように組み合わされて

いるかということにエントロビーが依存するということです(文献によっては部分系への

分割の仕方や St伽の定義に若干の違いがありますので注意して下さい). 

トポロジカル秩序を基底状態に持つ模型としてよく知られているものには，ストリン

グ・ネット模型 (toriccodeとも呼ばれます)があります 37，83，84. この模型では峰の巣
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格子の各リンク上にエンタングルした二つの q-bit(スピン 1/2)が乗っており (1ゆ)= 

( 1 00) + 111)) /必)，ハミルトニアンは

HZ2 = I:IIσf-I:IIィ-玄σiσL (156) 
P tεp V Jεu 

で与えられます(通常はリンクに一つの q-bitが乗った模型を考えて，Lzσ五σLの項も含
みませんが，q-bit二つの模型では完全にエンタングルしているのでいつでも |αα)→ |α)

とできて，基本的には同じ模型です.また格子は一般的には蜂の巣格子でなくても構い

ません).ここで pは六角形のプラケット，vは各サイト，lは各リンクを表わします.

I1i匂可はプラケット演算子， I1j白々は星印演算子と呼ばれます.この模型の基底状態
は，リンクに乗ったストリング (q-bitpair)に対して全ての閉ループ構造(ストリング・

ネット状態， 1似))を同じ重みで足し上げた状態|宙Z2)=乞cll内)になります.閉ループ

構造をとるということは，各サイトに着目したとき，・即ちストリングが偶数本出ている

ということを意味します.ここで部分系を切り出したときに境界から η本のリンクが出

ているクラスターを考えます.基底状態が閉ループ構造の重ね合わせで表わされるため，

エントロピーに寄与するのは閉じたループの境界での配置の数になります.但し独立な境

界配置は，連続変形して一致するものの重複を除いて 2n-1だけあります.従ってどの閉

ループ配置も同じ重みの場合にはエントロビーがSα=(n -1) log 2となり，Stopo = log 2 
が得られます.繰り返しになりますが連続変形で互いに移り変わることのできる状態，即

ちトポロジカル不変なグラフ，のダブル・カウントを除く際に因子 -1が現れていること

に注意しましょう.この結果は， Z2ゲージ理論において D=2であることと対応してい

ます.

Kitaev模型 二次元蜂の巣格子上に定義されたスピン 1/2の Kitaev模型

H=  -l_二Jxafσj-l_二ゐ制一ヱ Jzafσ; (157) 
x links y links z links 

もあトポロジカル秩序の典型例です 37，83. この模型は相互作用が方向に依存しているこ

とが特徴であり，軌道擬スピン模型として強相関物性論の立場からも重要なものです 85

ハミルトニアンは次のプラケット演算子

W...-σzσνσzσzσyσz "p  - vlv2v3v4v5v6 (158) 

と可換 [H，陀]=0です.従って波動関数は H と叫の同時固有状態となります.

蜂の巣格子の各サイトにおいて， 4次元 Fock空間に作用する Majoranaフェルミオン

bα，c (例えばc?=1?{CゎCj}= 0)を用いて以下の演算子を定義します (α =x，y，z):

δα = ibαC (159) 
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図 6:スピンの Majorana表現

これらは本当のスピン演算子より作用する空間が大きいことを覚えておくためにチルダ

をつけておきます.物理的な空間|宙)は射影演算子 D= bXbYbzcに対して DI宙)=1宙)
となるように選ばれます.何故かというと aXaYaZ = ibxbYbzc = iDとaXaYσZ=iが成
り立つので，物理的空間において Dは恒等演算子になるためです.

Majorana表示の相互作用項は

b?b?=Ob?叫(ibjCj)= bfbjCiCj = -iUijCiCj (160) 

と表.わされます.ここでリンク演算子町 =twwは互いに交換します.また吟=
(ibibj)(ibibj) = (bi)2(bj)2 = 1が成り立つので Uij=土1となります.従って Kitaev
模型は静的な Z2ゲージ場 uと結合した Majoranaフェルミオン cの自由模型に変換で

きます.ゲージ場に関しては string-net模型と等価であることは明らかです.従ってここ

から Stopo=一logDが導かれます.一方，ブエルミオンの場に関しては，Jx， Jy， Jzの大

きさに応じて，ギャップのある相とギャップレス相 (Diracフェルミオン)が現れ，エン

タングルメント・エントロピーの主要項を与えます.

エンタングルメン卜とフラクタル的境界を持った面積則 トポロジカル秩序相のエンタン

グルメントの主要項は，通常の面積則と少しだけ異なっています.例えばフェルミ面が情

報のやり取りの境界である場合には，基本的にはその形状が複雑なほど境界で多くのフエ

ルミオンの往来があるので，エントロピーが増大する傾向にあります.一方， トポロジカ

ル秩序相で境界 Lが Hausdorff次元 D を持つフラクタル曲線である場合，

S4く L (161) 

となり，エントロピーは境界の長さよりも低く抑えられます.S/Lはフラクタル・エント

ロピーと呼ばれます 86. これは厳密なフラクタル性の極限では，フラクタル曲線の長さが

発散することと関係しています.
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3.8 Particle partitioning entanglement entropy 

通常，エンタングルメント・エントロビーは， r空間的に分割された」二つの系の間の
情報のやり取りを記述します.即ち格子の集まりや連結した空間の領域を取り扱います.

一方， r particle partitioning entropy Jと呼ばれるエントロピーを定義することが出
来ます 87，88 例えば波動関数が第一量子化で表現されている場合，部分系を導入する際の

グルーピングは空間よりも粒子で行う方が自然です.即ち或る粒子のグループとそれ以外

の粒子のグループという分割を導入します.それら二つのグループに属する粒子は互いに

運動していて明確な空間分割をすることは出来ない場合にこの定義が有効です.

以下では簡単な系でエンタングルメント・エントロピーと粒子分割エントロピーの比較

を行いましょう.初めに 3サイト(或いは 3軌道)に 2個のスピンレス・フェルミオン

がいる系を考えます.サイトは α，s，γとラベルされています.例えば波動関数を

|ψ) = (α44+α2cbc~) Ivacuum) =α1 1110) +α21011) (162) 

と書きましょう.初めに通常の空間分解のエンタングルメントを考えると，例えばサイト

αだけが部分系 Aにあるとすると，Aの取り得る状態は 10)， 11)であるので密度行列は

A=  Cα1120) (163) 
o 1句 12

となります.またサイト仏グが部分系 Aにあるとすると，部分系にある粒子の状態は

100) ，101) ， 110) ，111)の 4通りが考えられて，密度行列は

=0000¥  
o 1α112 0 0 I I (164) 
o 0 0 0 I 

となります.

一方， particle partioningの場合は，第一量子化の形式でフェルミオンの反対称性を考

慮すると，対応する波動関数は

α1 I仇(1) ゆβ(1)Iα2 Iの(1) ゆγ(1)
|ψ)=-|||  
v'21 <tα(2) ゆβ(2)1 ゾ21<ts(2) 科(2)

(165) 

と表わされます.ここで粒子 1と粒子 2の間のエンタングルメントを考えると，例えば，

同じ粒子の状態で縮約を取った場合に，異なる軌道問の混成効果が入るということです.

具体的には密度行列が

11α112/2 0 -α1α;¥ 
PA = I 0 1/2 0 I 
¥ーα;α2 0 1α212/2 } 

と表わされるので，通常の密度行列とは異なる固有値分布を持っています.部分系(今の

場合は例えば粒子 1がいる状態)は |α)，Is) ，11')の状態が取れるので，行列の次元は 3

(166) 

となっています.

F
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4 行列積状態 (MatrixProduct State， MPS) 
だいぶウォーミングアップができてきましたね(ホントはかなりヘピーでしたね…). 

エンタングルメント・エントロビーという量の性質が段々見えてきたのではないでしょう

か?またエントロビーはとりわけ時空の幾何学的属性と関係がありそうだということを

御認識いだたければ幸いです.ここまでの議論では系の波動関数が顕になることは比較的

少なかったので，本節ではエントロビーや余剰次元と波動関数の関係を調べていくことに

しましょう.特に系の持つエンタングルメント構造がどのように波動関数に反映されるべ

きか，或いはもっと積極的に，面積則を反映した変分波動関数をどのように構成すればよ

いかということについて議論を進めます.

4.1 行列積状態

ここでの目的は，非常に一般的な波動関数

|ψ)=乞♂182".8n 18182 ら) (167) 

の係数 C8182…8nを，系のエンタングルメント構造が反映した形(つまり面積則が満たされ

る形)，そして願わくば数値計算がしやすい形，に分解しようということです.新たな自

由度を導入してそこに量子揺らぎの効果を押し込める，というのが我々の基本的なスタン

スでしたので，この係数を先ずは局所場あるいは平均場的に分解し，その代わり量子揺ら

ぎを表わす新たな内部自由度を導入するということが目標です.

本節では先ず空間一次元の場合を考えましょう.高次元化については次節で議論致しま

す.図7(a)のように，例えばスピンの相関が隣接サイト間だけで支配的な場合には

8182・・・8n ， ~SI ~82 ，..83 ，..8n-l 
n _→CαCαβCβ7・・・cψω Cω (168) 

という分解が適切であると考えられます(同じ文字が出てきたら縮約を取ることにしま

す).ここで量子相関を表わす仮想的なインデックス α，β，γ?…を行列の足と見ると，分

解後の係数43，ca，…は行列の積で表わされています.従ってこのような状態は「行列積
状態 (MatrixProduct State， MPS) Jと呼ばれます.開放端の場合には端の cr，cr
のみベクトルで表わされていることに注意して下さい.式 (168)は局所的な分解ですが，

単純な局所近似やスカラー積への分解とは明らかに異なります.行列の次元を高くすると

様々な相関を取り込む自由度が増えると期待できるでしょう.境界が周期的である場合に

は，全て行列を使って

cDαC23cZ---c;;;1ccz，=tT(c~S2---csn) (169) 

と書くことが出来ます(図8参照).行列のトレースが含まれていますので，この波動関

数は行列の巡回に対して不変で，これは系の並進対称性に対応しています.なお周期境界
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P 

6 。
(b) 

図 7:MPS状態(各リンク仏グ?…は相互作用或いはエンタングルメントを表わす): (a) 

スタンダードな形， (b)次近接相互作用がある模型に対してはこの形の波動関数のほうが

ベターかもしれません.但し変分計算はちょっとだけ大変になりそう.

条件を課していても司有限系の場合には行列自身は並進対称にはなりません.必がサイ

トjに依存しているので，正確にはサイト jのインデックスをつけて (C?)αβ と書くべ

きです.行列積のトレースがあくまで各基底の重みとなってそれが物理的に意味のある量

となります.これは波動関数の特異値分解において特異値がユニークに決まってもユニタ

リ一行列が一般には不定であることと対応関係にあります.また例えば次近接相互作用が

無視できなくなると，図7(b)のように

c山 8n→cゐC26c;3ECCL0・. (170) 

という形が適切であろうと予想できます.この場合には添え字の数が増えてテンソルにな

りましたね.従って一般にはテンソル積状態 (TensorProduct State， TPS)或いは

テンソルネットワーク状態 (TensorNetwork State， TNS)が現れます.一次元系でも無

限レンジまで相互作用が延びれば，短距離相互作用のある二次元と同じようになるので

面積則が変わってくる可能性がありますが，詳細は MPSの高次元化の節で議論しましょ

う.なお， DMRGは実は MPS型波動関数の変分最適化法であることがよく知られてい

ます 89-91 その見方を応用して，実時間発展や有限温度の系の計算を行うことも出来ま

す92，93. 逆に DMRGでも精度よく計算できないような複雑な相互作用系では(つまり長

距離相互作用のある系や内部自由度の大きい系)，そもそも波動関数は式 (168) より複

雑な構造をしていると見ることもできます.

以降では， MPSの具体的な構成例と面積則との関係について見て行きましょう.
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Aゐ

図8:一次元周期境界条件における MPS構造

4.2 MPSの構成法の具体例:スピン一重項状態

最も基本的な 2サイト・スピン 8= 1/2の反強磁性ハイゼンベルグ模型

H=Jaa=jJ(stsz+刊 )+JS向

のMPS表現を作りましょう.基底状態はシングレット

|ψ)=古川一!日))

(171) 

(172) 

ですね.これを MPSで表わそうとしているわけですが，その前に，この状態は二つの電

子がエンタングルしているために，平均場或いは局所近似に分解することは出来ないこと

をくどいようですが確認しておきましょう.例えば或る直積状態(実効的には局所近似と

呼んでもよい)を

|ゆ) =乞C81181) @玄d82182) 
81 82 

-乞C81ω8182)
81，82 

(173) 

(174) 

= cjd↑|↑↑)+C↑d!1↑↓) + C!dj I↓↑) + c!d! I↓↓) (175) 

と書くと，これが一重項状態となる条件

Ctdt = Cldl = O. Ctd， =土Cldt=一土
1-1ι .j. ~'~I-.j.ゾ2'~.j.-'ゾ2
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を満たす係数の組が存在しないことは容易に確かめられます.従って式 (173)では厳密

な波動関数である式 (172)を表現しきれないことになります.そこで，エンタングルメ

ントを回復するために，波動関数を「作為的にJ以下のように表現するんでしたね(今の
場合は両方のサイトが端にきているので，A，Bは行列ではなくてベクトルになります): 

|ψ) =去五iMS2|S182)=去五(αS1V1)(;:)|S1S2 (177) 

ここで A81はサイト 1上に定義された行ベクトル(スピン状態 81に依存する)， BS2は

サイト 2上に定義された列ベクトル(スピン状態 82に依存する)で，

10¥ _1  11¥ 
A↑=(1 O)，A↓=(0 -l) ， B↑ =(~)， B↓= ( ~ ) (178) 

¥ 1 Jう¥0 J 

と取ることができます(但しこの取り方は一意的で、はありません).ベクトルの成分が仮

想的な内部自由度を表わしています.今の場合はベクトルですが周期境界条件の場合に

は行列になります.ここで自由なパラーメタは 8個あるのに対し (2成分ベクトルが 2種

類とスピンの添え字が 2状態あり，合計で 23= 8となります)，拘束条件は

α↑c↑+b↑d↑=  0 (179) 

α!C↓+ b!d↓=  0 (180) 
1 

α↑C↓+ bid↓=  v'2 (181) 

1 
α↓c↑+b↓d↑二一v'2 (182) 

の 4つしかありません.残りの自由度は，ユニタリ一変換で色々な組のベクトルが解に

なり得る可能性を示しています.実際にユニタリ一行列 U

U=(:口二;r)
を導入して，

Iwψめ←)=E?(μα81叩ぺ2)ト|拘S叫1刊S
と変換する場合の不変性と等価です.

(183) 

さて式 (177)と式 (173)を比べましょう.両方とも各サイト上に定義された局所的因

子の積で表現されており 形はそっくりですね.このため式 (177)は一見すると局所近

似の印象を受けます. しかしながら式 (177)の場合 A81， B82 はベクトルであるために

ベクトルの成分という内部自由度を持っており， r掛けて足すJという内積操作が自然に
二つのサイト聞の状態をもつれさせる効果を持っているのです.もう少し繰り返すと，式

(172)の波動関数はサイト 1とサイト 2の状態の単純な直積では表現できず，互いにエ

ンタングルしています.このような非局所相関を式 (177)のように内部自由度を持った

局所量の積に変換できるということが，ここで述べている理論の大きなポイントです.
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4.3 Projected Entangled-Pair State (PEPS) 

PEPS MPSに現れる行列積 A斗A21は，仮想的なインデックス 9で最隣接スピン聞
のエンタングルメントを表現して，それを物理的空間 Sj，Sj+1にマップする働きを持って

います.従って波動関数の表現方法としては 先に仮想的なエンタングルメント対を各ボ

ンド上に作っておいて，そのあとに物理的空間に射影するという見方も出来ます.この見

方は ProjectedEntangled-Pair State (PEPS)と呼ばれます 94-'ω. PEPSを数学的

に表現するためには，まずボンド上に maximallyentangled state 
χ 噌

同)=乞友情α) (附)

を導入します.一方の仮想自由度を縮約した時に，他方の仮想自由度の密度行列に対する

エンタングルメント・エントロビーは S= logχ となります.次にサイト上の二つの仮想

的自由度を物理空間に射影する演算子 (isometoryと呼ぶ)

PM=E E A~βIs) (αsI (186) 
8=1α，β=1 

を導入します.これらを用いて MPS波動関数は

|ψ) = P1@ 九⑧・・・③ PNIゆ)⑧N (187) 

と表わされます(この最終的な波動関数に対するエントロピーの計算を行うためには，射

影演算子まで考慮する必要があるので，厳密にはエントロピーに補正項がつきます).χ 

が有限である場合には finitelycorrelated stateと呼ばれていて，その場合には MPS

表現が波動関数をよく記述する方法となります.

Finite-χscaling 以上のことから，一次元的 MPSでは境界(点)でやりとりするエン

トロピーがlogχ 程度となります.面積則の視点に立てば(面積則の破れも含めて)，非

臨界系の場合には χ~ふ臨界系の場合には χ"， Lと選べば， MPS変分波動関数が非

常に正確なものであるということになります.一方，臨界現象は L→∞で起こるので，

χ"， Lというのは原理的には臨界系を MPSで正確に表わすことはできないということ

を示しています.臨界系に対してもう少し正確に述べておくと，横磁場 Isingスピン系

H=Ei(σ戸ι1+入σi)に対する無限系の半分に対するエントロビーらの数値計算から

Sχ~jlogχ(188)  

という結果が得られています(入=1の場合)1∞. 1/6の因子がつきますが，確かに logχ
でスケールされるようです.臨界現象の現実的な数値計算可能性を議論するためには，こ

の因子の大きさも重要です.開放端条件における CFTの結果と比較すると，
¥、
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(190) 

が得られます.周期境界条件の場合には，部分系を切り出してくるのに二箇所の分割が必

要ですが， CFTの計算の方の係数も 2倍になるので 2X (1/6) logχ = (c/3) log(L/2)と

なり，同様の結果が得られます.Ising模型がc= 1/2 CFTで表わされることを考慮する
と， χ=♂万となります.この場合は数値計算に乗りそうです.或いは逆に χの値を

定めると相関長がと~χ2の程度となり，比較的相関がよく取り込まれるという見方もで

きます.一般の場合には cの大きさに強く依存することになります.

4.4 MPSの繰り込み変換と面積則の関係

一次元量子系で MPS或いは PEPSがよい表現である場合(，よいJという意味は， χ
が比較的小さくてもよいということ)というのは，エンタングルメント・エントロピーが

(対数補正のない)面積則に従う場合です(逆に面積則に従う系がいつでも MPSで書け

るかどうかというのは微妙な問題ですが 101).このことは， MPSの繰り込み変換を行っ

て，固定点での性質を考えると理解できます 102 系の粗視化は次のブロック変換によっ

て記述されます:

χ min(d2，x2) 

εA斗A;2rすア1=Aj凶幻刊叶)_ ε Ut/y( 
β=1 

(191) 

ここで最後の式は特異値分解を施しました.(8j，8j+1)の次元と αγ の次元の小さい方が
ゼロでない特異値の数を与えるので，和は min(d2，χ2)までとなります.特異値分解に現
れるユニタリ一行列ザ市川は粗視化された自由度の局所ユニタリ一変換なので，

A2γ=入lLdγ (192) 

を粗視化後の新たな行列と見なすことができます.そうすると，新しい物理的自由度 lは

min(d2， X2)に増加するものの，仮想的自由度の大きさは χのままなので，繰り込みをし

てもブロックとブロックの継ぎ目のエンタングルメント・エントロビーは logχに保たれ

ます.添え字 αγ の次元ががにロックされているので，繰り込みを続けても lのサイズ

はがで抑えられます.従って，対象となる系に適切な χが有限である場合には，エンタ

ングルメント・エントロピーが有限となり，面積則を満たします.d次元系の場合に一般

化すると，エントロピーは logX2d
ー

1= 2d-11ogχ となります.ギ、ヤツプのある系の場合に

MPSが表現として適切で、あるのはこのような背景に基づいています.Haldaneギャップ

を持つ VBS状態 (MPSで書ける)に対して具体的なエントロビー計算が行われており，

有限系の場合には logχ からの補正項がつくものの，サイズの増加に伴って補正項は急速

に減衰することが知られています.
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4.5 MPSの数値的変分最適化

波動関数が MPSで書かれていることは 数値計算的には二重に意味があります.第一

に，局所量に分解されているため，各サイト上に定義された行列を逐次的に最適化するこ

とができ，全基底を取り扱うことに比べれば逐次最適化の各回における計算機の負荷は

小さくて済みます.もう一つは，行列次元 χを近似の度合を決めるパラメータにできる

ことです.基本的には内部自由度を増やせば変分パラメータが増えていくわけですから，

MPSがより良い変分波動関数になることは明らかですが，この内部自由度は比較的小さ

くても精度の高い基底エネルギーが得られるということが面積則の主張です.これは前節

でも述べたように，変分波動関数としてかなり特殊な形を既に仮定しているので，これで

系の大雑把な性質が既に捉えられていることを意味しています.勿論ここまで議論してき

たように，それは共形場理論と面積則で保障されているわけです.以下では変分原理に基

づいて基底状態の波動関数に対する行列を求める方法を示します 94-99. 一方，虚時間発

展の方法 lim'T→∞exp(-Hr) 1君。)も用いられています.これは時間依存 DMRGや有限温

度 DMRGとの接続性のよい方法です.状況に応じて使い分けをしましょう.

先ずはシングレットの場合でプログラミングのイメージ作りをしましょう ここでは変分

原理に基づいて基底状態の波動関数に対する行列を求めます.即ち

(ψIHIψ) 
入=(193)
(ψ|ψ) 

が最小になるょっに行列を最適化します.テンソル積のネットワークが複雑になっても下記

の方法は基本的には応用できます.具体的にシングレット状態 |ψ)=玄αβtr(AαBβ)1αs)

の場合で最適化のプロセスを追ってみましょう.今の場合はベクトルの内部自由度が2で

厳密なのですが，一般に χとしておきます.波動関数が局所行列の積で表現されている

利点を生かして，始めに Bを固定したときに Aを最適化する方法を考えましょう.先ず，

ハミルトニアンの期待値を以下のように変形します:

(ψIHIψ) = L (，61 (A'Y [Jd)H(AαBβ)1αβ) (194) 
α，β，γ，d 

= LLAJ (乞(γ61[JJHsf lo:s) ) Af， (195) 
α，iγ，j ¥β，d I 

ここで λγ はAγ の複素共役を表します.ベクトル Afはその成分(非物理的自由度)の

添え字 tと物理的自由度の添え字 αの両方を持っています.これらを一つのベクトルの

成分として並び替え，

t疋=(AI A~ . .. A1 Ai A~ . .. A~ ) (196) 
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とします.このとき期待値は

(ψIHIψ) =A↑iIA 

と書くことができます.但し 3はAt=tAと定義し，

ρ(叫 )(α，i)=工作81[3JHBf las) 
β，8 

(197) 

(198) 

としました.ここで例えば H('y，j)(αパ)に現れる添え字 (γ，j)は，サイトの物理的自由度

γ=↑，↓と内部自由度 j= 1，2，…，χをひとまとめにした変数で，有効ハミルトニアン H

の行成分を表します.同様に変分波動関数の規格化条件は

(ψ|ψ) = AtNA 

N作品

(199) 

(200) 

となります.以上から，要素をベクトル的に並べた行列 Aは

HA=入NA (201) 

という形の一般化固有値問題を解いて得られることになります.一般化固有値問題を解く

アルゴリズムは， LAPACKなどの数値計算ライブラリでは標準的にサポートされており，

それを用いるのが便利でしょう.後はこれを解いて得られる Aを与えて，今度は Bにつ

いて同様の最適化を行います.このイタレーションを基底エネルギーが収束するまで繰り

返します.この方法はシステムサイズが増えても使える方法です.

χ=2の場合には厳密解が得られることが既に分かつているので，ここでは式 (174)

に対応する χ=1の場合(エンタングルしていない場合)を逐次最適化で実際に解いて

みて， χの変化がエンタングルメントの強弱に対応することを確認しましょう.実際に H

とN を評価すると，

N = (IB↑12+IB↓12)E (202) 

-(ZN(↑81 [38HBs 1↑β) 2:13，8 (↑引仰が|↓ β~ ) (203) 
¥2:β，8 (↓ 81 [38HBβ|↑β) 乞β，8(↓81 [38HBβ|↓β)) 
( ~(IB↑ 1 2 ー IBl I2) ~[31B↑ V 
l l(204)  

一\拘↑B↓ ~(IBlI2 -IB↑12) ) 

となるので(但し E は 2x2の単位行列)，今の場合には一般化固有値問題が通常の固

有値問題に帰着され，

ド(11LJF↓|2)j(|B7fZ|2))(Dd(|B↑12+ 1引2)山 (205) 
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を解けばよいことになります.特性多項式 IH一入(IBlI2+ IB↓12)EI = 0を解くと，最終
的に入=土J/4が得られます.今の場合には(偶然ですが)，もともと変分パラメータに
依存した有効ハミルトニアン kから出発して，イタレーションを行わなくても収束解が
得られました.これは量子揺らぎを含まない古典的なハミルトニアン H= JSiS2におけ

る基底エネルギー -J/4と励起エネルギー J/4に対応しています.このように内部自由
度 χは隣接サイト間のエンタングルメントの強さを操作するパラメータであり，量子揺

らぎがどれだけ適切に計算に反映されるかという目安を与えるものと言ってよいかと思い

ます.

この先の計算に必要なテンソル代数のまとめ 今後の便宜上，例えばイジングハミルトニ

アンを次のように表わします:

H=乞σ?σ;--σt1(σ河~1)σ乙2 (206) 

ここで各演算子は各サイトの基底に独立に演算するので，演算子積はテンソル積であるこ

とに注意して下さい.単位行列σ?はjサイトの基底ベクトル ISj)に作用しでもベクト
ルを変化させないので，今考えている相互作用ボンドイσL1以外の状態を変えないこと

を丁寧に書いたということです.例えば4サイト古典系(周期境界条件)であれば，

H=~~~~+~~~~+~~~~+~~~~ =σ1σ2σ3σ4+σ1σ2σ3σ4+σ1σ2σ3σ4+σ1σ2σ3σ4 

となります.この表記を用いてハミルトニアンの期待値を作ると，

(ψIHIψ) = ZtT(A;144)tT(4142AT) 

(207) 

x (仏・・ s~l~ン?σ2 ・・ 4dA142 σ~ IS1S2 . . . sLX208) 

乞 tT(A;idAげtr(A~l A~2 . . . A~L) 
{8j}，{8j}，i 

x (s~1σ~ I S1) ・・・ (s~1σllsi) (S~+llσふ I Si+1) ・・・ (s~1σ~ISL) .(209) 

この式を簡単化するために 以下の演算規則を使います:

(A⑧B)(l'l)(r'r) = Al'r，Blr (210) 

叫 4B)tr(CD) = 乞(AB)mm乞(CD)aα (211) 
m α 

-乞AmnBnm~二 CabDba (212) 
m，n α，b 

= LL(Amん )(BnmDba) (213) 
m，αn，b 
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= LL(A0C)阿川(B0 D)(吋)川 (山)
m，α n，b 

tr {(A③ C) (B 0 D)}. (215) 

その結果，

(ψJHJψ) εベ(A~~ * 0 A~l) (A;川 A~2). . . ( A ~~ * 0 A ~L ) } 

x (s~1 σ~ I S 1) ・・・ (s~1 σ; ISi) (s~+ll (J;+1 ISi+1) ・ (s~1 σ~ ISL) (216) 

となりますが，

Ef=乞A;け oAfi (s~1 σf ISi) (217) 
8'.8 i ，0'1 

と定義される m2x m2行列 Efを導入すると，

(ゆIHJψ) L tr (E~ Eg . . . Er Er+1 . . . E2) (218) 

書くことができます.ここで Efを成分表示すると，

(印E町m叫fηη九¥ル(l仰(l'l)(r'川川F仔叫Iり)

Z (μAイ4t判;?ア
η;μ
つ1*ウ*)l'丸)1入λλレl'作l'r'(Aヤν'r'(〆バ，パ(何A々々m川仇:?わ九凡zつ市i)lrルl什刈TパJ刈(い似州S〈州仰~I川M|同阿σイ引仰f引川川川18同凶S向叫i) (σ仰220捌2却制0) 

となるので，添え字の付け方に注意しましょう.同様に

(ψ|砂)= (ψ|σ?σ;-σ~Iψ) = tr (E~ Eg . . . E~) (221) 

なので，最終的に変分エネルギーは

入=
2Jr (E~E~ ・..EfEf+1・・.E2)

tT(E?E3・..E2) 

乙tr(Ef Ef+1 E?+2 ・ .E2E~E~ ・・ E?-l)
tr (E~ E~ . . . E2) 

(222) 

(223) 

を計算すればよいことになります.実際の最適化前に，初期値として与えた行列の組に対

する入を計算しておくことは，どれだけよい出発点を選んでいるかの目安を与える意味

で必要な操作です.
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イジング模型に対する具体的な変分計算のポイント 以降では， 4サイト古典スピン系の

場合で，具体的に変分の式を一般化固有値問題にマップする方法を与えます.一般化は容

易なので確かめてみてください.変分の式

入，tr(E~E;湖町=ヱtr (E~ … ElEl+1 ..• E2) (224) 

= tr (ErE~将司)+ tr (E~E~将司)

+tr (E~EgE:El) + tr (E~EgE~El) (225) 

から出発して，先ずA?を一般化固有値問題により最適化します.そのために上の式の
左辺からE?を下記のようにして引き出します:

tr (E~Eg将司) = 乞 (E~)(1'1)(内)(Eg将司)(内)(1'1) (226) 

一 号E忍以，りバ)(芸1A#:?~M;~川③M叫A4:凶附川σイ州?引|サ )叩
一 妄乞芸(似A~い1)λルレl'作l'r'(ヤν'r'(〆r'(パ(凶S4引州;日μM|μ同σイ州州i引作h川18同凶S向叫州1)パ(E弓;E碍;問可幼)ルヤ川，句吋吋明叩叩T吋削州材帆川)(州附削(1σ仰l'川'1
一 乞玄乞(似A~iアηηiいつ司1車つ*)1λlν作l'r'ヤ'r' (〆，パ(仇凡均刷Rω峠)G;:)(tr)(AT)tT (幻9)
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従って，

(H，叫が)(lr) 一 (8~1σ~ 181) (母将司+EgE~E~)(内)(川)

+ (8~1σ~ 181) (足尾E~+ EgE:El)(内)(れ) (235) 
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を導入すると，

tr (Et将司E~) + tr (E?母将司)+tT(E?E2E;Ei)+tT(EfE;E;Ej)

= z 写芸(何A44t川;?アη;いつ*ウ)λルレy作l'r'(〆r'(パ(陥ι恥刷叫Eω叫叫抑机)月活はが肌?5伝か仇仇;に幻仇川;コ九九:らM)M川川(l (236) 

が得られます.ここで行列の成分 (Afl)lrをベクトル的にー列に並べ変えます.添え字は

81， l， rなので，ベクトルの次元は dがです.異なる 81のブロックに区分けすると行列と

の積の整合性がとりやすくなります.このベクトルを 5と書く.このとき

入xtNeffx = xt Heffx→入Neffx= Heffx (237) 

が成り立ちます.ここまで何度も添え字の位置が変わっているので，付け替えの際に十分

注意が必要.

あとは一般化固有値問題

入Neffx= Heffx (238) 

を解いて最低固有値を与える Eを求めれば，それが最適化された A;1となります(一次

元から行列への並べ替えに注意しましょうね…).計算においては Neffが正定値確定で

あることが必要なので先ず通常の対角化を行い，Neffの固有値が全て正かどうか確かめて

おきます.また値が小さいと計算が不安定になる恐れがあるので，このデータは再規格化

が必要かどうか考慮するためにも使えます.

続いて Ar?AF，A;4?A;ly--の最適化を行い，エネルギーが収束するまで繰り返します.

例えばAFの最適化の際にはトレースの巡回不変性を用いて

tr (ErEgE~E~) = tr (EgE~E~E?) (239) 

と変形し，これまでと同様にして A~2 を引き出せばよいということになります.

計算結果 :DMRGの計算機的特性との比較考察 実際の数値計算で計算機に負荷がか
かるのは，大きく分けて行列の積を作る部分と一般化固有値問題の 2か所です.しかし

ながら一般化固有値問題は dX2X dX2の行列を扱うため，厳密対角化に比べれば計算の

メモリ的負荷は圧倒的に小さくなります.通常は Householder法で処理することができ

ます.その代わりにイタレーションで少しづっ行列の更新を行うので，細かな計算を数多

く行うことになります.従って例えば並列処理で高速化を狙う場合，一般化固有値問題を

並列化するよりはむしろ複数の行列を一度に最適化できるか考えることになりそうです.

但し，隣接サイト間のエンタングルメントを正しく取り扱うためには，異なる行列の最適

化は完全に独立に行うことはできないと考えられるため，最適化の順番などに工夫が必要

であると思われます.また MPSはDMRGと基本的には等価ですから， DMRGの収束

性とどのような対応関係にあるかも議論する必要があるでしょう.
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E %=8 

%=6 

-4常

(b) 

% = 2，4，6，8，12 

1∞ 
# of iterations 

2∞ 

図9:一般化固有値問題を用いた変分最適化の収束の様子:(a) Ising鎖， (b) Heisenberg鎖

図9は，周期境界条件を課した一次元 Ising及びHeisenberg模型 (8= 1/2)の基底エ

ネルギー Eo/Jに対する MPS最適化の様子を示したものです.システムサイズは L=40

です.横軸 40という目盛が周期系一周分，つまり各サイト一回最適化を行った後の状態

です.計算は全てランダムな初期行列から出発して行いました.Heisenberg模型の場合

には，着目しているサイトの行列に対する一般化固有値問題を解いた後，古い行列を新し

い行列に完全に置き換えています.一方Ising模型の場合には，古い行列20%に新しい行

列80%を混ぜながらイタレーションを行いました.ここでは行列の内部自由度 χを変え

ながら，基底エネルギーの収束性を見ています.このシステムサイズでは，臨界系である

Heisenberg鎖の場合であっても χ=8程度で厳密対角化と比べて十分な収束度が得られ

ています.dX2 = 2 X 82 = 128ですから，dL = 240より十分小さな次元となっています.

ここで収束のしかたに特徴があり，周期系のループ一周目で大きくエネルギーの低下が

起こり，2----3周で完全に収束するという状況です.これは DMRGの有限系法における計

算の収束にも似ています.計算は全てランダムな初期行列から出発して行っていますが，

普遍的にこのような振る舞いが見られるのは， MPSがユニタリー変換で不変なためです.

また Ising鎖のように量子的相関がない系で χを必要以上に多く取ると， MPSの行列で

ゼロとなるべき成分が多くなってしまい，そこに誤差が蓄積することにより，収束までの

イタレーション回数の増加や精度の悪化が見られます.逆に収束の様子を見て系の量子揺

らぎの性質を大雑把に把握することができます.

臨界系と Haldaneギャップ系の違いについて 8 = 1/2と8=1の Heisenberg模型に

対して基底エネルギーのシステムサイズ依存性を調べると，明らかに Haldane予想に対

応した基底エネルギーの収束性が得られます.図 10に示すように， 8 = 1/2の場合には

L> 50であってもまだサイトあたりの基底エネルギーは収束せず，一方の 8=1の場合
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ー1.36ト(b)

-1.38ト

-1.4← • . . ..--ー

-1.42ト

-1.44ト

0.1 o 0.1 0.08 0.06 0.04 0.02 0 
1/L 

図10:Haldane gapの有無と収束'性の違い:(a) S = 1/2 Heisenberg， (b) S = 1 Heisenberg. 
数値データは χ=8，周期系 3周分のイタレーションを行った時点のものでスケーリング

しました.(a)の実線は無限系の値へのガイドです.

には L~ 10で或る程度の収束が得られました.これは後者が Haldaneギャップρを持っ

ており，スピン相関が短距離であることを示唆しているように思います.S = 1の模型に

関しては VBS模型を用いれば(本計算では (Si. Si+l)2の項を導入していません)L = 2 
で完全な収束が得られるものと思われます.ちなみに図 10(a)で有限サイズ・スケーリン

グの値は Eo/L~ー1.77 ですが(エネルギーは J/4 を単位として測っている) ，これは

Bethe-H ulthenの厳密解 4E/LJ= 1-41n2 ~ -1.772に非常に近い値となっています.

量子数の制御について ここで考えている変分波動関数では，全てのスピン状態に関す

る和を取ります.したがって最適化された波動関数は，エネルギー最低の部分空間に属し

ています.変分最適化の結果として得られた状態を用いて全粒子数や全スピンを評価すれ

ば，その期待値を決めることができます.しかしながら電子系のようにあらかじめ決めら

れた粒子数の系を取り扱いたい場合には問題があります.なぜかというと，電子系の粒子

数をコントロールするためには化学ポテンシャルを導入する必要がありますが，必然的に

グランドカノニカルアンサンブルを取り扱うことになって，粒子数の揺らぎを内在するこ

とになります.そうするとモット転移の物理などを記述するのは非常に危ない橋を渡るこ

とになるのではなかろうかと思ってしまいます.いい解決法があるでしょうか?フォーマ

ルには，射影演算子もテンソル積で書けると良いのですが，通常，射影演算子は大域的拘

束条件だから，それを局所量の積に分解するのは物理的にイメージが湧かないので非常に

難しいのです.もう少し研究を進める必要がありそうです.
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5 MPSの高次元化:テンソル積状態 (TensorProduct 

State， TPS) 
MPSの高次元への自然な拡張としてテンソル積状態 (TensorProduct State， TPS) 

を導入しましょう 95-99jOLIO9. この場合には， PEPSの考え方に従うと，各ボンド上に

はmaximallyentangled pairが導入されており，エンタングルメント・エントロピーは

S rv N bond logχ で与えられることになります.ここで Nbondrv L
d-1は部分系の境界で分

断されるエンタングルメント対の数を表わしており，自然に面積則を導くことになります.

但し TPSもMPS同様，臨界系の場合には χrvLとなりますので，非臨界系にむいた計

算ということになります.TPSを変分最適化して強相関電子系の色々な問題にアタック

できるかということは目下の大きな問題の一つでもあります.とりわけ結晶構造に起因す

る電子状態の個性は TPSに初めから内包されているというところが期待できるポイント

です.直ぐ扱いたくなるのはフラストレーションのある二次元系ですが，その場合には励

起モードのエネルギースケールがおそらく小さくなるので，傾向としてはギャップレスに

近づいて，利点と欠点が混在してしまいます.時間があれば色々試したいのですが，これ

は力のある学生さん向きの課題かなと思っています.

5.1 面積則を満たすような波動関数を探す

一般的な空間 d次元の場合には，各サイト j上から伸びるボンド数 Zjと等しい階数を

もっテンソル A21m2…m"j を定義し(各変数mt，m2，…は，それぞれχ自由度を持つとす

る)，それらの積を作れば良い変分波動関数になっていることが期待されます.即ち，

|ψ)=乞C({々 })18182"ω， (240) 

ここで Cはテンソル (AY)m1m2m勺の縮約を取ることを意味します.これを「テンソル

積状態 (TensorProduct States， TPS) Jと呼びます.テンソルの次元 χはMPSの
場合と同様に非物理的な内部自由度です.しかしながら，テンソルの要素が変分パラメー

タであると見なせば，やはり χを系統的に増加することで変分波動関数の精度をコント

ロールすることができると期待できるでしょう.

具体例で見てみましょう.例えば図 11(a)に示した二次元正方格子 9サイト系(開放

端条件)の場合の TPSは，縮約の部分も略さずに丁寧に書くと

|ψ) =乞乞 A24LA24tAZghA24AZAZAi|8182・・・89) (241) 
{8j}αん..，l

となります(ちょっと複雑ですね…).各テンソルの添え字の付け方は，図 11(b)に示し

たように，最隣接サイト聞でエンタングルメント対ができるように取ります.
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S3 
ce 

(b) 

図 11:二次元正方格子 (9サイト)上の TPS構造.(a)は各サイト上に定義されるテン
ソルを表す.(b)はテンソルの添え字の付け方が最隣接サイト間でエンタングルメント対

ができるように取ることを意味する..が非物理的内部自由度 (χ 次元)を表す.

図 12:TPSの構造と面積則との対応:非臨界系の面積則に合うようにエンタングルメン
ト・ボンドが配置されている.即ち，点、線で固まれた領域 (L= 4， L2 = 16)に対して，部
分系を区切ったことによって切れたエンタングルメント・ボンドの本数 Nbond= 4L = 16 
が領域の長さを与えます.またそれによるエントロピ一変化は Nbondlogχとなります.
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Aゐc Aゐe

(α) (b) 

図13:二次元三角格子 (7サイト)上の TPS構造.(a)テンソル次元の定義.(b)三角格
子上の反強磁性ハイゼンベルグ模型には幾何学フラストレーションがある.

TPSの構造と面積則に関しては，図 12を見て頂くとよいでしょう.二次元正方格子

を考え，点線で固まれた領域が部分系であるとします.このとき境界の長さは，ちょうど

点線で分断されたエンタングルメント対の数 Nbond= 16となります.このためエントロ
ピーは Sf'V Nbond logχ で与えられることになります.

5.2 畿何学的フラストレーションと面積則，テンソル次元

図 13(a)は二次元三角格子上に定義された TPSです.三角格子上のスピン系の問題

では「幾何学的フラストレーション効果」が起こります.反強磁性相互作用するスピンを

三角格子上に配列すると，必ずエネルギーが上がってしまうポンドが現れ，古典的スピン

配列が不安定になります.これをフラストレーシヨンと呼びます.図 13(b)において， α

ボンドはエネルギーを得していますが， I? Jのサイトに↑7↓どちらのスピンを並べても
βボンドか γボンドのいずれかがエネルギーを損してしまいます.この状況は中央のテ

ンソル Aゐgikの階数の多さと関係しているように思われます.はじめに 4番以外のサイ
トで反強磁性相互作用が得するようにスピンを配列することはできても， 4番は必ずエネ

ルギーが最低にはなりません.システムサイズを大きくすれば.， 4番以外のサイトも更に

外側のサイトとの相互作用の結果，揺らぎが大きくなるのですが，その場合にはテンソル

の足が6つに増えているわけです.

図 14を用いて結品構造の違い(その結果としてフラストレーションの強さの違い)が

エントロピーに与える影響を調べましょう.どの場合も部分系は 16サイト含んでいます.

面積則を場の理論的に求める場合には格子定数α→ Oの極限をとるので格子模型とマッ

チさせて領域を定義するには微妙な問題が残ってしまいますが，ここではさしあたり (a)
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I I I II  I 

i I I I I I 

(a) (b) (c) 

図 14:TPSの構造と面積則との対応， (a)蜂の巣格子， (b)正方格子， (c)三角格子:いず

れの結晶構造の場合も 16サイトを含む部分系を切り出していますが，エンタングルメン

トが切れるボンド数には大きな違いがあります.

~(c) のいずれも同じような大きさの部分系，即ち境界長さの等しい部分系を切り取った

と考えることにします.このとき境界で分断されるボンド数は (a)10， (b) 16， (c) 28で，

特にフラストレーションのある三角格子 (c)で顕著に大きくなっています.従って境界で

のボンド数 Nbo吋と境界長さ δAは厳密には異なる概念のようです.そこで

l"bond 
S I"V Nbo吋 logχ=θAニー-logχ=θAlog定 (242) 

θA 

とすれば，定 =χNbond/δAがフラストレーションまで繰り込まれた局所揺らぎの強さと見

ることができます.Nbondが大きく従って揺らぎが強い系の支は非常に大きく，臨界系で

χが大きくなることと性質が似てきます.これはフラストレーションでエネルギースケー

ルが小さくなることと対応しているように思われます.

5.3 AdSjCFT対応との関係，でもちょっと警告

MPSぅTPSの考え方を進めて行くうちに，我々の方向性は次第に AdS/CFT対応の考え

方に近づいていることをお気づきでしょうか?AdS/CFT対応の一般相対論側では， AdS 

計量がエントロビーの大きさを決める要因です.これは或る意味， TPSにおいて結晶構

造がエンタングルメント構造と大雑把な電子状態を決めることと同じようなことを言って

います.逆に TPSの立場からは，例えばリング交換相互作用がある模型では，おそらく

プラケット基底を取った方がベターですから，相互作用の型によっては結晶構造のみに頼

るのは万能な考え方とは言えないということも分かります.相互作用が強い場合は，どの

ような電子状態が実現するかはむしろ物理的に連想しやすいので，そのような観点からの

変分波動関数の方がよく，おそらく変分モンテカルロ法の方が精度は出るでしょう.その

辺の「相補性?Jにも注意しないと，近年の発展ばかりに目を奪われて，過去の重要な成
果を忘れてしまうことになりかねません.

内
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6 量子多体系波動関数の多彩なエンタングルメント構造

ここまで述べてきたように，系の状態を適切に表現する変分波動関数は，背景に潜むエ

ンタングルメント構造もまた適切に包含していることになります.従って，例えば超伝導

のBCS状態や量子Hall系の Laughlin状態のように良い変分波動関数が分かつている問

題を眺めてみると，この事情がよりはっきりすると期待できるでしょう.よく知られた波

動関数を MPS或いは TPSで具体的に表わし直して，系が持つエンタングルメントの構

造を詳しく理解しようというのが本節の目的です.

6.1 VBS状態

VBS状態のPEPS表現 一番直接的な結果は勿論AKLT(Affieck由Lieb・Kennedt-Tasaki) 

模型の基底状態である VBS(Valence-Bond Solid)状態ですね110，111.VBS状態は

H=三作品+1+j(弓ふ，)'}+いry (243) 

というスピンハミルトニアンの基底状態です.ここで gは8=1のスピン演算子です.
また境界条件は，周期的な場合に Hb側協ry= 8N ・81+ (8N ・81)2/3，開放端の場合に

H伽帆ry=~(1+ ゐ品) + ~ (1 +ゐ+1ふ) (244) 

となり，両端のサイト 0，N+1でスピン 1/2の演算子 gと結合します.

VBS状態を作るためには，先ず8=1のスピンを二つの 8= 1/2のスピンで表わしま

す.これらがMPSにおける非物理的自由度に対応します.そして隣接サイトの 8= 1/2 

スピンでシングレットを作っておいて，各サイトを 8=1に射影します (8= 1/2の 4

状態から 3状態への射影). (8j・4+1)2/3という項の存在が，基底状態において 8=2
とならない条件となっています.サイト kとサイト k+lの間で作るシングレットを

|ψ)恥+1= (1↑↓)一|↓↑))/v'2，サイト k上の射影演算子を凡長と表わすと，

IVBS) =③~=1Pkk Iψ)O1 Iψ)r2・・・|ψ)NN+l (245) 

となります.射影演算子 Pkkの添え字 k，長は，それぞれサイト k上に定義された左右の

擬スピン 8= 1/2を表わします.VBS状態の構成法はちょうどPEPSと同じものです.

PEPSから MPSの構成法 シングレットを以下のように書きましょう 112，113. 

|ψ)=乞ι'ala'α) (246) 
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P P p P P P 

図 15:VBS状態

ここで α，a'= 0，1がスピンの↑， ↓を表わしており， d01 = -dlO = 1/V2， doo = d11 = 0 

と取ります.また物理空間への射影演算子 Prr'は

P=LP~α， li) (ば (247)
Z，α，α' 

と表わされます.添え字 tはスピン 1の状態で i= -1，0，1と動きます.射影演算子の性

質として重要なものには ppt= I3があります.

以上から VBS状態は以下のように表わされます:

|宙)=乞句1MNJW1・iNαN+l)， (248) 

{αb，αN+1，i} 

ら6414MN= 玄ぺ:αiF24zt:αL46α1dαiα2'" d仇 +1' (249) 
{α1 ・・・α~}

シングレットの係数 da'aを更に分解して

da，α=古p'り (250) 

と表わすと都合がよく，そのためには U，Vを例えば ugzUJ=17=vf=-l，

uf=UJ=印=可 =0と選びます.その結果， MPSの行列AZは以下で与えられます:

ALβ=去pm
ここで行列弓α'を対角化するユニタリ一変換 Qiを導入して

九piuβ={VQi} {(Qi)一1piQi} {( Qi)-lU} =ド戸[Ji (252) 

とすれば特異値分解となるので， Schmidt分解の式 (48)より，射影演算子の固有値がエ

ンタングルメントの強さを決めていることになります.

エントロビーと相関関数の対応関係 ここで χ=2 (Aiは 2x 2行列)であるので，

エンタングルメント・エントロビーは S rv log 2となります.詳しくは SLニ log2-

log {1 + (一1/3)L}となることが分かっています 112 これと VBS状態におけるスピン相

関関数 (SZ(O)SZ(L))= (4/3)( -1/3lを比較すると e-SLα (SZ(O)SZ(L))となり，以前に

CFTの計算で得た式 (94) と類似の形が得られます.今の問題は励起ギャップを持つ系

を取り扱っていますが，基本的にSLは相関関数の対数に相当しており，特に長距離の振

る舞いを詳細に調べることに向いている量であるようです.
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物理的空間の取り方の任意性と仮想自由度の大きさについて ある波動関数が与えられ

たときに MPSの表現が一意的かどうかという保証はないのですが，エンタングルメン

トを表現する上で最も重要な仮想、次元の大きさは不変に保たれるはずです.この事情を

VBSを用いて考えましょう.まずはじめに 2サイト問題を考えます.各サイト上に行列

Aα(但し α=↑↑，↑↓，↓↑，↓↓と取って，↑↓，↓?の項は対称、化しないことにします)を定義
する必要があるのですが，空間一様かつ周期境界条件(両端のスピン 1/2が一重項を組

む)の解を仮定して，行列積波動関数を

IVBS) =乞tr(AαAβ)1αs) (253) 
α，β 

と書きます.ここで基底 |αs)は 16通りの取り方があるので，係数に対する条件も同じ
数だけあることになります.この場合行列Aα を2x2と取れば未知パラメータであ
る行列要素の数が全部あわせて 16となります.そこでサイト 1の右側スピンとサイト 2

の左側スピンがシングレットを組むような行列を探すと

(-!日)一|の/一|↓↑)一|川 |↓) 1川↑)1↑) 1川一川i i( 〉254)
|↑↑1 1↑↓)ノ¥1↑↑1 1↑↓)ノー|↑)1↑↓一↓↑)1↑)一|↑)1↑↓一↓↑)1↓) 

であり，真ん中のシングレットを取り除けば，積を作る前の行列に戻りますので，この行

列は任意の長さの系にも対応します.また右辺のトレースを取れば端のスピンも確かにシ

ングレットを組むことが分かります.このことから行列を

(0 0¥ .+1 (0 0¥ .1+ (-1 0¥ .11 (0 -1¥ A↑↑=(i，A↑i=:{i，Ai↑={トAU= (~ -~~) (255) 
¥10J'-- ¥OlJ'-- ¥ 0 OJ'-- ¥0 0 J 

と取り，波動関数を

IVBS) =乞trII AQj 1α山 αN) (256) 

と書けばよいことが分かります.この表現の場合，物理的自由度は 3ではなくて 4です

が，このような変化があっても仮想自由度の次元 2は変化しないようです.

6.2 BCS波動関数

BCS波動関数は Cooperpairの凝縮状態ですので，以前議論したボーズ凝縮の場合と

同様，系全体のコヒーレンシーがエントロビーに現れると期待されます.BCS状態は以

下のように表現されます:

IBCS) = II (uiC + ViÇC~Î心川) (257) 
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ここで

luz12=1-luz|2=;|1-JL-:-) 
L. ¥ ゾε;+ムfJ

(258) 

であり，匂はバンド分散，ムEは超伝導ギャップ， ufの項は波数f.スピン↑と波数 -f.
スピン↓の二つの電子が共にいない状態， UE41E↓の項は二つの電子が共にいる状態を
表します.

ところで， IBCS)は以下の形に書けるでしょうか?

IBCS)→ II(αけ sfc1
j
)(γf + df心1)10) (259) 

もうご理解いただけていると思いますが，これは不可能ですね.なぜならば，

αγヂOうαd=Oう3γ=0，s8手0 (260) 

という条件を満たす α，s，"1ぅ6の組が存在しないからです.つまり IBCS)をー電子状態の

直積に書き下すことはできません.従って，二つの電子がエンタングルしていることにな

ります.それでは，具体的にエンタングルメント・エントロビーを計算してみましょう.

BCS状態の場合には，残念ながらシステムと環境という区分けが明確にできないので，波

数五・スピン↑を持つ電子にとっての対凝縮に関わるエントロピーとして，

Sf(T) =一|句1
2
10g1句1
2
一|η1210gI句1

2 (261) 

という量を導入するのが先ずは妥当でしょう.これも particlepartitioningエントロピーの

一例と言えるかもしれません.ここで注意を喚起するために，エントロピーが温度Tに依

存していることを明記しました.即ち，T>えで超伝導ギ、ヤツプが消滅すると |η12= 1及
び|句12= 0となるため， Sf(T>丸)= 0が得られます.一方，超伝導ギ、ヤツプが大きい極限

では(低温を想定しています)， IUfl2 = 1η12 = 1/2となるため， limA;;/f;;→∞先(T)= log2 

となります.つまり温度を下げて対凝縮が支配的になると，対相関の情報量を表わすエン

トロピーが大きくなります.

6.3 Laughlin波動関数

量子 Hall系のエンタングルメント・エントロビーに関連した話題としては大きく分け

て二つあります114-120 一方は，分数統計粒子の存在とトポロジカル・エンタングルメン

ト・エントロピー，他方は強磁場下の二次元系を一次元的な手法である DMRGで解析で

きることのテンソル積表現からの理解を深めることです.
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分数量子統計とトポロジカル・エンタングルメント・エントロビーに関する考察 一般的

に議論するのは難しいので，ここでは二粒子の場合を考察しましょう. トポロジカル・エ

ンタングルメント・エントロビーは面積則の項とは独立でサイスに依存していないので，

このような簡単化であっても問題の本質的な部分は見ることができると期待できます(但

し本当は考える領域が相関長より大きくないとマズイ). 

充填率がν=11m (m> 1)の場合， La仙，t川ugゆhlin凶n波動関数は

似似川山(υ仇川Z列1 (262) 

一会叫αzT坤 XP{廿112+ IZ212 (263) 

一三玄/ρ2叫 α似何mz苧「一→~吟kZ勺z;トい一づz材材?W4寸一k恥)μe叶x
と表わされます.ここで z=x+旬は二次元座標を表わします.一粒子の基底

fAz)=」百九p( _~lzI2) (265) 
vπ::.:=，.，.Lnl ¥せ/

(n = 0，1) を導入し，第二量子化(zla~ 10) = fn(z)で書くと，規格化まで含めて

|似=戸市52伺仏_kakIO)
と表わすことができます.ここからー粒子状態を縮約したときのエントロピーは

(m-1)f2 

s = -log 2 -2m-1乞 mCklog (2-(m+1) mCk) 
k=O 

と表わすことが出来て 例えばm=3の場合には

(266) 

(267) 

S40g2-jlogd(お8)

が得られます.確かに logDに相当する項が現れることが分かります.

Particle partitioning entropy (N粒子.v = 1) 初めに充填率が ν=1の場合の

Laughlin波動関数について考えます:

宙夙町帥1バ巾(υ仇z勾ωI， Z2，...，み川z九ωn)=よよ幸 ち 川 2...
a
n吋川川ゆ仇九α向1(μ川ω(μ仇ωz勾ω州1け)

〉印η似!αfr7二Lαh叫n=O ι

と表わされます.ε はn次元の完全反対称テンソルで，符号は εO，1，...，n-1=一1と約束し

ます.一粒子の基底は前節と同様

仇似仰ω(υ仇ωz勾幼i)ド=勺よLz勾φFνvρf作γγρ川e-Iρけ一→ヤ哨|怜同z勾刈iI 、vπα!

一組8-
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で定義されています (α=0， 1，…ぅn-1) . 

初めに状態宙1(Zl， Z2，…うら)における k粒子系の particlepartioning entanglement en-

tropyを調べましょう.対応する密度行列は以下のように表わされます:

ρk，n = J仇+ん
一粒子基底の直交性を考慮すると，上の式は

Pk，n = 占L Eα1α2 向Ck+l Ck+2 叩2... bk Ck+l Ck+2"'Cn ゅ~1(W1) 4>bl(Zl) 似

と表わされます.この密度行列は k個の粒子に対する以下の直交基底の組を導入するこ

とで対角的な形に表わすことが出来ます;

ふト (273) 

ここで Z= (Z2' Zl，…， Zk)，また添え字 cはCk+1く・・・くらとなるようにソートされてお

り， 1から nCkまでの値をとります.このとき

唱 nCk

pkm=;友p:(ω)争C(Z) (274) 

となるので，エンタングルメント・エントロビーは以下のようになります:

Sk，n =ーか(Pk，nlog Pk，n) = log(nCk) (275) 

エントロピーの最大値は k=η/2のときで，n→∞の場合には Sk，n三S(n/2)，nI"V n log 2 

と評価できます(logn! I"V n log n -n， particle partitioningには直接的に topological

entanglement entropyが現れることはないようなので注意).従って半分の系に対する

Hilbert空間の有効次元は O(nn/2)ではなくて高々 O(2n)ということが分かります.

Laughlin関数 (N粒子， ν=1)の MPS表現 ν=1の Laughlin波動関数はー粒子

軌道{仇j(Zj)}に対して MPSで表わすことができます(二次元的な TPSではないこと
に注意して下さい).初めに χ×χ行列A7zを導入して，

宙札バ山山仏(υ仇z勾九川1わ，Z勾2，...，グ品川z九ωηn)=よよ守 デ か削叫(μA冴??lA々;r2 A勾々附~n)つ)陥ゆ仇九α向山1
〉η! ム-d O 

という関数形を仮定します.これは間接的な議論かもしれませんが， Laughlin状態と VBS

状態は類似性が認められるので，今の場合には空間二次元系であっても TPSではなくて

MPSになるということが期待されるためです 121 さてこの行列 ATはClifIord代数で
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表わされることが以下のようにして確認できます.まず Clifford代数 Ol(O，n)は次の反

交換関係で定義されます:

{γへ'l}= 2dab (277) 

ここで α，b= 0，1，…，n -1， ，~β の添え字は α， ß= 1，2，…?χ でχ×χ行列です.この代
数の次元は 2n次元で，例えば Ol(O，2)を実現するにはパウリ行列を用いて

(278) 

を組 {1ぅeI，e2， ele2}にすればよいことが分かります.Clofford代数の表現論に従うと，行

列次元は χ=2n/2で与えられます.ここで例えばnが偶数の場合には，

，5 = (-it/2γO. .・，n-l
として空間一様行列+境界演算子

A~i = Jγα包 i=1，2，...，n-1
守 lγai'5 i =η  

を導入すれば

tr (A~l A~2 . . . A~n) =一(2i)n/2εα1・h

(279) 

(280) 

(281) 

を得ることが具体的な計算からすぐに分かります.このことから particlepartitioning 

entropyが S= logχ = (n/2) log 2 ()( nとなることが確かめられ，前節の結果を裏付けま

す.空間一様の行列積が現れるときには，境界演算子が励起モードの性質を決めるうえで

重要な働きをします122

VBS状態の議論でも述べたように，仮に上記と異なるテンソル積表現が存在するとし

ても，エンタングルメント構造は不変なはずなので，エントロピーが粒子数に比例する

ことは一般的な結果と言えます.量子 Hall系の詳細な DMRG計算が行われていますが，

それが成功している背景は，粒子数があまり多くなければ数値計算で制御できる程度のエ

ンタングルメントしか生じないことに起因すると思われます123.

以上の議論を分数量子系に拡張することも出来ます.例えばm=2の場合には， MPS 

の数値最適化法のところで導入したトレース演算の積の性質から，

tr(γαiγαj ・・・ 7αA75)tT(γα?γα2 ・・・ γa~'5)ゆα~+α?(Z1)ゆα~+α~(Z2) ・・・仇~+α~(zn) (282) 

に対して

tr(γα174 ・・・ 74γ5)tr(γ474 ・・・ ，a~'5) = tr( (γα1874)(74874)・・・(γ5⑧γ'5)) (283) 

を得ます.γ③γの次元は χ2となるので，一般の m に対する Laughlin関数の MPS表現

では，行列次元がχmとなることが分かります.但しスピン m/2の既約表現に分解する

と，S rv n(log m + log 2) << logχm = mnlog2となるべき行列積が導入できるようです.
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6.4 Z2ゲージ模型のテンソル積状態

前に紹介したストリング・ネット模型は TPSの好例でもあります 103-107 この模型の

場合，系のトポロジカルな性質はグローバルなエンタングルメント構造で決まりますが，

そのような場合にも局所的なテンソルの積で波動関数を書き下すことができます.つまり

テンソルの次元がエンタングルメントの強さに関係しています.TPSを

|ψ) = L:C(T吋 82.•• TSm . . .) 18182' . . 8m " .) 
{Sj} 

と表わすと (Cはテンソルの縮約九テンソル (TSm)mlm2m3はサイト m に属する 3つの

q-bitsを結合して，それらの物理的な 23状態に射影します.ここでリンク上の q-bitsが

エンタングルしているので m1，m2，m3の各次元がχ=2となっています.ストリングが

閉じたループを描くときには，各点から延びるストリングの数が偶数にならなくてはなら

ないので，ストリング有りを 1と書くと，テンソルの要素は自然に

(284) 

(TOOO)ooO = (TOl1 )011 = (T101 h01 = (T1町110= 1 (285) 

となることが分かります(これ以外の成分はゼロ).また各ループ構造の重みが等しいこ

とも確かめることができます.

6.5 数値的変分理論

エンタングルメント・エントロピーをうまく利用して系のスピン・電荷・軌道相関を調

べたり，また或いは計算精度を把握するという目的は，波動関数が顕に与えられる変分法

的手法であれば通常は達成することが出来ます.有限系のシミュレーションに向かない方

法であっても， particle partitioningなどのエントロピーが導入できます.数値的変分理

論として有名なものとしては，先ずは変分モンテカル口法が挙げられます.個人的に興

味があるのは，高温超伝導の問題に関連して議論されている相関因子(通常のグッツウイ

ラ一因子にホロン・ダブロンの相関を取り込んだもの)がどれぐらいのエントロピーを取

り込んでいるかと言うことです.また共鳴ハートリー・フォック法と呼ばれる数値計算法

も知られています 124 これは，多体波動関数を複数の非直交スレータ一行列式の重ね合

わせで表わす方法です.重ね合わせることがまさに余剰次元或いは量子揺らぎの回復に相

当します.非直交であることのメリットに関して物理的なイメージを得ることは，対角化

系の諸手法や DMRGの基底の意味合いを考える上でも示唆的なものであると考えます.

但し通常の共鳴ハートリー・フォック法では一つのスレータ一行列式を構成する基底関数

も随時最適化されるので，どのようにエンタングルメント・エントロビーを定義するのが

適切かということは考える必要があるかもしれません.
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7 階層的テンソルネットワークと AdS時空

MPS， TPSといったテンソル積波動関数は，テンソル次元 χを十分大きくしていけば

原理的には任意の状態を精密に記述することが可能です.一方で臨界系の計算は非常に計

算機のパワーがいるので現実的で、はありません.また複雑化したエンタングルメント構

造の物理的意味を紐解くことは難しくなっていきます.そこで新たに加える余剰の次元方

向にテンソルを細かく分割していくことでその構造が明確になり，且つ豊富な機能を付

加させることが出来ます.その例として rTreeTensor Network (TTN)Jがあります
125，126. またテンソル積波動関数の最も進化した形態が「マルチスケール・エンタングル

メント繰り込み群 (MultiscaleEntanglement Renormalization Ansatz， MERA) J 

です 127-134 テンソル積波動関数を導入した時点で，r変分波動関数の持つエンタングルメ
ント構造が面積則に適合しているかどうか?Jという意識は既にあった訳ですが，いつも

対数補正がうまく表現できませんでした.MERAではそのような長距離の相関を明確な

形で取り込むような工夫がされています.つまり局所テンソルの積から出発して，相関関

数の正確なベキや相転移近傍の状態を取り扱うことが出来るかということがここでの問

題です.実は MERAはやはり超弦理論の分野で研究されている「ホログラフィック繰り

込み群Jの具体的な例となっています 135.rホログラフイツク繰り込み群Jとは，漸近的
にAdS計量を持つ時空の動径座標が，その時空の境界に定義された共形場理論の繰り込

みフローのパラメータに等しいことに基づいています.後に述べるように， MERAのブ

ロック変換のフローが AdS時空に乗っているということが臨界現象を正確に記述する裏

付けとなります.以上のことを踏まえて，以下では階層的テンソルネットワークとしての

MERAとその幾何学的背景を中心に議論しましょう.

7.1 Tree Tensor Network (TTN)による階層的テンソルネットワー

クの構成:実空間繰り込みの視点回復

Tree Tensor Network rテンソル積を階層的にする」ということはどのような意味か
をまずは確認しましょう.これまで行ってきたことは，一般的な波動関数

|宙)= L L . .. L C8182".8N 18182 (286) 
81=182=1 iN=1 

の係数 C8182・旬をテンソル積に分解するために，各格子点上に物理的なインデックスと

格子点から延びるリンクの本数に相当する非物理的なインデックスを持ったテンソルを導

入し，隣接サイト問で非物理的インデックスをエンタングルさせるのでしたね.こうす

ると局所的な量を扱いながら非局所相関を取り入れるのでした.ここで「実空間繰り込

みjという視点を回復することを考えます.どういうことかと言うと，DMRGをはじめ

としたテンソル積の方法はほとんど変分法の装いが強くて，元祖WilsonRGの意識は消

-452-



エンタングルメントで見る時空の幾何学構造とテンソル積波動関数

.-. 
(a) (b) 

図 16:TTNの一例(二分木ネットワーク): (a)は実空間の粗視化を表わす.(b)は二分

木ネットワークの模式図を表わす.

えかかっているのですが，そこに何らかの対応をつけようということです.DMRGなど

はギ、ヤツプのある系に強いのに対して，ギャップレスの系はやや苦手ですから，悪く言う

とWilsonRGのよい点もスポイルされてしまっている訳です.

例えば図 16(a)に示したように，二次元格子上で 2サイトを有効的なシングルサイト

に粗視化するという操作を考えてみましょう.この操作は図 16(b)の二分木構造のよう

に表わすことが出来ます.図 16(b)では，粗視化をグレーの三角形で表わしています.こ

の三角形は粗視化前後のインデックスそれぞれを sl，ゐ及びαとして， (w )sIs2というテ

ンソルです.このテンソルは isometricで

乞(ω)slβ2(Wt)ア=い
β1，β2 

(287) 

という関係式を満たします.このような isometoryテンソルの縮約をとったものが波動

関数の係数 CS1S2oooSNとなります.ここで αの次元は，ネットワークの一番下の階層では

厳密には d2ですが，これを χ(くd2)に近似します.これで情報の縮約・粗視化が起こり

ます.上の階層に進むにつれて， χ2→ χという情報の粗視化が進行します.一般には p

個のサイトを一つに粗視化することも可能なので，その場合にはテンソルが (ω)sloo-sPと

なって，乞β1・sp(ω)s1βip(ωf)21βp=aαα，を満たすように取ることになります.

意識的に「階層Jという言葉を使いましたが，単純な MPS，TPSから発展して，テン
ソル・ネットワークが階層的あるいは d+1次元的になったことがお分かり頂けるでしょ

うか?i繰り込み操作Jは「テンソル・ネットワークを階層化するJことに対応するので
す.ここで興味深いのは，木構造は遠くの枝の部分が幹の部分を経由して間接的に繋がっ

ているということです.これは長距離相関を取り入れるキーポイントとなりますが，まだ

今のままでは短距離相関も長距離相関も一緒に含まれているので，どのような系の解析に

最も有効かは自明ではないことに注意しておいて下さい.MERAに進むときにこの点を

解消しようということが具体的な目的となるためです.
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(d) 

(a) 

図 17:サイト jにおける isometory的の最適化に直結するネットワーク:(a)余分な

isometoryを締約する前のネットワーク， (b )，( c)はisometoryの最適化に関わるが， (d) 

は最適化に関与しない.

isometoryの最適化 具体的な数値計算の道筋を少し述べておきましょう.問題として

はisometoryを最適化することです.即ち， TTN構造の基底状態波動関数|宙({町}))に

対して (jはネットワ}クの張る空間の格子点を表わす)

E({ωj}) = (宙({ω'j})1H I宙({ω'j})) (288) 

を最小にする{町}の組を探すことが目的です.基本的には MPS，TPSと同様，或るサ

イト jに着目して ωjを最適化し(このとき他の isometoryは固定している)，それをエ

ネルギーが収束するまで全てのサイトに渡って計算するというものです.

ネットワーク内で isometory町の最適化に関係する部分が或る程度限られているとい

うことは注目に値します.最隣接相互作用を含むハミルトニアンの場合(例えば図 17で

は・・， ..で表わしている)，ωの関係式 (287)を考慮すると，例えば図 17(b)(c)に

示したような範囲のネットワークがエネルギ一期待値に寄与します.一方的から下に延

びていない枝に繋がった相互作用は定数項としてしか E({叫})に寄与しませんので，最

適化の際には考える必要がありません.ここから先は色々な方法が考えられます.一つの

方向としては，初jが tiJ;と独立であると仮定して線形化し， ωの環境Yを用いてか(Yω)

を最小化するというものです.Yを特異値分解して y=u入vtと表わし，w = -VUtと
取ればtr(Yω)=ーか(入)となるので，残すべき χ状態は特異値が大きな固有ベクトルで
あることになります.この事情は DMRGの場合とほとんど同じです.
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τ 

x 
図 18:Binary 1D MERA networkとcausalcone (色っき部分)

7.2 disentangularによるエンタングルメン卜の制御:MERA 

図 18が基本的な MERAネットワークの一例です.だいぶ複雑になったように見えま

すがそうではありません.TTNの各ライン聞に.で示されたユニタリ一変換を挟んだも

のです (TTNとMERAの関係をよく見て下さい).このユニタリ一変換の働きは，情

報の粗視化の前に周囲とのエンタングルメントがなるべく少ない基底に変換してから粗

視化するというものです.問題を解くために適切な基底を選ぶことはいつでも非常に重要

ですが，それをエンタングルメントという視点から繰り込み操作に適合するようにしたも

のと言えますね.このユニタリ一変換は「周囲とのエンタングルメントを(部分的に)解

く」と言う意味で rdisentangular Jと呼ばれています.disentangularは
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という関係を満たします.この階層性で面白いのは，短距離の相聞は「わざとJ切りなが
ら繰り込みを行い始めたのに司長距離の相関は取り込むことができているという点です.

従って臨界系を解析するのに向いています.TTNに比べると，短距離・長距離相関のい

ずれが重要かというところが明確になっていることが重要であると言えます.色で示した

領域は rcausal coneJと呼ばれており，言葉の意味通り，オリジナルサイト(・)を原
因として生ずる繰り込み後の状態を示しています.TTNの場合と同様に， disentangular 

も最適化を施す必要があります.
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3 
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x 
図 19:テンソルネットワークの模式図.式 (290)の計量と対応するように座標系を張っ

ています.xが空間方向， 7 が繰り込み方向 (AdS時空の動径座標)です.7 座標は繰

り込みの回数を表わします.色っきの領域は繰り込みの各層(異なる T の粗視化空間を

「層Jと呼びます)における粗視化された対象領域 Aの「境界jを表わします.そしてジ
グザグの線が「因果円錐 (causalcone) Jを表わしています.

7.3 テンソルの階層構造に隠れた AdS計量と面積則

島iERAの階層的テンソルネットワークには，実は「離散的 AdS計量Jが隠れていま
す 136. それを理解するために， MERAのネットワークを図 19のように表わしましょう.

横軸に空間方向 X，縦軸に繰り込み方向 7 を取っています.ここで isometory (口で表わ

す)を「有効サイト」としながらも， Iわざと」大きさを変えて連続極限での全系の長さが
保存するようにしてあります.このように取ってよいのは，臨界系近傍ではスケール不変

になるためです.繰り込み方向の座標値は繰り込みの回数であり， 0，1，2，…となります.

7=0がオリジナル量子系です.異なる 7の系を「粗視化された T番目の層(layer)Jと
呼ぶことにします.

上記の表示が AdS時空であることを確かめるために，式 (11)の計量

T2 

ds2 = ;2 (dz2 + dx2) 

から出発し，z =αr/LL (但し αは任意の定数)と変換し

(290) 

ds2 = {d(71ogα)}2+(α-r/Ldx)2 (291) 

を導入します.この計量と図 19を比較しましょう.この場合は α=2と取ることに対応

します.先ず式 (291)において， 7 = 0の層から 7= 1 (7方向の長さのユニットは L)
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の層に進むと， (α-r/Ldx?の項が (dX)2→ (dx/2?となります.このことは図 19にお

いてァ =0の層での二マス分の距離がァ =1の層でのーマス分に相当することに等価で、

す.ちなみに， αの値はどのようにとっても構いません.α=3と取れば，繰り込みに際

して 3サイトを一つの有効サイトに置き換えることを意味します.一方，口の T方向の

幅を logα でスケールし直してしまえば，T方向は何も影響を受けません.臨界点近傍の

スケール不変がここでも役に立ちます.以上から，どのような MERAネットワークを構
成しても，最終的には式 (290)で表わされる最も基本形の AdS計量に変換することが

できます.従って， AdS/CFT対応によれば， AdS境界に属しているオリジナル量子系

(T = 0)はCFTの性質を備えることになります.このようにして， MERAが臨界系の
計算に向いているということは， AdS/CFT対応から裏図けられます.

エンタングルメント・エントロビーの計算について考えましょう.既に勉強したように，

幾何学的にはホログラフイツク・エンタングルメント・エントロピー Srv Ld-11og Lが得

られるはずですね.この解釈をするために，繰り込みの各層が元の領域 A とエンタング

ルしているはずであることに注目します.その場合には，各粗視化の層の「境界jの面積

則(対数補正なし，図 19では色で塗られたブロック)を全て足し上げることで正しいエ

ントロピーが計算されると期待されます.つまり causalconeの境界面がエントロピーに

寄与することになります.再びスケール不変であることを念頭に置くと，境界面の超面積

は AdS時空において領域 Aを囲む極小曲面の離散版に対応しています.このことから

もホログラフィーによる計算が正当化されます.MERAネットワークの各層は，エント
ロピーに対して各々等価な寄与を与えることが，実際に数値的に確かめられています 127

以上の結果は，拡張された空間でエンタングルメント・エントロビーに対する面積則を

考えれば，対数補正をする必要がないことを示唆しています.逆に対数補正が必要ない系

(ギ、ヤツプのある系)では，単純に MPSやTPSをつくればいいので，ここまで複雑なこ

とをする必要はありません.例えばリング交換相互作用のある模型などでは，局所構造が

期待されるので， MERAよりもプラケット基底のほうがおそらくベターでしょう.

7.4 D恥1RG屋さんは「メラメラjしましょう

DMRGは既に使っていて iMERAでメラメラjしたい!(西野さんがこんなこと言っ
ておりました…)と思っているけど，テンソル積になじみが薄くて，プログラミングが

心配だなという方は DMRGの継ぎ目に単純にユニタリ一変換を施してみたり先ずは
実験をして下さい.この場合にはマルチスケールにはなっていませんが， Hubbard模型

やHeisenberg模型であれば継ぎ目にシングレットが局在しやすいので，そのエンタング

ルメントを解いて計算の精度が上がる効果があるはずです.シングレットは maximally

entangledなので，勝手なユニタリ一変換でも多少は精度が上がると思われます.
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8 実は画像処理が凄い!

最後に物性物理を離れて情報理論の話題を取り上げましょう.DMRGをお使いの方で

あれば，量子古典対応を手がかりにして，一次元量子系の手法である DMRGを二次元古

典系に応用しようと考えるのは自然でしょう.二次元古典系にも色々ありますが，例えば

画像処理も二次元古典系を取り扱うことに相当します.私は DMRGにも使われている特

異値分解をもとにして現在色々なテーマを試みているのですが，特に画像処理は DMRG

の単なる応用ではなくて 本稿の話題を全て含んでいるようなのです.画像のエンタング

ルメント・エントロビーを計算し， AdS/CFT対応を頼りにして画像(これが実は重力場

と等価であることを後に示します)と共形場理論を行き来すると 超高効率画像圧縮や対

象に依らない劣化画像再生などができそうです.また重力理論に対する新たな知見を得る

ことが出来るかもしれません.本節では本稿で勉強してきた方法を駆使して，画像に潜む

重力理論について議論します.

8.1 特異値分解による定式化

初めに画像データを特異値分解を用いて異なる要素に分解します 137. エンタングルメ

ント・エントロビーの定義のところで述べたように，系の波動関数を

ψ(川)= LUl(X)~Ví (y) (292) 

と書きます.画像の場合には， ψ(X，y)がピクセル (X，y)における色の値(グレースケー
ルだと of"V 255の間の整数値)を表わしています.この中で重要な成分はv%が大きい
lになります.何故かというと，んは密度行列の固有値なので，状態 lの実現確率を表わ

しているためです.そのためん〉入2>・・・入m に対して

ψm(X，y) = 乞 Ul(X)~Ví (y) (293) 
l=1 

を導入し，これを ψ(X，y)に対する最適の近似と考えます.またこれに対応して，エンタ
ングルメント・エントロビーも m の関数として

Sm=一玄入llog入l (294) 
l=1 

という形を仮定します.ちなみに， DMRGでは「トランケーション・エラー」 εm=1-

L:~1 んを用いて計算精度を見積もります. Smとは基本的には似たような量ですが，Sm 

の方が対数で定義されているので，Smの小さな部分の性質を見るのに都合がよいと言え

ます.これは相関関数の長距離部分をどう見るかということと関連しており，面積則を導

くにあたっては重要なことです.
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x 

図 20:サンプル画イ象， 3 x 4ピクセル

さて具体的な例(図 20) を用いて，近似的な波動関数がどのような形をしているか調

べましょう.そのためにまず波動関数ψ(x，y)を行列の要素だと考えて，
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スケールはその聞の値 k/256(k= 1ぅ2，…，255)を取ると考えます.また係数 1/必は規格

化のための因子です.'lt*はψの複素共役の転値行列を意味します.この波動関数ψ(x，y)
に対して X方向及びY方向の密度行列 PX，pyは

(296) 

ー
i
n
u
t
i
t
i

1
i
n
u
t
i
t
i
 

1

2

0

0

 

つ自

1
4
1
i
1
4

py =仰 =i
¥、
E
E
-
-
t
f
/
'

1
4
n
H
U
噌

i

ー
i
q
t
u
n
U

内

4
1
i
t
i

/
1
1
1
1
1
t
t
¥
 

-一
6一
一* 

山首ア
山
V一一x
 

o
y
 

と書くことができます.例えば PXに関しては，行列積で Y方向の自由度を縮約してい

ますので，X方向の密度行列ということになります.また規格化因子を導入したことで

かρx= trpy = 1が成り立っています.これらの行列 ρX，pyを対角化すると，ゼロでな
い固有値は一致しており，

(297) 入3=j(2-必)-一
3一
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となることが分かります.また pxの各固有値に属する規格化された固有ベクトル pxUz= 

入zUzは，位相因子を除いて次のようになります:
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一方 pyに対しては PyVl=入lVlを解いて

o 。 ーゾ5

両ニ会|1 1 -2 1 1 

1 ，V2 =花 ，V3 =克 1 
(299) 

1 1 1 

となります.以上の固有値及び固有ベクトルから，

ψm(X， y) =乞Ul(X)0¥zVz(y)=玄ψ(l) (300) 
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ここで ψ(l)が元の画像とどれだけ類似しているかということと，行波動関数 Ul及び列波

動関数弓の節が画面のどの位置に来るか着目してみましょう.最も実現確率の高い ψ(1)

では，白いブロックの多いー列目と二行自の重みが大きくなっています.この特徴は ψ(1)

を構成している固有ベクトル U1，V1にも現れており，例えば U1について見てみると，行

方向から画像を跳めた時の白いブロックの数と仏の要素の大きさには明確な対応関係が

あります.同様に V1については，列方向から画像を眺めた時の白いブロックの数がその

要素の値に対応しています.そのようにして得られた U1，V1の重なりが ψ(1)を構成して

います.一方 ψ(2)はどうでしょうか?これは明らかに色の濃淡がより鮮明に現れるよう

な補正項として働いています.濃淡の変化が激しいピクセルで波動関数の位相が変わって

います.この後示す色々な画像を圧縮してみて分かることは，この方法では Fourier変換

の高周波カットなどと違って，或る行や列と類似度が高い行や列の数が多ければ，たとえ

画像が高周波の構造を持っていても，比較的小さい m で再生が行われるという特殊性を

持っています.
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図21:松枝居室の雑然とした風景:左上から右下にかけて m= 384( original)， 40， 20ぅ10，2，1

図 22: 仙台高専広瀬キャンパス校庭の木 :mの値は右下から左上にかけて m

768(original)， 16，8，4，2，1 :枝の別れ方がフラクタル的で，きっと何かあるだろうと日を

つけていた木です.空が割れるように重力場のさざ波が伝わっていきます.何だかスター

トレックみたいだな….

戸

h
U
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図23:仙台高専広瀬キャンパス情報工学科3年有志とのひとコマ:三年間数学・物理を一

緒に勉強して，学級担任もした学年でした.彼らの教育も重要な仕事です.これって何の

研究なんだろうか….黒いジャージの S君のところで位相反転していることが画像から

も数値データからも分かります(数値データはここには掲載していません).この写真の

エンタングルメント・エントロビーは logmに対して傾き 1/6に近いのですが，右三人

の顔の輪郭が近いために周期的な傾向もあり，少しだけ傾き 1/3の方向にずれています.

右下から左上にかけて m= 618 (original)， 16，8，4，2，1 

g 
CI) 

も 12345 よ常 1 2 3 
logm logm 

図 24:色々な画像のエンタングルメント・エントロビー:(a) 0シマウマ (425x 640) ， 
ム車 (512x 512) ，マ松枝居室 (512x 384) ，口猫 (398x 342) ; (b) X花 (640x 425) ， 

く〉校庭の木 (1024x 768). (a)の補助線は傾き 1/6，(b)の補助線は傾き 1/6と1/3を

表わします.
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8.2 圧縮画像とエンタングルメン卜・エントロビー

さて色々な画像を圧縮してみましょう.本稿に掲載した写真は，自分のデジタルカメラ

で撮影した仙台高専の日々の風景です(学生達には雑誌に載せる許可を取っています). 

図 21に画像圧縮の例(松枝居室)を示します.ピクセルサイズは横×縦が512x 384で

す.以降の画像は全て横×縦でピクセルサイズを表わすことにします.ピクセルサイズが

512 x 384であるということは，前述のように 384個の独立な固有ベクトルが存在するこ

とを意味します.掲載したパネルは，左上から右下にかけてTJn= 384，40，20，10，2，1とし

たものです.本稿で用いた画像圧縮の定義によれば，画像は実現確率の高い m 個の固有

ベクトルで近似されるのですが，図 21をよく見ると m を増加するごとに細かい不連続

なブロックに分割されながら画像を再生していくことが分かります.他の画像(図 22及

び図 23)を調べてみると，このブロックへの分割位置や分割数は画像によって異なりま

すが，定性的には似たような振る舞いを見せることが分かります.

図 24に色々な画像に対するエンタングルメント・エントロピ-Smのグラフを示しま

す.エンタングルメント・エントロビー Smは，画面に類似したものが二つ以上現れない

場合に対して，TJnが比較的小さい領域で

ル =ilogm+γ 伶

という不変的なスケ一ル性を示します.一方，花が群れている画像やフラクタル性のある

画像など，スケール不変な対象が複数現れる場合には傾きがちょうど二倍大きい

ら =;logm+γ 酬

という関係でスケールされます.TJnが大きくなるとこのスケール性からは外れて飽和し

ていく様子が見えますが，Smが飽和する m 周辺で近似データはおおよそ元の画像を再

現します.図 24から，ピクセルサイズが大きくて解像度が高い画像ほど，比較的大きな

m まで logTJnへのスケール性がよいことも分かります.また，残留エントロピー Sl=γ

は画像によらず γ'"1.3となります.今の圧縮法では縦か横の情報を縮約した密度行列

を計算しているので，実効的に一次元量子系の計算をしていることに対応しているのです

が，臨界状態の一次元系では，開放端の場合に

S~icW? (306) 

周期境界条件の場合には

S~jclogL 酬

というのが共形場理論で得られる通常のスケーリング関係式です.従って，今の場合には

トランケーション数 m がシステムサイズ Lの代わりをしているように見えます.またこ

の対応が正しければ，中心電荷 cの大きさは c=lであると推測されます.以上の計算

結果は物理的に何を意味しているのでしょうか?
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8.3 AdSjCFT対応によるエンタングルメン卜・エントロビーのホログ

ラフィー的解釈

数値実験で確かめたことは m を増加させると次第に細かいブロックに分割されてい

くことでした.この分割位置や個数は画像に大きく依存しますが最終的に得られるエン

タングルメント・エントロビーは非常に普遍性を備えたものです.そこでMERAを理解

するために用いた図 19に戻ると，式 (291)においてどのような αを取っても良いとい

うことがこの事に対応すると思われます.即ち この分割を X か Yの一方向から眺め

て，それに繰り込みの回数を「余剰次元」として加えて二次元空間を構成したときに，こ

れがちょうど画像によらず AdS空間になると考えられます.つまり薗像の濃淡は重力場

の強さと対応関係にあるということができます.エンタングルメント・エントロピーを導

入した節で，一次元量子系に対するエンタングルメント・エントロビーのホログラフィー

理論の概要を示しましたが，それを再考することから始めましょう.即ち

s=;c同 ((L+令 (2 (308) 

ここで α→ 0の極限を取ってエントロビー則を導出したのでした.特異値分解による画

像処理の場合，圧縮をかけても画像の総ピクセル数自体に変化はないので，システムサイ

ズLは不変で， 640 x 425ピクセルの画像であれば L= 425となります.今の場合繰り

込みでカットオフが粗視化されているので， mが小さい領域は α→ L/2に向かう流れで

あると見ることができます.このとき，対数の中の因子は 1に近づき，一方 αが小さく

なると mが増加します.従ってこの因子は m と同じような働きをしています.従って，

最終的なエンタングルメント・エントロピーの式は，

S=iCM? (309) 

(L+ゾL2ー(勾)2)2 

(2α)2 
m ーー (310) 

で与えられると考えられます.これより，図 24で示されたエンタングルメント・エント

ロピーのスケーリングから c=lであることが推測されます.mに関する式は

主=ぷ+-L
α 、1m (311) 

とも変形できます.この式を見ると，組みひも群の多項式不変量と何らかの関係があり

そうな気がします(後ほど議論しますが， MERAで局所回転したときに，回転・圧縮す

る前の画像と連続的に繋がっていなくてはいけないというトポロジカルな性質と関連し

ているかもしれませんL この式から圧縮効率の意味合いを考えてみましょう.図 3に
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従うと， α→ 0であるほど細かいスケールを再現できるはずです.但し XY聞の測地

距離は円弧に沿っていますので， α→ 0に或る程度近づくと傾きは無限に大きくなっ

て，ほぼオリジナル画像の解像度を再現できる状況になります.例えばここまでの例で

示した画像では m= 40ぐらいでおおよそ元の画像を再現していた訳ですが，この場合
2α/L = 2y伝/(m+ 1) rv 0.3085となり，確かにだいぶ円弧の傾きが大きな領域に入って
きていることが分かります.

8.4 中心電荷と双対性

続いて，元の画像と対応する一次元量子系との双対性を，中心電荷の値の観点から考察

します.中心電荷が c= 1，ガウシアン・ユニバーサリテイ・クラスですので，一次元量

子系は自由ボソン場の理論です.一方 AdS/CFT対応においては，双対空間で相互作用

の強弱が入れ替わることが大きな特徴です.このことから，画像は二次元古典系において

強い相互作用の結果として生じる「秩序状態」と解釈することができます.また残留エン

トロピー(系のトポロジカルな性質を表わす)31 =γrv 1.3が画像にあまり依存してい

ない正の値であるように見えるのは，量子一次元系ではトポロジカルな性質を持ちにくい

ことに起因すると考えられます.このような双対性が確かなものかを調べる目的で，ラン

ダムデータの解析も行っています.iランダム」であるということは，画像空間では「無

秩序J或いは「相互作用がない」ということを意味しています.従って双対空間では励起

モード聞に強い相互作用が働き，寿命の長い準粒子は定義できないような状況に近いと考

えられます.実際にエントロピー 3m を計算してみると，logmが小さいところでの傾き

はほぼゼロであり，双対性を裏付けます.

式 (308)に立ち戻って，例えばc= 1/2， m = {L +ゾL2ー (2α)2}/2α という可能性が
排除できるかどうか考えておくことは重要かと思われます.この場合は Isingユニパーサ

リテイ・クラスなので，系は Z2対称性を持つ必要があります.一方，量子系の双対空間で

ある二次元画像には Z2に関連する対称性がないので， c = 1/2という仮定は排除できる
と考えられます.他のユニタリ離散系列の場合も同様で， c = 1 -6/ p(p + 1)， P = 3ぅ4，5，…
と書いた場合，例えば画素の諾調数と p，或いは m とLの聞に適切な対応関係は認めら

れません.

8.5 Zamolodchikovのc-定理， Boundary RG flow，ホログラフイツ

ク繰り込み群

CFTの大域的な性質は実空間繰り込み群に基づいて詳しく検討されています.i大域的J

という意味は，時空 (1+ 1)次元系全体の理論空間を考えて(臨界系でない領域も全て考
える)，ある CFTがスケール不変性を破る摂動を受けたときに，どのような場の理論に
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移行していくかということを見るということです.繰り込みの固定点が臨界現象のそれぞ

れのユニパーサリテイ・クラスに対応しており，今の場合にはガウシアン・ユニパーサリ

テイ・クラス (c= 1)に繰り込まれます.ここで Zamolodchikovのc-定理という性質が

成り立ちます 138. これは繰り込み群の軌跡に沿って単調非増加な関数でかつ固定点での

値が中心電荷になる関数が存在するというものです.今の問題では繰り込みのフローが

AdS時空の動径方向に沿っており，この場合には特にホログラフイツク繰り込み群と呼ば

れています.これはトポロジカル絶縁体のところで触れた g-theoremとも関係すること

です 81 この視点に立てば， CFTで記述される圧縮後のデータから出発して，オリジナ

ル画像を再生するためにスケール不変性を破っていくと， c関数に対応するエントロピー

のlogmに対する傾きは単調に減少しています.但し，フラクタル図形など特殊な対称性

を持つ系の場合には c関数の特異な振る舞いが見られており，これは今後研究を進めて

いく必要があると，思っています.

ここで用いた画像処理は単純な特異値分解を用いたものであり，特に TTNやMERA

よりは DMRGに近いのですが，それでも実空間繰り込みの様々な性質が現れてくるとい

うことが面白いところかなと思います.

8.6 高効率画像処理に関する知見

これまでの議論から， c = 1は特殊な場合を除いて非常にユニバーサルな値であると考
えられます.従って，画像圧縮という視点からは，Smがなるべく小さい mで logmか

ら飽和することが望ましいということが言えます.これは画像の濃淡，言いかえると重力

場を意図的に変動させるということに対応します.幾つかの簡単な画像で実験してみる

と，平均的な色の数値を 0として，そこからの変化で色の数値を決めると，白黒の入れ

替えがユニタリ一変換に対応し，圧縮効率を変化させることが分かります.この見方は

MERAと非常によく似ています 29. MERAでは，情報の粗視化や繰り込みの際に，粗視

化プロック間に disentangularと呼ばれるユニタリ一変換を作用しました.そこで画像の

disentangularを構成することが圧縮効率を上げるためには非常に重要であると考えられ

ます.MERAも繰り込みフローの方向まで含めた高い次元で AdS計量を内包している
ので，本稿で述べた画像処理と非常に類似しているということになります 127 一方，こ

のアイデアとは独立に，画像を回転させてから圧縮すると効率が変化すること，つまり

エンタングルメン卜の強さを制御できることも我々の計算機実験の結果として分かつてい

ます.回転もまたユニタリ一変換です.画像は四角なので，直接回転することは出来ませ

ん.現状では枠を固定しておいて画像を回転(このようにすると元画像と完全に一致する

ということはなくなってしまいますが)した新たなデータを作っています.しかしながら

元の画像データを極座標系で表わせば回転することができるはずです.この時には共形異

常 cの性質が何らかの形で理論に顔を出すことが期待されます.それで前述の cの値の
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意味がより深く理解できると考えられます.以上の二つのユニタリ一変換は一見すると全

く異なるように見えますが，適当な座標系の上では等価です.これらのアイデアを具体的

な数値計算のアルゴリズムに乗せることが非常に面白いことであると考えています.

また画像によらないユニパーサリティがあるということから，画像の劣化の仕方によら

ない修復法が考えられる可能性があります.これらは今後研究を進めていく予定です.具

体的には劣化前後の Smを評価することにより，飽和後の m の領域にその情報が現れる

のではないかと考えています.

8.7 Dirichlet braneの力学と画像処理

画像処理に AdS/CFTが隠れているということが分かると，超弦理論の視点から fD-

braneJと呼ばれる高次元膜の力学を解析することが相補的な見方となるはずです.D-

braneとは，物質の基本単位である弦の端が 10次元時空において乗るオブジェクトです

が，今の場合のブレ}ンに相当するものは，まさに画像空間そのものであると考えられま

す.但し，二次元画像が三次元空間に浮かんでいて，その三次元目の余剰時空方向に二次

元膜が揺れることができるという状況です.D-braneのDはDirichlet境界条件の略で，

画像処理の場合には画像を上から見ると，圧縮過程で外枠の形は変形していないように見

える一方で，二次元膜が伸び縮みして画像を見ている人には見えない余剰次元方向には運

動できるという状況を表わしています.このとき，先にも述べたように，膜内部の空間変

動が重力場であると解釈することができます.つまりグレースケールの色情報を重力の強

さ情報に読み替えをします.そこで逆に二次元膜の端を持って， Dirichlet境界条件の下

に膜を「ユラユラJさせた場合，どのような端の振動によって膜内部の重力場，つまり画

像を再現できるかということを考えることが出来るでしょう.ここでは「空間二次元の情

報量Jを例によって「空間一次元+振動の自由度Jに変換しています.どのような振動を

させれば画像を復元できるかが分かれば，少なくとも空間一次元分の情報は覚えておかな

くてもよいということになります.また画像の重力場の山谷が複雑な形状からできている

場合ほど，端の振動は平面波+適切な摂動で近似的に表現できると考えられるため，通常

の二次元 Fourier変換における高周波カットよりも効率的な情報圧縮ができる可能性があ

ります.
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9 気になる問題あれこれ

ほとんど研究のネタばらしのような気がするのですが，難しい問題が多くて研究を進める

のに苦労しています(個人的には知りたいことですが，価値があるかどうかは別ですよ…). 

特に本稿で述べた「エンタングルメント・エントロピーJr幾何学的見方Jr AdS/CFT対
応」を物性物理に応用していくことを意識しているのですが，どのように展開ができるの

でしょうか.弦理論者との接点が重要かもしれません.

Hubbard-Holstein模型や多軌道模型の面積則は何次元的か? Hubbard-Holstein模型

や多軌道強相関模型は，空間次元の他にフォノン自由度や軌道自由度など各サイトに内部

自由度を持っています.従って，これらも余剰次元としての性質を持っていることが期待

できます.このようなホログラフイツク空間まで考えた面積則が重要かどうかということ

が分かれば，どのようなタイプの相関が発達するかということが理解しやすいはずです.

例えばフォノン演算子は，フォノンが独立な 2N 状態を取ることが出来るとしたとき，こ

れを N個のハードコア・ボソンで厳密に展開できることが知られています.例えば空間

一次元の場合には，異なるサイト上にボソンの「擬サイト (pseudosite) Jが速なってい

る「櫛」のような格子を考えることになり，一次元とも二次元ともつかない微妙な状況で

す.電子のホッピングに伴ってサイト聞のハードコア・ボソンに間接的な相互作用が生ま

れれば，面積則は二次元的になるのでしょうか?これは或る意味面積則の弱点で，面積則

は相互作用の効果を顕に含まないため，サイト間ハードコア・ボソンが直接相互作用して

いない場合であっても，二次元的である可能性を排除しきれません.この疑問はこのよう

な一般的な問題意識と捉えることもできます.また多軌道模型に関して言えば，スピンと

軌道のように異なる属性を持った量子自由度が含まれた模型では，それらの自由度は異な

るテンソルで表現すべきでしょうか?その場合にはどのようなテンソルネットワークを組

めば最適なのでしょうか?

多光子励起状態に対するエントロビー則 基底状態に関する面積則は色々なことが分かつ

ていますが，励起状態に関しての議論はあまりありません.個人的に重要だと，思っている

のは，光励起状態、で多数の光キャリアが励起されたときや，強相関系のホロン・ダブロン

など異種のキャリアが生成された場合に，キャリアの種類や凝集状態をエンタングルメン

ト・エントロピーで識別できるかということです.フォトンエネルギーがωの光励起状態、

|ω) = Im~B 円 177 B ~J↑ 10) (312) 

は空間一次元系であればDynamicalDMRGで簡単に作ることが出来ます.この状態の環

境自由度 Bを縮約したシステム Aの密度行列

PA(ω)=t句 |ω)(ω| (313) 
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を導入し，そのエンタングルメント・エントロピーを下記で定義します:

SA(ω)=ーか(PA(ω)logρA(ω)) (314) 

フォトン・エネルギーを例えばエキシトン(ホロン・ダブロン対)のエネルギー ω=ω口 citon

や連続状態(ホロンとダブロンは独立に運動) ω=ωfreeに合わせて SA(ω)を計算した
場合， log Lでスケールして明らかに傾きが異なる SA(ω)が出てくるでしょうか?また多
光子励起の場合には，例えば空間二次元系において，光キャリアの凝集状態に応じたトポ

ロジカル・エントロビーが現れるのでしょうか?

非平衡緩和過程を AdS/CFT的に取り扱えるか? 光誘起相転移のドミノ効果などの非

平衡緩和過程などを AdSjCFT対応からうまく取り扱えるか気になっています.或る曲

がった時空の境界に問題の量子非平衡系が定義されているとして，例えばこれは数値対角

化などでは，小さな有限系でしかも限られた範囲の時開発展しか調べられないとします.

この場合のホログラフィーは，実は緩和の固定点(グローパルな緩和時間など)の情報を

提供できるのでしょうか?どのような高次元多様体を導入するかが一番問題のように思い

ます.またこれと関連することかもしれませんが，双曲変形と逆に、時間の効果を空間変

化の係数部分に押し込めた計量を導入したら何が起こるでしょうか?

模型に最適なテンソルネットワークを自動的に決定できるか? 例えばホログラフイツク

軸方向にスピノンとホロンのブランチが自発的に分離していくようなテンソルネットワー

クの自動構築ができるでのしょうか?これが可能であれば，多様な強相関電子系の世界の

解析もだいぶ進展しますね.

量子モンテカル口法の幾何学構造 本編でも議論しましたが，新たに付加されたトロツ

タ一方向を眺めてみると，通常の QMCではチェッカーボード型の分解がなされます.し

かしながら，この分解の場合，古典系の空間は AdS計量を持っていないように見えます.

AdS計量を持った分解が可能であれば本稿で述べたように繰り込みのフローの見通しが良

くなるので，例えば計算の精度を向上させたり，あわよくば負符号問題を生じない QMC

が可能で、はないかという期待があります.ワールドライン，クラスター・フリップ，連続

虚時間などのアルゴリズムは，計量ということに関して何を行っていることになるので

しょうか?これまで知られている負符号が消える問題は，基本的にはユニタリ一変換で問

題の本質を捉えた基底に変換していることが大きいです.ということは MERA的な要素

が含まれている訳ですが，ここまで含めて再定式化できるのでしょうか?(そうなるとほ

とんど MERAになってしまいますが…). 

変分原理の模索 情報のエントロビーが保存量となるような適切な変分原理が存在する

のか気になりますね(全系の波動関数がハミルトニアンの固有関数であっても，部分系は
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時間的に変動出来ます).そのような理論の不変性と作用積分における AdS計量の役割

が何らかの形で現れるのでしょうか?量子情報理論や情報幾何の方面で色々な定式化があ

るはずと推測しますが，残念ながら私には勉強不足で現時点では不明です.

強相関電子論，ブラックホール物理，量子情報の接点 曲がった時空の導入に際して，一

般相対性原理のアナロジーで情報の保存を要請したのですが，もうひとつ一般相対論の大

きな柱である等価定理によれば， 1物理現象を記述するための基準となる座標系を適当に

取れば，時空内の任意の点で，その点の近傍に着目する限り，そこの重力を局所的に消し

去ることが出来る.Jということになっており，これのアナロジーを考えると， hyperbolic 
deformationやsinusoidaldeformationがどこまで一般化出来るのかという問題を扱うこ

とになるかと思います.ただ残念ながら，強相関電子系の問題で一番重要なクーロン斥力

について言うと，おそらく「オンサイトクーロン斥力=ブラックホールJという対応に

なっており，一筋縄ではいかないと思われます.分野が変わっても難問の出所はたいして

変わらないというところでしょうか….

あとは本稿で画像処理の問題を AdSjCFTに基づいて議論したのですが，情報ストレー

ジの限界の問題，ループ量子重力理論や非可換幾何学との関連があると面白いと考えて

おります.また画像圧縮が組みひも群の数理と関係しそうだということは本稿で触れま

した.

3次元データ処理に隠れた物理があるか7 結局，量子画像処理に話題の全てが詰まって

いたということは，元々のホログラフィーに再び近づいているということのように感じる

のですが，こうして色々と勉強してきた結果として，ホログラフィーから我々は何を本当

に学んだんだろうか?ということはやはり深く考えておかなくてはならないと思います.

一つの視点としては，量子画像処理は通常の光学におけるホログラフィーに比べて一次元

低いのですが，オリジナルの AdSjCFT対応は光学のホログラフィーより 12次元高いJ
所にいるということです.その場合には，まだ見過ごしている次元が一つあることになっ

て，つまり「立体データjの圧縮・再生にはまた新たな物理が眠っているのでしょうか?
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10 最後にちょっとだけ哲学的な自問自答

「余剰次元に意味を見出そうとする働きJというキーワードで本稿を書きすすめてきた

のですが，単なる数学的技巧以上の物理が隠れているようです.序論でも述べたように，

近年の固体電子論で幾何学に関する話題は増加しているのですが，その立場は，問題を見

通しよく解くために元々のヒルベルト空間の部分空間に着目すると その空間は曲がった

りねじれたりしていると考えれば都合が宜しいというものでした.このときに空間の次元

そのものが変動するような効果は取り扱われてはいません.従って 従来とはまた状況の

違った幾何学観が導入されたことになります.

テンソル積の次元は，エンタングルメント・エントロビーという量を通して見た場合，

いわば系の空間次元と別に量子揺らぎを伝搬させるための隠れた次元です.この次元方向

の空間的広がりの程度 χや曲率は，問題に応じて(特に臨界・非臨界の別や元々の空間

次元の大きさ，粒子間相互作用の型などに応じて)柔軟に変化する非常にダイナミカルな

ものです.逆に言うと，曲がった時空とその量子化に際しては，物質の存在形態に応じて

このような空間次元のダイナミカルな変化が起こることが一般的な特徴なのかもしれま

せん.この意味では超弦理論の世界観と相通じるものがあります.プランク・スケールで

は時空の概念すら暖昧であるということと，ネットワーク構造自体まで含めての階層的テ

ンソル積の自動最適化を施すこと(前節で述べたようにどうすればいいかすぐには分かり

ませんが)には何らかのつながりを感じてしまいます.我々の物性物理の問題と超弦理論

の問題ではエネルギー・スケールが果てしなく異なるのですが，それでもなおこのような

類似性が見られることに興味を覚えます.

初めて AdS/CFT対応を勉強したときに感じたことは，r数学的な目線に立てば肯定で
きる双対性であっても，あまり常識的ではない場合，やはりそれは物理的実在と言うより

は数学的な産物と思うべきなのではないだろうか?Jということで，自然に高次元時空に

突入する弦理論の見方には懐疑的でした.しかしながら，例えば普通の量子化に立ち戻っ

てみると，粒子描像が実在ならばその双対である波動描像もまた実在であるということ

は，少なくとも数学的には両者が単純にフーリエ変換で結ぼれているからということに起

因していたはずです.粒子の性質が強く出ているときには波の性質はぼやけていて(色々

な周波数の成分が混ざっていて)，逆に波の性質が強く出ているときには粒子としての個

性は失われているわけです.バルク境界対応も，バルクから境界が切り離せないなら，当

然両者は同じ物理を表わす実在です.ホログラムの場合にも，三次元を伝搬する光とその

情報が転写された二次元面はいずれも確かな物理的実在です.そう思うと，ある数学的な

双対原理が存在して，一方が物理的実在ならば他方も実在といってよいのかもしれないと

次第に考え方を改めるようになりました.この問題はあまり深入りするとホロフラフィー

の言葉が躍ったSFになってしまいそうなので危険だなと，思っていますが，量子力学の相

補性・双対性には非常な深遠さがあるということを改めて感じております.
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図 25:本稿で述べたキーワードの相関図

11 まとめ

本稿では，エンタングルメント・エントロビーとその変分法への応用という物性物理の

最先端課題が，大きな可能性と他分野との関わりを持っていることを説明しました.本稿

のキーワード聞の相関を図 25に示します.ポイントをおさらいしておくと，剰余次元が

量子効果や問題を解く複雑さのエントロピーを吸収してくれて 局所的・平均場的な取り

扱いができるということです.やはり P.W. Anderson先生は凄いということになるので

しょうか.これを機に物性物理の立場から基礎的な理論物理の問題を発したり，ホログラ

フイツク原理を応用して物性物理の難問と呼ばれる種々の 2次元強相関電子系にアタック

したり，活発な研究活動を期待して筆をおきたいと思います.個人的には，画像に潜むブ

ラックホールが「ブーンJと揺れて，画像データの余計なエントロピーを吸収すると，背
景にある量子系が「ユラユラ」してそれをうまく捨ててくれる と楽しんでおります.

本稿で取り上げた内容は，仙台高専専攻科・松枝研所属の本田慎太朗君(現東北大院

工)，伊藤真介君，遠藤基君，和田康利君と議論を重ねたものです.柴田尚和准教授(東

北大院理)には，多くの助言と大学インターンシップでの学生指導を頂きました.遠山貴

己教授，戸塚圭介准教授(京大基研)，西野友年准教授(神戸大理)，奥西功一准教授(新

潟大)，引原俊哉准教授(北大)，丸山勲助教，上田宏君(阪大基礎工)，富田憲一准教

授，渡辺秀治君(山形大理)，石原純夫准教授，那須譲治助教，高島宏和博士，大原潤博

士(東北大院理)，金森悠博士(東北大院理→NECトーキン)には，本稿に述べた内容

に関して日頃から議論をして頂いております.山瀬博之博士，田中秋広博士(物材機構)

にはセミナーの場で貴重なコメントを頂きました.この場を借りて皆様に感謝致します.

追記 本稿は東日本大震災の前後に執筆しました.吟味を重ねましたがなお書き足りな

い点などがあります.建設的なコメントを頂ければ幸いです.仙台高専や東北大学では連

休明けから講義を再開しております.震災のために仕事の質を落とすことのないよう努め

ますので，皆様にはこれまで以上のご指導ご鞭援を宜しくお願い申し上げます.
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