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マルコフ過程による三角形の内接円の動的作図について

明治大学・総合数理学部 阿原一志

Kazushi Ahara, School of Interdisciplinary Mathematical Sciences, Meiji University 

1 前書きと主定理

1.1 マルコフ過程を用いた動的な作図問題

著者はPointLineという平面幾何作図ソフトウエアを作成した［1]。このソフトウエア

では、作図要素はすべてマルコフ過程により与えられ、マルコフ過程を繰り返し適用す

ることで、作図したい図へ収束することを目指す。この収束の極限として図を得ること

を、動的に作図すると呼ぶことにする。

Point Lineの中で用いられる作図要素の種類としては「中点」「点が直線上にある」「円

と直線が接する」「円と円が接する」などがあり、ソフトウエアのユーザインターフェー

スとしては、 GeoGebraなどの作図ソフトウエアと同等であるが、図を成立させるため

の原理がまったく異なる。作図要素に対応するマルコフ過程（およびそれを動かす仕組

み）をモジュールと呼ぶことにする。

著者は前著[2]において、屯点のモジュールのみを用いて作図できる、三角形のみつど

もえ作図を題材に取り、マルコフ過程が収束するための条件を検証した。本論文では、

固定された三角形に対して、「直線と円が接する」というモジュールのみを用いて、自

由に与えられた円を初期状態として内接円または傍接円に収束するかどうかを検証し、

収束する場合の漸近挙動について決定できたのでそのことを報告する。

1.2 安島＝マルファッティ円の作図問題

この問題を考えるきっかけである「安島＝マルファッティ円」について説明する。三角

形の内接円の作図は基本的な作図であり、動的な作図問題を考えるうえで、真っ先に扱う

べきといえる。一方で、著者には別のモチベーションもあった。それが安島＝マルファッ

ティ円の（通常の意味での）作図問題である。筆者は与えられた三角形に互いに外接し

ながら三角形に接するような 3つの円を描く問題、通称安島＝マルファッティ円（図 I)

の作図を動的に作図できるかどうかを考察することが目標であった。実際に、 PointLine

では、たやすくこの図の動的作図をすることが可能である。しかし、一方で安島＝マル

ファッティ円を（通常の意味で作図する方法を発見するのは難しいという前提で）動的

な作図が数理的に保障されているのかという疑問も持ち続けてきた。その第一段階とし

て内接円を扱った次第である。
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図 1：安島＝マルファッティ円

1.3 PointLineのLCモジュールについて

ソフトウエア PointLineにおいて、「円と直線が接する」モジュールのことを LCモ

ジュールと呼ぶことにする。 LCモジュールは図 2のような「線分と円に関するマルコ

フ過程」である。
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図 2:LCモジュール

直線は平面上の異なる 2点により定まるものとし、円は中心と半径により定まるもの

とする。正で十分に小さいパラメータ〇＜ △≪ 1を固定する。直線と円の間の符号付

き距離をdとする。図2のように、円と直線が交差しているときにはdは正の値である

とし、円と直線との共有点がないときにはdは負の値であるとする。

dが正の場合（円と直線が交差している場合）には、直線を定める 2点は、直線の法

線方向、円の中心から離れる方向に、 d△だけ移動する。そして、円の中心は直線の法

線方向、直線から離れる方向にd△だけ移動する。そして、円の半径はd△大きくなる。

このような「図形に関する定常マルコフ過程」を考えたものをLCモジュールと呼ぶ。

注意を一つ述べておくと、 LCモジュールにおいて直線を平行移動するときのパラメー

夕△と円の中心と半径を変化させるときのパラメータ△とは同じ値である必要はない。

しかし、この論文においては△を共通の値として話を進める。
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1.4 問題設定

まず、問題を単純化するために、三角形ABCを平面上に固定する。三角形の形は任

意でよいが、面積が正であることは仮定する。つぎに、同じ平面上に任意の円C。を設定

し、これをマルコフ過程の初期状態であるとする。以下で定義されるマルコフ過程M
を考える。

実際には、平面上に任意に与えられた円Cに対して、円Cと線分ABに関する LCモ

ジュール、円Cと線分BCに関する LCモジュール、円Cと線分CAに関する LCモジュー

ルを同時に適用するような定常マルコフ過程を M をする。ただし、三角形ABCは固

定しているので、このLCモジュールでは円の中心座標と円の半径をLCモジュールの

ルールにしたがって変化させるものとする。

円C。にマルコフ過程M をn回適用させた円をCnとする。問題は、 Cnの中心をPnヽ

半径を rnとしたとき、これらが収束するための△の条件を求めることである。

注意を述べる。前著のみつどもえの動的作図のときには、 3つの中点モジュールを「順

次適用」するような過程を考えていた。本論文では「同時適用」によりマルコフ過程を

定義することにする。

1.5 主定理

主定理を述べるために、いくつかの準備を行う。三角形ABCの三つの辺AB,BC, CA 

をそれぞれ辺Ei(i= 1, 2, 3)と呼ぶことにして、 niは辺且の内向き法線単位ベクトルで
あるとする。

3次正方行列Mを

M = (1 + (nj,n』)
(i,j) 

によって定める。だたしここで、（・，•)はベクトルの通常の内積であるとする。行列 M

は対称行列であることから、固有値はすべて実数であり、 a1,a2,a3をM の固有値であ

るとし、 a1:S a2 :S a3であるとする。
損失関数ムを次の式で定義する。辺尻と円の中心との距離を rt)(i = 1,2,3)とす

る。心と円の半径との差分を dり＝ rn-rt¥i = 1, 2, 3)とする。このとき、損失閲数
LnをLn= ld~l)I + ld~2) I+ Id~刈によって定める。

定理1.任意に固定された三角形ABCを考える。円の初期条件として、円の中心は三

角形の内側にあるものと仮定する。一般の場合、円に関する上記のマルコフ過程M は

0<△＜品の条件下で収束し、三角形ABCの内接円または傍接円に収束する。また、

損失関数L叶ま漸近的に等比的に減衰し、その漸近公比は 1-a1△,1-a2△,1 -a3△の

いずれかである。
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2 定理1の証明

円Cnの半径を rnとする。パラメータ△を用いて、新しい円cn+1の半径rn+lは

rn+l =在ー△(dil)+ d四＋d屈）

で得られる。円Cnの中心の位置ベクトルを Pnとしたとき、新しい円cn+1の中心の位

置ベクトルp正1は

Pn+l = Pn +△（di1ln1 + d四ll2+d屈n3)

で得られる。以上が問題設定で述べたマルコフ過程M の具体的な表現である。このと
き、新しい円の中心から辺且までの距離を心とすると

心＝心＋△（d丘＋dぼ国＋d屈ll3,ll』

と計算される。ここで、 rn+l と r~tl との差分を d似＝ rn+l -r比(i= 1,2,3)とおくと

摩＝ dt1＿△{~(1 + (n;,n』)dkl}

であることから、 (][]:)=(I —• M) (;:) 

が得られる。行列Mに関して次の補題が成立する。

Lemma 1.行列M は正定値である。

Proof．行列M は対称行列なので対角化可能である。 M の主座小行列式を計算すること

を目標とする。叫＝ l+(nj,n』とするとき、 m11=2は正である。次に、加1 叫 21= 
m21 m22 

4-(l+(ni, n況であるが、 0< l+(n1,n2) < 2なので、この行列式の値は正の数である。

最後に、行列M の行列式仇りの符号を調べたいが、 (n1,n2)= cos 012, (n1,n3) = cos013 

とおくと、 (n2,n3) = cos(013ー加）であることを利用して、 (012，加） → |Mlを

{ (012, 013) I o < 012 < 21r, o < 013 < 21r, 012 < 013} 

を定義域とする関数とみなすことにする。このとき、定義域の境界では |Ml=Oであっ

て、極大値は (012,013) =（讐，誓）の1か所であって他の臨界点はないことが計算により
わかる。このことから、行列式IMIは正であることが示された。（具体的な計算は省略
するが、鸞りを計算することにより、確かめることができる。）

以上より、行列M の主座小行列式はすべて正であることが確認できた。対称行列の

シルベスターの判定法を適用すると、 M が正定値であることが示される。 ロ
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Mの固有値を叫k= l, 2, 3) とすると、行列 I —△M の固有値は l-a心(k = 1,2,3) 

である。このことから、正の定数△に対して、行列のべき(I—△M)n が零行列に収束

するための必要十分条件は、ー1<1-a心 <1(k = 1,2,3)が同時に成り立つことであ

る。このことは0<△＜責（ただし、 a3は最大固有値）と同値である。

dk ~ (;~ が固有値aK(K=1,2,3)をもつM の固有ベクトルであるとする。 (Mは

正定値なの心：］K＞0である。） 0＜△＜；をみたすとき
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を得る。このことは、極限をとることにより損失関数Ln=どiId仇は0へ収束するこ

とを意味している。

次に、漸近挙動について考える。一般の初期値を M の固有ベクトルの和でどkakdk

とあらわされているとき、伍＝知＝ 0であれば、損失関数の漸近挙動はd1に従うの

で、公比1-a心の等比数列になる。同様に、勾＝ 0であれば、損失関数の漸近挙動は

dバこ従い、公比1-a心の等比数列になる。そのいずれでもなければ、損失関数の漸近

挙動は公比1-a3△の等比数列になる。

3 初期位置による漸近挙動の違いについての図形的な評価

漸近挙動における損失関数の公比は3種類あり、初期値に依存し、そのための十分条

件はすべに述べたとおりであるが、この十分条件には図形的な意味合いもあるので、そ

のことについて述べる。
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3.1 正三角形ではない2等辺三角形の場合

3辺を Eiとして、恥と恥の長さが等しく、島はほかの辺と長さが異なると仮定

゜する。このとき、 M の固有ベクトルの一つは（ 1)であって、残りの固有ベクトルは

-1 

d(2) =d(3）を満たすようなベクトル（：：：； である。

このことの図形的意味がある。三角：］対象軸がある場合に、その対象軸の上に初期

円の中心があるとすると、辺長が等しい2辺との「辺と中心との距離」は一致したまま

推移する。損失関数の漸近挙動やパラメータ△の範囲は、固有ベクトルがd(2J= d(3)を

満たすような固有値のみに限定されて算出される。

3.2 正三角形の場合

Mの固有値は3ふ］である。固有値3の固有ベクトルは（1 であって、これは初期

円の中心が正三角形の重心に場合に限られ、この場合には中）：］ま動かずに半径のみ変化

する。

固有値］の固有ベクトルはか＋d（2)+d(3)=0を満たすようなベクトル（］：：； であ

：呵二言厚言塁言、｀｀］よ比］：ロニゞ｀こ言：｀うな

3.3 その他

今回では、円の初期位置（初期円）における円の中心を三角形の内部に限定した。こ

の場合には、円の中心が三角形の内部にあるという状況に変化が起こらないため、かな

らず内接円へと収束することも示されている。一方で、初期円が三角形の外部にある場

合には、内接円へ収束する場合と傍接円へ収束する場合の両方がある。実際に、初期円

が「内角の対頂角内に中心があり、半径が十分に小さいとき」には円の中心が三角形の

内部に移動する可能性がある。これらの事象については、今後の課題としておく。
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