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多重ゼータ値と log-sine積分について

名古屋大学大学院多元数理科学研究科梅澤瞭太

Ryota Umezawa 

Graduate School of Mathematics, Nagoya University 

概要

本稿では反復log-sine積分を導入しその基本的な性質を述べた後，反復log-sine積分を使って多重ゼータ

値の間の関係式を得る方法を紹介する．

1 導入

(Euler-Zagier型）多雷ゼータ値はk=(k1,.. ,,kn)E印 (kn> l)に対し，

く(k)= L 
”りく・・・<mn

k1 
m1 

1 
kn .. ,mn 

で定義される値である多重ゼータ値は様々な分野との関わりが知られており，特に多重ゼータ値の間の関係式

について盛んに研究が行われている．一方で， (Generalized)log-sine積分はkENとlE Z:::oに対し，

冒 (u)=ー「がlol-l-l2 sin~ 
2 
d0 

で定義される値である.log-sine積分もまた他分野との関わりが知られており，研究がなされている.log-sine 

積分とゼータ関数の間には様々な関係が知られている.log-sine積分とリーマンゼータ値 (n= 1の多里ゼータ

値）の関係についての研究は例えば [3]や [4],[7]などがあり， log-sine積分と多重ゼータ値の閑係についての

研究は例えば[1],[2]などがある．また， [5]では多菫sine関数の対数を含む積分と Mordell-Tornheim型多重

ゼータ値の関係が研究されている．

本稿の研究はlog-sine積分を使って (Euler-Zagier型）多重ゼータ値の間の閑係式を証明できないかと思い，

始めた研究である．筆者がこの研究を行ったとき， (Generalized)log-sine積分を反復積分した次の積分が必要

となった．

定義 1(反復log-sine積分）. A(0) = logl2sin(0/2)1とする.k = (k1, ... , kn) E Nn, l = (h, ... , Zn) E Z~。

に対し，

叫）＝（ー1rJ fr 。~UA虹ーl-lu(0u) d0u. 
0<0区…＜似＜び u~l

筆者が調べた限りではこの積分を考察している論文はないようである．そこで，本稿では後に必要となる反

復log-sine積分についての性質を述べた後，実際に反復log-sine積分を使って多重ゼータ値の間の関係式を得

る方法を紹介する．また，この方法で得られる多重ゼータ値の間の関係式の個数を計算機を使って計算した結果

も紹介する．
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反復 log-sine積分について

この章では反復log-sine積分の基本的となる二つの性質を紹介する．一つ目の基本的な性質は多重ゼータ値

のシャッフル積のように積分領域を分割することで得られる．

命題 1.品を n次対称群とする.TE Sn十れ＇と k= (k1,---,kn), l = (li, ... ,ln), k'= (kn+l,・・・,kれ十れ＇），

I'= (ln+l, ... ,lれ十れ！）に対し，

T(k, k') = T(k1, ... , kn十れ,)= (kT(l),・・・,kT(n十が）），

T(l, I')= T(li, ... , ln+n') = (lT(l), • • •, lT(n+n')) 

と定義するまた，

Sn,n'={TE Sn+n'IT―1(1)<・・・<T―1(n) and T―1(n+l)<・・ ・＜戸(n+n')}

とするこのとき

Ls如） ・Lsl,(a)= 区 Ls芯閏(a)
TESn,n' 

(1) 

が成り立つ．特に，二つの反復log-sine積分の積は反復log-sine積分の Q線形結合で表される．また，この積は

結合律と交換律を満たす．

例 1.Lsi誓(er)・Lsい(er)を計算すると次のようになる．

Ls誓 (er)•Lsい(er)
= -]a<。1.1<01.2<び。1,2A(01,2)02,1幽 1幽，2d02,1
0<02.1 <<r 

=-(1<。2,1<01,1 <01,2<び+1<。1,1<02,1 <01,2<<r + 1<。1,1<01,2<02,1 <び）
01,2A(01,2)02,1 d01,1d01,2d02,1 

= Ls~~i~iil\u) + Lsi~2~31)(cr) + Lsi~!i~21\u). 

二つ目の基本的な性質は KI―1ーし =0の場合に的での積分を先に計算することで得られる．

命題 2.k=(k1, ... ,kn)EN(n22)に対し，

kk,J+ = (k1, ... , kj-1, kJ+1 + k, kJ+2, ... , kn) 

kk,j-= (k1,,,,, kj-2, kj-1 + k, kJ+l,,,,, k砂

とする.k=(k1, ... ,kn)とjE{l,... ,n}に対し， KJ―1ーり =0ならば，
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(jE{l, ... ,n-1}), 

(jE{2, ... ,n}) 

if n = l,j = 1, 

ifn;?:2,j=l, 

if n :?: 2, 1 < j < n, 

if n:?: 2,j = n 

(2) 

が成り立つ．
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注意 1.{j I kj―1 -li = 0, 1 s j s n}に二つ以上の異なる jが存在する場合それぞれの jに対して (2)
を適用することができる・Jl,・ ・ ・,Jm (j1く・・・<Jm)が {jI kJ―lーし=0, 1 S j Sn}のすべての元で

あるとする.Ja (1 Sa Sm)に対して (2)を適用すると，右辺の反復 log-sine積分の添え字は深さがn-1

となり， J1,• • • ,Ja-1,Ja+l -1, • • • ,Jm -1が {j kj―1ーり=0, 1 S j S n -1}のすべての元となる．し

たがって， (2)を繰り返し適用することで， KJ―1-lj ::>: 0 (1 S j S n)を満たす LsUu)はゲn(m ::>: 0)と

kj―1 -lj > 0 (1 s j s n)を満たす反復log-sine積分の積の Q線形結合であらわされるまた，この表示は
(2)の適用の順序によらない．

例 2.Lsi誓(u)はk1-1-h = Oであるから次が成り立つ．

Lsi誓(u)= J い (0叫幽d02
0<0, く伽<u

=!  硲A(02)幽 d02
0<むく0

= -L亭(u).
(1,0,1) 
1s2,1,3 (u)はk1-1-h = Oかつ k2-l-b=Oである．仇での積分を計算した後， 02での積分を計算す

ると，

叫~31\u) = J 疇 A(03)幽 d疇
0<0心く約く6

1 
=2! 桑 A(03)0必
0<舵＜伽<u

1 
=61 。jA(03)0必
0<約く6

1 
= -Ls炉(u)
6 

となる．また， 02での積分を計算した後，仇での積分を計算しても同様の結果が得られる．

次の定理は命題 1と命題 2を組み合わせることで得られる．

定理 1.ki -1 -lj ::>: 0 (1 s j s n)を満たす反復 log-sine積分のぴでの値の積はがn(m ::>: 0)と
kJ―1 -li > 0 (1 S j S n)を満たす反復log-sine積分のぴでの値の積の Q線形結合で表されるまた，この

表示は (1)と(2)の適用の順序によらない．

例 3.例えば Lsi~l\u)·Lsい (u) に (1) を適用すると

Ls『\1\u)• Ls~1)(u) = Ls~~i~31\u) + Lsi~2~ ふ1¥u)+ Lsi~iiY\u) 

となるこの右辺のそれぞれの項に (2)を適用すると

Ls岱誓(a)=i1s炉(a),

となるので

Lsi腐誓(i:,)= i誓 (i:,), Lsi~3い (i:,) = -~Ls炉 (i:,)+%誓 (i:,)

Lsi誓 (u)•Lsい(u)=予Lsi2l(u)
が得られる．一方で Lsi~31\u) と Ls~1\u) に対して (2) を先に適用すると

Lsi誓(c,)・Lsい(c,)= -L亭(c,). 一~=戸罰）
となり， (1)と(2)の適用の順番によらずに同様の表示を得る．
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3 反復 log-sine積分と多重ゼータ値の関係について

3.1 多重ゼータ値の間の関係式を得る方法

k = (k1, ... , k叫E即 (kn> 1)を

k = ({1}圧 1,bi+l,{1}圧 1,b2+ 1, ... ,{1}吋 1,bh + 1) 

の形で書いたとき，双対インデックス k*を

k*=({l}い 1,知+1, ... , {1}見 1,a2+ 1,{1}い 1,a1 + 1) 

で定義するまた， k(O)=k, 

砂＝｛闊： :~::; 似ー 1) :: :: : :: 
¢if  n = 1, kn = 1 

と定義し， n>lに対しては帰納的に k(n)= (k(n-1))(1)と定義するまた，多重ポリログLik(z)を

Lik(z) = L z 叫
m k1 0<m1く・・・＜叫 1 ・・・m炉

(lzl < 1) 

で定義する．多重ポリログはC¥[1,oo)上の正則関数に解析接続できることが知られているこのとき，次の多

重ゼータ値と多重ポリログの関係が成り立つ．

定理 2(Borwein, Broadhurst and Kamnitzer [2, theorem 4.4]). k = (k1, ... , k叫E即 (kn>l)に対し，

lkl 

く(k)=~Lik<=J(ei')Li(k•)Clkl-=J(eが） (3) 
m=O 

が成り立つ．ここで,lklはKの童さ (lkl= k1 +・・・十kn)である．また， Li¢,(Z)= 1とする．

また，多重ポリログの反復積分表示を変数変換することで，次の多重ポリログと反復log-sine積分の間の関係

を示すことができる．

定理 3.k=(k1, ... ,k砂€団と 0< び <1r に対し，

恥 (1-e土ia)

ku-1 

= (=t=it J n (A(0u+i) -A(仇）士 i02+1 干~)
IT d0u. 

□<0,<…＜似<0n+1=au=l (ku -1)! 

この定理により Lik(l-e士ia)は反復log-sine積分の IQ)(i)線形結合で表される特に， e"i/3= 1-e―,ri/3で

あるから Lik(e"i/3)は反復log-sine積分の計3での値での IQ)(i)線形結合で表される．

(3)の右辺に対し定理 3を適用し，その後定理 1を適用することで多重ゼータ値ががn (m 2': 0)と

kJ―l -lJ > 0 (l~j~n) を満たす反復 log-sine 積分の 7r/3での値の積の IQ)(i)線形結合で表されることが
わかる．多重ゼータ値は実数であるから，この表示の実部を取ることで多重ゼータ値の反復 log-sine稜分表示

が得られ，虚部を取ることで反復log-sine積分の間の関係式が得られるしたがって，この多重ゼータ値の反復

log-sine稜分表示に対して，虚部を取ることで得られた反復log-sine積分の間の関係式を使うことで多重ゼー

夕値の間の関係式を得ることができる．
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3.2 具体例

3.2.1 重さ 2

く(2)に対し定理2,定理3,定理 1を適用すると，

を得る．

3.2.2 重さ 3

く(2)= Li2(eが） + Li1(ふ）恥(eが）+Li2(eが）

=iし。,<i(-A(01) —予＋亨）幽＋し。,<i d01. i<。,<id01 
-ii<。疇 (-A(仇）＋信—亨）幽
7r 
2 

6 

く(3)とく(1,2)を計算すると

く(3)=~Ls~o) (i) —喜副 (i) -~Ls翌 G) —嘉砂

く(1,2) =喜s~o) G) —喜亭 G) —紐亭 G) —嘉召
を得る．したがってこの式の実部より

く(3)= ((1,2) =~ 孔s~o)G) -~ 叫 G)
が得られる．

3.2.3 重さ 4

すべての重さ 4の多重ゼータ値を計算し，その実部を取ると，

((4) = 
23 4 1 (0) 7r 1 (1) 7r 
一芦7r - 4凸 （サ＋古4 丘），

((1,1,2)= 
23 4 1 (0) 7r 1 (1) 7r 
―芦7r - 4凸（サ＋古4 (百），

く(1,3)= 
7 4 ( 1 7r 

1296 1r l丘），+ 1s4 
く(2,2)= 

1 
函が―21sい（い

が得られるここで (4)の虚部を取ると

膏（り＝ーエ召
3 108 

が得らえるまた， ((1,4)を計算すると

く(1,4) = -251:20 i砂 +1召1s11iG) -~7[間 G)

ー炉Lsり（い +~Lsi3l (い— i1sい（い

(4) 

(5) 

(6) 



49

となるのでこの虚部から

LsいG)=一贔。召 (7) 

が得られる.(6)と(7)は[6]や [4]でも証明されている結果である．よって， (6),(7)を(5)に適用することで，

く(4)= 
7r 
4 

90' 

7r 
4 

T― 
4 

7r 
4 

く(1,1, 2) =ーく(1,3) =ーく(2,2) =一
90'360'120  

となるので，多重ゼータ値の閲係式

3((4) = 3((1, 1, 2) = 12((1, 3) = 4く(2,2)

が得られる．

3.2.4 重さ 5

すべての重さ 5の多重ゼータ値を計算し，さらに重さ 6の計算から得られた反復log-sine積分の間の関係式

を使うことで，次を示すことができる．

く(5)= ((1, 1, 1, 2) =五誓 G)+ 贔Ls~3) 信）

-~ 孔 si2)G) —嘉召Ls~l) 且）＋記Ls~o) G), 

く(1,4)=く(1,1, 3) = -~Lsい G) +~Lsり G)

-~ 吐 si2)G) +~ 九 sいG),
く(2,3)=く(1,2, 2) =旦Lsい G) —言Ls~3) G) 

+¥  吐sり G) ー翫Lsい G)+記Ls~o) G), 
く(3,2) = ((2, 1, 2) = -~Lsい G) +~Lsり G)

-~1rLsi2l (i) +喜1r2LsいG)+記L叫0)G)  
したがって，係数を比較することで多重ゼータ値の間の関係式

5く(5)= 4く(2,3) + 6く(3,2), 5く(1,4) = ((3, 2) -((2, 3) 

が得られる．

3.3 得られる関係式の個数について

本稿で紹介した方法により，どのくらいの数の独立な多重ゼータ値の間の関係式が得られるかを紹介するま

ずは比較のために数列dkを導入する．ここで， dkはd。=l,d1 = 0, 必=1, dk = dk-2 + dk-3 (k 2'. 3)で定

まる数列である.Zkを重さ Kのすべての多重ゼータ値が生成する Q線形空間としたとき， Zkの次元はdkで

あろうと Zagier により予想されている．また， dimZk~dk であることが，寺柚， Goncharov らによって証明

されている．そこで， lkを本稿の手法のみで得られる Zkの次元の上からの評価とする．つまり，重さ Kの多重

ゼータ値の個数 (2k-2)から本稿の手法のみで得られる独立な多重ゼータ値の間の関係式の個数を引いたもの

がlkである.lkを筆者のプログラムで計算すると次のようになる．
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~ 工
2k-2 I 1 I 2 I 4 I s I 16 I 32 I 64 I 128 I 256 

この表によると k=6までは dkとlkが一致しているが， k=7のとき dkとlkは一致しない.d1 = 3, 

[7 = 4であるから Zagier予想と比較すると，重さ 7の多重ゼータ値において，本稿の手法だけでは得られない

関係式が一つだけあることになるしたがって，この表からすべての多重ゼータ値の間の関係式を得ることはで

きないことがわかるが，一方で甫さ Kの多重ゼータ値の個数 (2k-2)と比べると多くの関係式が得られているこ

ともわかるただし，筆者のプログラムでは雷さ Kの多重ゼータ値の間の関係式を得るために，重さ k+lまで

の計算から得られる反復log-sine積分の間の関係式しか使っていない．したがって，十分大きい重さの計算か

ら得られる反復log-sine積分の間の関係式を使えば，重さ 7の最後の一つの多重ゼータ値の間の閑係式が得ら

れる可能性があることに注意する．しかし，重さ 9,10,11の計算から得られた反復log-sine積分の間の関係式

を使っても，重さ 7の最後の一つの多重ゼータ植の間の関係式を得ることはできないことは筆者のプログラム

により確かめられている．

4 今後の展望について

多重ゼータ値の間には非常に多くの関係式族が知られているので，本稿の手法はどのような関係式族を含み，

どのような関係式族に含まれるのかということは自然な問題である．筆者が今のところ証明できていることは，

本稿の手法だけから多重ゼータ値の双対性 (((k)と((k*)は同じ反復log-sine積分表示となること）と Euler

の結果（く(2k)= (-l)k+1(21r)2kB2k/2(2k)!)が得られるということだけである他にも本稿の手法だけから別

証明できる多重ゼータ値の関係式族があることが期待されるが，主に反復log-sine積分の計算が大変であると

いうことが原因でこの問題は進展していない．また，上で説明した通り，本稿の手法だけではすべての多重ゼー

夕値の間の関係式は得られないと思われる．そこで，すべての多重ゼータ値の間の関係式が得られるように本稿

の手法を拡張するにはどうすればよいのかということも問題となる原理的にはすべての反復log-sine積分の

関係式が得られれば，すべての多重ゼータ値の間の関係式を得ることができるので，本稿の手法からは得られな

い反復log-sine積分の間の関係式を見つけることが問題となる本稿の手法からは得られない関係式として筆

者が確認できているものは次のものだけである．

1 
況(Li2k+1(efi))= -(1-r2k)(l -3―2k)((2k + 1). 

2 
(8) 

この関係式は [4]で証明されているものであるが，この両辺に定理2,定理 3,定理 1を適用することで，これは

（反復）log-sine積分の間の関係式であるとみなすことができるこの（反復）log-sine積分の間の閲係式は本稿の

手法の重さ 2k+ 2の計算からは得られないことを k= 2,3,4の場合に筆者のプログラムで確かめられている．

しかし，本稿の手法にこの（反復）log-sine積分の間の閲係式を加えても lkの値は変わらないことも k= 2,3,4 

の場合に筆者のプログラムで確かめられている．
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