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VanderPol振動子の強制振動

一数値解析による新 しい知見
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要 旨

vanderPol振動子の強制振動を数値的に解析すると,理論的に予言されていない種々の現

象が見出された｡これは理論では無視せざるを得ない種々のモー ドを数値解では自動的に取 り

込んでしまう為であろう｡とりわけ興味深いのは,準安定な振動モー ドの存在と,系が外力に

より転移する際発生する臨界的な緩和現象である｡準安定なモー ドとは,本来は不安定な領域

であるにも拘らず,有限の時間安定に存在することを指す｡

これは定常解の存在を仮定する解析からは.導出不可能であり,数値解による新しい発見と言

える｡

§1.序 論

非線型振動子の強制振動は非線型振動論の格好のテーマであり,従来から精力的な研究の行

なわれている分野であり,教科書も数多く出版されている1)｡特に3極管発振器を説明する

vanderPol方程式の研究は,その精密さにおいて目を見張るものがある｡日本では一昔前,

電子通信学会の非線型問題研究会で大量の研究がなされている2)0

一般にこのような系の解析は,適当な定常振動解を仮定して行なわれる｡例えば,自励振動

(以後 SO),調和振動 (HO ),概周期振動 (QP)あるいは基本調波振動 (FO )等であ

る｡

これを原方程式に代入し,振巾と外力との関係が導かれる｡次にその解の安定性が通常マシ

ュー方程式の形で解析される｡このような方法により系の相図が得られる｡図1に強制 van

derPol振動子の例を示す｡外力をEcosytとし,SOの角周波数は1である｡ 詳細にっ

いては適当な教科書3)を参照されたい｡

さて問題はこれですべてがOKか?と言うことである｡非線型振動は無限個のモー ドを含む

のが常である｡現実の計算でそれらをすべて考慮するのは勿論不可能で,適当な項以外は切り
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捨てられる｡普通の条件ならこれで充分だろう｡

相図の境界線から離れた所では特定の定常解が

充分強いと言うことである｡然 し境界近傍では

どうだろうか? そこでは両柏のモー ドが均衡

を保っている｡

そんな所では今まで無視されていたモー ドが

イタズラをするかもしれない｡あたかも相転移

現象において,臨界点近傍では揺ぎが支配的な

役割を果すが如く4)｡これをみるには先程述べ

たような解析法は無意味である｡

o 1J之 3

図1. vanderPol振動子の強制振動

の相図｡斜線部分ほは1ノ3HO

又はFOが存在する｡

多少安易に過ぎるきらいはあるが,数値計算がベストであろう｡ そこではすべてのモードは

自動的に取り込まれるからである｡もっともその代償として物理的なイメージは掴み難 くなる｡

これは得られた結果から推論してゆく他ない｡これが "今更〝と思われるような非線型振動系

の数値解析を始めた理由である｡幸か不幸か理論的解析が余りにも見事である為,そのような

仕事は見向きもされていないようである｡それはさておき,こんな仕事は頭を使う必要はない｡

とにかくヤミクモにやってみて以下に示すような結果が得られたと言うのがこの小論の主旨で

ある｡対象は先程から名前の出ているvanderPol振動子を選んだ｡理論的な考察は全くなさ

れていない,と言うよりもできなかった｡そのことに関するコメント,議論を頂ければ幸いと

思っている｡心配なのは,このような純粋な非線型微分方程式の数値解析が物理屋に興味を持

ってもらえるかどうかと言う点であるが,それは内容を見て判断してもらう他あるまい｡比較

的興味をもってもらえそうなのは準安定な振動モー ドの存在と,種々の転移に伴なう緩和時間

の減速の現象と思う｡

構式は次の通 りである｡次節においては数値計算の概要と解析的方法で得られた結果を簡単

に説明する｡3節においては外力の角周波数を固定して,振巾を増加させた時,どんな振動が

みられるかを概観する｡4,5節では上に述べた準安定なモー ドの挙動と,振動の振巾の極値

に発生する奇妙な振動モードについて詳述する｡最後の節において,まとめと種々の転移と現

実の物理系との対応を簡単に述べる｡

§2.数値解析と理論的諸結果の概要

ここで取り扱かうのは強制外力と乱雑外力の加わっているvanderPol方程式である｡但し

後者は後で雑音の効果を調べる時以外考えない｡
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吾- 〟(1- x2)坐 +鵜 -Ec｡syH Bf(i).1

vanderPol振動子の強制振動

(1)

〟,woはSOの利得及び角周波数で,共に1とする. E,i/は外力の振巾及び角周波数で

ある｡右辺の最後の項は雑音で, Lf(i)L≦1となるランダム変数,Bはその強度である｡

数値計算は2次のルンゲ･クッタ法によった｡この系は自励系なので,初期条件には依存しな

い.従って初期条件は同じにした｡非線型振動の波形は複雑で一見しただけでは特徴が掴めな

い｡そこで柏空間での軌道と,波形のローレンツプロットをみることにした｡前者は(∬,妄)

面内での解軌道でなじみの深いものだが,後者

はそれ程ポピュラーではないので簡単に説明す

る｡振動波形が図2のようであったとする｡

振巾が極値をとる時,その値をⅩ｡,n-1,2,

-とする｡これらを (Xn,X｡+1)面上に再帰的

にプロットしてやるとローレンツプロットにな 図2. ローレンツプロットの説明O

る｡これ以外にも振巾が極値をとる時刻 (ある

いはその間隔 )をとることもあるが,ここではそれは用いない｡

結果を述べる前に簡単に解析的方法で得られた結果を述べる｡詳細は適当な教科書を参照さ

れたい3)0 Eが強くFO領域にある場合は(1)の解をx(i)- acosリt+bsinL/t とおく｡

これを(1)-代入し, sinL/t,cosL/tの各項を等置すると次の関係が得られる｡

((ト L )2+ (i二 吐 )2)r2= (-i )2 ,
2

4 〟〃 〟〝
(2)

但しr2- a2+b2｡ (2)はFOの振巾とE,i,の関係を与える｡ この解の安定性はx(i)-

acosL/i+bsinyi+f(i)と置き,E(i)について線型な式を導く｡これはマシュー方程式
となり,その安定性は r≧ノラ~により保証される｡

よってFOが安定なEの臨界値 (E3と名付ける)は(2)で r-√す とおいて,

E3-ノす py[1′4+((1-y2)′py)2]1/2 (3)

と求められる｡E≧E3はFO領域となる｡

p-1,y-2･5ではE3=7･632となる｡ 〃キ2,3,-･･1/2,1/3,･.･ならPQが発生す

る｡この時はx(i)- acosyi+bsinyt+rfCOSt(強制項+自励項 )とおき, 先と同様

な計算により,
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･(2一言R2,2+ (上空 )2](4-R2)-(-i )2/Lソ /iI/
(4)

ここで,R2-r2+r芋,r2-a2-ん 2且つ 2r2+,享-4なる関係あり.QP-FO となる

所では rf=0, r=√す となるので, (4)は(3)のE3を与える｡

L/-n(n=2,3,...,1/2,1/3‥.)ではHOが生じる｡ この時系は損失の少ない共振

器として作用するので,解を

3(i)-ancosnyt+bnsinnyt+tE/(11y2)icosyt

ととってやる｡ (1)では非線型を対称にとっているので,2HO,1/2HOは発生しない｡

先程と同様な計算により,

r喜 -aZ+b2--号B2+
11n2p2
TIPi/

(5)

が得られる.但しB-E/(y2-1).r2は実かつ正でなければならない｡ ここで調べる

p-1,y-3･n-1/3(1/3HO)ではその条件は,B2≦16/7となるO即ちE>Ecで

1/3HOが発生し,

EJc-Jr元7テ (y2-1)= 12･10(y -3)･

と求められる｡

(6)

§5.振動モードのEによる変化

理論ではE<E3,Ecでは単にQP,HOが発生するのみであるが,実際に軌道を書かせて

みるとそんなに単純ではない｡数値計算はZ/を固定してEを変え振動モー ドの変化をみた｡

i/の値によりQP-FOとなる場合とHO-FOになる場合がある｡ 〟-1･5では前者のよう

になる｡ これについては既に著者による報告がある5)｡ここでは〃-2｡5の場合を取 り上げる｡

後者の例としてはy-3,即ち 1/3HO-FOとなる場合を検討する｡

非線型振動の特徴として,このようなわずかなパラメータの変化でも系の挙動は大きく変化

する｡以下に各場合について述べることにする｡

3-1 〃-2.5の場合

図3にEkよる軌道の変化を示す｡Eが小さいと(a)の如 くSOの軌道 (E-0)が外力に

よって変調されたものがみえる.Eが臨界値El(-1･702)を越えると(b)のように外周はS
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(a) L-I■▼1
llヽ■
･ヽ ,一寸←･

.l,l′･

､･一･･_..I__ーi･/ :て ･､A I

(b)
.′▲ ヽ ●

( . ; :

tl rlI
L･- 一･一TT-.i･斗
ヽI,i. (

図3. i/-2.5の時の時空間内での軌道.

(a):E-0.5,(b):E-2.6,(C):E-7.5,

(d):E-7.64,(e):E-7.68.

0の軌道に似ているが,その内部が埋め尽される｡更にE2(-3.261)を過ぎると, (C)の

如 くきれいな閉曲線の軌道-と変化するoE;(-7.047)でこれは不安定となり, 再び (d)

のような軌道となる｡然しその周はSOのものではなく,楕円に近付 く｡そしてE3(-7.660)

を越すと, (f)のようにFOの軌道となる｡E;～E3ではFOがSOによって変調を受けてい
＼

るとみなせる｡次にこれらの軌道のローレンツプロットを図4に示す｡図3との対応は,

(a)- (a), (b)- (b), (d)- (C), (e)- (d)及び, (f)- (e)

である｡図3(C)に対応するものは除いてある｡図中に示した折をもって主な振動モー ドが残

りのモー ドによって変調される度合とみなすことにしよう｡WをEに対してプロットしたのが

図5である｡従来の解析ではE<E3ではPQが一般に発生するとされているが,このような

結果を見る限り,そう簡単に言い切れそうもない｡図から解るように5個の臨界値があり,そ

れにより6個の振動状態に区分される｡

E<ElではSOが外力により変調を受けていると言 うモデルを用いて,

W=E/√官~(i/-1)

なる結果が得られている5)｡特徴は W∝Eである｡このモデルはW=2(-SOの振巾)で成

立しなくなるのでEl -2又はEl -2√官 (y-1)で与えられ,これらはデータと一致する｡
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(b)
I I

卜 小 一 I

叱}鎧 x.
図4. y-2.5でのローレンツプロットO

(a):E-0.5, (b):E-2.6,

(C):E-7.64,(d):E-7.68･

図5.Wの E依存性｡ E2とE圭の間で

はWは定義されない｡

E>ElではWはEk対 してスーパー リニアに増加する｡E2,Et での転移については先程

述べた通 りである｡Eiを過ぎると逆にWは減少 しE3で 0となる｡ (3)で与えられるE3 と

実験的に求められた値には約 1.4%の誤差がある｡この差は逓減摂動法で近似を高めれば解消

できる(らしい ). E>E3ではFOのみが安定に存在する｡E!(-7.601) では軌道には

大きな変化はみ られないが,§5で述べるような奇妙な "柔かい〝転移現象 を示す｡E>E3

ではFOへの軌道の収束に関 して減速現象がみられる.収束の様子を図6に,収束までの時間

T4を図 7に示す｡ T4∝(E-E3)-1･0である｡ y≦ 2ではこの臨界指数は-0･75であ り,5)

〃依存性ある｡この件については現在データをとっている最中である｡力学系における転移点

で,軌道の収束に関 して減速がみられるのは普通のことらしく,例は他にもある6)｡ 然 しこ

れらを理論的に導 くことは難 しそ うである｡

0 如 LOy･ Plt♂

図6. i/-2.5,E-7.75でのFOの

軌道の収束,x(i)に軌道が正の

Ⅹ軸を切る点｡
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Ⅴan derPol振動子の強制振動

3-2 L/-3の場合

ここでは,軌道の変化は先程のように複雑で

はない.E<E2の軌道は図 3(a),(b)と同じ

である｡但しElは 2√訂(ソー1)は2を越

えるので,El-2に抑えられる｡E2(=3･90)

以上では軌道は図8に示すようになる｡ E2<

E<Ecでは8(a)のように 1/3HOが発生す

る｡E｡は(A)で理論的に12･10と求められた

が,実験的には12.326であった｡誤差は1.9

70であるo以後はEc-12･326とする｡

図1の 〃=3近傍の斜線部分は 1ノ3HO,

FO各れも存在可能であるが.どちらが表われ

図8･ I/-3の時の軌道｡E2以下は図

3とほぼ同じなので省略｡

(a):E-ll.0,(b):E-13.70

るかは初期値で決る｡ここでは 1ノ3HOが存在するような条件を選んだ｡ 従って 1ノ3HOが

FO-転移するのは,E3ではなくE｡で起こる｡

E>E｡でのFOの軌道は図8(b)に示す｡

L/-2･5の場合とは異なってE2以上の領域で 1/3HO自体のなかでモードが変 り合うよう

なことはないo従って,興味ある転移現象がみられるのはE｡ 近傍だけである｡

§4.準安定な振動モードとその挙動

いよいよ本命の準安定な振動モー ドの話に移る｡この件に関する理論的な予測は全くなく,

どう説明すればよいのか皆目見当がっかない｡ヤミクモに数値計算を行なうと妙な現象が見出

された｡理論屋諸君に御教示願えるか,あるいは解明の為の努力をひき起こすことができれば

著者の望外の喜びである｡I/-2.5と3では多少の差異がある｡ここでも別々に述べることに

する｡

4-1 y-2.5の場合 (QP内での不安定化)

§3-1で述べた如 く,E2で発生した閉曲線型の軌道払 E;で不安定化し柏空間内の一部

を埋め尽すようなものに変化する(図3(C)- (d))｡この変化はE圭ではっきりと分けられる

がE≧E圭では,本来不安定な軌道が一時的に,安定に存在するようにみえる｡それを見るた

め,軌道が正のx軸を切る息 即ち去(i)-o且つx(i)>0なる息 の時間変化を追ってみ

よう｡それが図9である｡E<E;では (a)の如 く,図3(C)の軌道が安定なことが解るO
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2

XLt7
1

0

a

x叫
t

(a)

10-S IO-と 101t
E-E:O t 仙 o牛 CfLO*

図9. y-2.5の時,軌道が正のx軸を 図10.TlのE-E圭依存性｡

切る点∬(£)の時間変化｡

(a):E-7.04,(b):E-7.049.

Eがこれより大きくなると,図14

のようになる｡

然るに,E≧E;では本来不安定な図3(C)の軌道が,有限な時間, Tlだけ安定に存在して

いるのが解る｡その後安定な図3(d)の軌道-と移行する｡あたかも準安定な過冷却液体が何

等かの外乱により,安定な固体に転移するのに似ている｡これが有限な時間だけ存在する図3

(C)の軌道の表わす振動を準安定なモー ドと呼ぶ理由である.EがE圭より充分大きくなると

もはやこのようなモードは発生しない｡Tlは図10に示す如 く,

Tlα(E-E去)~0158

と表わされる｡E;で rlが発散するのは,そこで図3(C)の軌道が安定なので当然だろう｡

又,E;から離れるにつれて Tlが短かくなるのは,その軌道の不安定度が増す為と考えると

納得できる｡問題は何が準安定なモー ドの安定性を破るのかと言うことと, Tlの臨界指数で

ある｡後者については全く歯が立たない｡前者については数値計算上の誤差の累積によるので

はないかと思われる.これについては,§4- 3で述べる｡

4-2 L/-3の場合 (1/3HO-FOの転移に伴なうもの)

1/3HOはEcでFOに転移するが･その際前節で述べたのと類似した準安定なモー ドが発

生する｡ §4-1と同じく軌道が正のⅩ軸を切る点の時間変化をみたのが図 11である｡
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E<Ecでは 1/3HOが安定で,x軸を切る2ケの点が表われるがこれは省いてある. E

≧ E｡では図11(a)のように有限の時間,tcの間1/3HOのモー ドが安定で,その後FOの軌

追-と転移するoEがE｡より充分大きくなると(b)のように1/3HO が存在すると言うよ

りは･最初からFOの軌道-と収束 しているような感じを与えるo icもTlと同様に臨界指数

で表現される｡即ち,

tc∝ (E-Ec)~015(図 12)･

この場合 〃-2･5の場合と異なるのは,その場合には同じQPのモー ド内での転移があるの

ニ ー

し_ -

(b)

0 3y.LOや 6･LOケ

図11.I)-3の時,軌道が正のx軸を切

る点 x(i)の時間変化｡

(a).'E-12.33,(b):E-12.35.

E<12･326では i< tcの状態が

安定｡

r
JO
tc

I㌔

l0-5 10-i
E-E'

lO-I

図12･ t｡のE-E｡依存性｡

に対して,I/-3では 1/3HOなるモー ドから他のモー ドであるFO-転移する際に発生す

ることである｡その他の挙動に関しては変るところはない｡

4-3 準安定モー ド-の雑音の効果

§4-1に述べた提案一準安定モー ドが破れるのは数値計算上の誤差の累積によるのではな

いか?-を確めるには系に乱雑外力 (雑音 )を加え,その応答をみるのが適当だろう｡そこで

(1)でB≒0として影響を調べてみた｡

その結果軌道そのものにはほとんどみられず,準安定モー ドの存在時臥 Tl, t｡が短かく

なることが解った｡データを図 13に示す｡

L/-2.5でも3でも傾向はほぼ同じである.
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即ち,Eを固定するとある特定のBの値,Bo

があり,B<BoではB-0,即ち雑音のない

時とTl,t｡の値は変らない｡B>B｡になる

と共にB~1に比例して減少する｡ この領域で

はTl･t｡はEの値にかかわらず同じカーブ上

に来る｡これらのデータは先程の推測 (又は提

莱 )を一部は証明しているが,一致 しない面も

ある｡Bが増加するとTl, tcが減少するのは

上記の推測を証明している｡問題はBoである
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図13･Tlト 〇一 :E-12.327,-●-:
E-12･328)及び,tc(-×-:

E-7.05,-△-:E-7.07)の

B一依存性｡

が, EがE｡やEiから離れるに従がい不安定性は増すはずだから, より弱い雑音に対して系
は敏感になるはずである｡従ってBoはEと共に減少すると考えられるが, 図13は逆である

ことを示している｡一つの説明として次のような言い方は可能である0

即ち,準安定モー ドを発生している領喝では系は不安定で,内在的に揺ぎが発生 している｡

EがEZやE｡から離れるに従がって,それは大きくなるだろう｡系は内在的な揺ぎ以上の雑

音には大きな影響は受けない｡その内存的な揺ぎに相当する量がBo程度であると考える訳で

ある｡そうするとBoがEと共に増大するのは納得できる.これを確めるには軌道そのものの

揺ぎを調べる必要があるが,現在そこまでは手が回っていない｡推測につぐ推測と言う状況で

ある｡

§5.附随的な振動モー ド(JJ-2.5)

図4の(C),(d)をみれば解るように,E>E圭では,ローレンツプロットが円形に収束する

のに5個の方向から向っている｡この傍向はE≧7.1あたりから顕著になる｡このことが軌道

にどのような影響をもっているのだろうか? それを見る為,先程から何度もやっている,軌

道が正のⅩ軸を切る点の時間変化をみてみよう｡それが図14である｡ 明らかは5本の振動状

のモー ドがみえている｡実際の振動波形で言えば,振巾の最大となる所が5重の振動で変化し

ている訳で,一見すると非常に複雑な振動にみえるだろう｡ 問題はこの振動の周期であるが,

これがE!で減速を起こす｡このモー ドは,E<E!でもE>E!でも存在するので, 前者で

の周期をT2,後者でのそれをT3とするとそれらは図15の如 く,共にE!で発散する｡但し

その臨界指数は異なり,

T2∝ (E上 E)~1140, T3∝ (E- E!)-O'40
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図14.E圭～E3の間で現われる振巾の 図15･図14の振動モードの周期のEE一
極限の時間変化｡但しⅩ(+)>0 現 J依存性oT2(E<Ei)に白

のみ｡又 y-2.50 丸で,T3(E>E圭)は黒丸で示すO

である｡E!では確かに周期が無限大となることが確認できる｡ここでは, y-2.5の場合に

ついてのみ述べたが,〃による変化は多彩である｡例えば, 〟-1.7では同じく5本,〟-2

では2本, y-2.2では7本-9本- 11本-2本 と言った変化がみられる｡ 各々に興味あ

る数理的ないしは物理的意味を含んでいるようにも見えるが,末だ予備的なデータしか得てお

らず,詳細に-3いては今後の発表にゆずる｡E!前後で大きな軌道の変化がある訳でもなく,

この転移現象は準安定な振動モー ドのようには,はっきりしたイメージは出しにくい｡構造相

転移におけるソフ トフォノンモー ド等との類似が見出せれば面白いと思う｡

§6.まとめといくつかの議論

以上で古典的なvanPerPol振動子の強制振動を数値的に見直した結果を述べた9いくつか

の理論的に予言されていない現象を見出すことには成功したようであるが,それがどんな物理

的意味を有するのか著者自身にも定かではない｡ 理論の言うようには相図は簡単なものでは

ないようである｡ダッフィン方程式の強制振動においてみられるようなカオス的現象7)の可能

性もさぐってみたが,現在のところ発見してい

ない｡これはこの系が振巾に関して非常に強い

負帰還を有する結果のようにも思える｡

準安定モー ドの存在はこれまで,非線型振動

系で示されたことがなく,物理的にも興味の持

てるテーマではないだろうか｡〟-2.5でも3

の場合でも同じことであるが, vanderWaals

の気体一液体転移の現象論と奇妙な程よい類似

(対応 )性を示す｡例として〝-3の場合をみ
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図16.vanderWaalsの気一液転移と

vanderPol振動子の転移の類

似性の概念図｡
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てみよう｡先ず次のような対応を考える｡p-E,u～振巾, T～ L/,液体-FO,気体-

1/3HOであるo良く知られているように vanderWaalsの状態方程式は, T<T｡では図16

のようなp-u図を示し, P>Poでは液体が,P<Poでは気体が安定である｡

Poで気体-液体の転移が起こる.P>P｡又は,P<PoでもPのある範囲なら他の状態が

準安定状態として存在し得る｡これは小さい外乱に対し不安定で,すぐ安定な状態-転移する

(･･--)oこれに先程の対応をっけてみると,P｡はE｡に,条件T<Tcは Ly-3L≦0･1

に対応していることが解る. Jy-3L≦0.1は図1から解るように, 1/3HO の発生する条

件に対応するoEがEcより離れるに従って準安定モー ドの不安定性が増す(icが短かくなる)

ことはPがpoから離れるに従がって準安定状態の不安定性の増すことに対応する｡勿論この

ような表面上の類似性が物理的に同じ原因を有することを示すものではないが,結果の整理に

は役に立っ｡

残された問題としてE>E3でのFOの軌道の収束時間の離界指数のL'依存性の問題と,

E去～E｡の間にみられる振巾の極値の奇妙な振動モー ドのレ依存性が挙げられる｡

以上述べたことは物理的意味は明確ではないが,現実の発振器をよく説明する系の挙動を解

明することは重要な仕事であろうと思われる｡なによりも理論的に現象を導くことが今後の課

題である｡
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