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動的)午-コレーション転移と自己糸 化臨界現象
福井大 ･工 大月 ､俊也 ､ 海老原 剛志

1.はじめに

動的パーコレー ション系 と自己組織化臨界現象 は臨界的振舞いを示

す無限粒子系の代表例 として､また多 くの頬似点 を共有す るモデルとし

て､最近注 目を集めている｡ 動的パーコレー ション転移については以

前に報告 したので1)､ここでは主として自己組織化臨界現象の説明を行な

い､両者の比較 について も触れる｡

1/Jゆ らぎに代表 され る､ベヰ法則は自然界において広 く観測され
るが､そのほとん どは現象論あるいは経験則 として得 られている｡ 指

数別 に比べて､ベヰ別は個々の出来事の間に強い相関があることを示 し､

特 にその指数が非整数で与 えられる場合､その非解析的挙動を微視的 に

導 くことは一般 に非常 に難 しい｡ 近年､ これ らのベヰ法則をフラクタ

ルの観点か ら説明す ることが試み られている｡ フラクタルとは自然罪

に存在す る複雑 な空間的構造､例えば海岸線や樹木､川の形などを記逮

す るため､一つの数学的モデルとして 10年程前にMa.ndelbrot2)が提案 し

た概念である｡ その名前 はフラクション (分数)とい う言葉に由来 して

お り､例えばコッホ曲線の フラクタル次元は 1.26とい うように整数でな

いところか らつけられてい る. 非整数値 をとるフラクタル次元は､一

般 にその物体が幾何学的に自己相似であることを示 し､また形の複雑 さ

を定量的に表現 している｡ そ して､スケー リング則 を通 してベヰ法刺

を自然な形で与 える｡

従来､物理の分野でよ く研究 されているフラクタル現象の例としては､

熟的臨界現象3)､パーコレー ション4)､DLA5)(拡散 に支配 された凝集)､ア
バ ランシュモデル6)などが挙げられる｡ この うち､熟的臨界現象､パー

コレー ションなどでは臨界点近傍においてのみフラクタル性が成立する｡

つまり､パラメーター (温度､圧力､浸透確率等)を調節す ることによっ

て始めてフラクタル的振鍔いを示す｡ これとは対照的に､アバランシュ

モデルやDLAではパ ラメーターの調節を必要 とはせず､初期条件のいか

んにかかわ らず系は固有の時間 スケールや空間 スケールを何 も持 たない

臨界状態 (フラクタル)に向かって自然 に発達す る｡ このような意味で

アバ ランシュモデルな どは自己組織的である｡ これ らの自己組織化疏

界現象 は､自然界に存在す る多様なベヰ法則を ミクロな立場か ら基礎づ

けると期待 されてお り､非常 に注目されているが､その本質はまだほと

ん どわかっていない｡
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本研究では､その中で もBak,Tang及びWiesellfeld6)の提案 したアバ

ランシュモデルに目を向けるo 彼 らのモデル■のダイナ ミクスは極簡単

であるに もかかわ らず散逸的な結合系を支配す る普遍的な構成原理 とし

て注目されているO 自己組織化臨界現象の本質を解明す る一環 として､

このアバ ランシュモデルの時間的 ･空間的構造 をコンピュータ- ㌢ ミュ

レーションにより調べる｡ 次節では､アバ ランシュモデルについて簡

単に説明す る｡ 3､4節では､長短 2つのタイムスケールでの構造に対

す る計算結果を報告す る｡

2.アバ ランシュモデル

アバ ランシュモデルは､局所的に相互作用する離散的な力学系で､確

率的なセル ･オー トマ トン型である｡ ダイナ ミクスとしては､ある整

数変数 (-I)が しきい値 (zc)に達す ると､信号 (I)が隣 りへ と伝え られ
ることが基本 となる｡

具体的には大 きさLxLの二次元正方格子上での全てのサイ ト(i,3')
上で整数変数 Zを定義す るO 初期条件は全ての Zが0とする｡ この系

にランダムに Zを加えていく (図2.1a).

I(i,i)- I(i,i)+1
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図 2.1 基本ダイナ ミクス
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この場合 しきい値 zcは4である. Z-4となった時 (図2.1b)､崩れ
る (スライ ドす る)(図2.lc)0

Z(i,i)-I(i,j)-4

I(i土 1,i)-I(i士1,i)+1

I(i,j土 1)- I(i,j士1)+1

境界条件は､Zはへりからこぼれるとする (図2.1d). このとき､加え

られるZと境界からこぼれ落ちるZとが釣 り合い､最終的に系は統計的な

定常状態に達す る｡ この定常状態における系の振舞いを､各種の物哩

量を計算することにより調べる｡

ここで､砂山崩 しの場合､Zはサイ トの上にある粒子 (例えば砂)の

量 (高 さ)ではなく､最近接のサイ トとの高低差 (傾 き)に相当するもの

であるo 高さと傾 きの対応は､一次元系においては､座標iにおける高

さをh(i)と表すと､傾 きZ(i)は

I(i)-A(i)-h(i+1) (2.5)

と表されるO図2･2に示すように､一次元系で砂がひとっ剛 1る様子は E
では次の様に記述 される｡

儀 一 =-I

-主 =--= ≒

~配 =‥

図2.2 一次元系でのZ-h対応

-240-



｢非可逆な多体系-の統計物理及びその周辺分野からのアプローチ｣

Z(i)- I(i)-2 (2.6)

I(i土1)- I(i士1)+1 (2.7)

二次元系では､式 (2･1)-(2･4)で表 されるダイナ ミクスは､砂が.ひ
とつ崩れる状況には厳密 には対応 しないが､本質的には等価であると考

え られるQ さらに Zは､砂山崩 しの傾 きにだけ相当す るものではないO

地震な ら蓄え られたェネルギーに相当 し､破壊な ら応力 に相 当する｡

また､｢アバランシュ｣とい うの も ｢雪朋｣にだけ相当す るものではな く､

エネルギーがある値 に達 した ら ｢地震｣が起 こり､エネルギーを放出す

るものであったり､応力がある値 を越 えると起 こる破壊 などの現象をモ

デル化 している｡

ひとっのサイ トが zcになって崩れる時､ この ｢スライ ド｣は ドミノ

倒 しの様 に次か ら次 へ と伝わ ってい く｡ 図2.3に二次元系でのスライ

ドの様子を示 した. 安定 な状態にある系において､ランダムにZが加え

られ､Z-3- I-4とな ったサイ トが スライ ドす る｡ このサイ トは

最近接のサイ トに Zを渡す｡ 渡 された ZによりZ=4となったサイ トが

スライ ドし､その隣 りもスライ ドす る｡ この一連 の崩壊過程全体を一

つのサイ ト上でのスライ ドと区別 して ｢アバ ランシュ｣ と呼ぶ｡

ドミノ効果
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シミュ レー ションではこのアバ ランシュの構造を表わす各種の物理

量､例えば継続時間やアバ ランシュサイズなどを測定す る｡ 継続時問

とは､ ドミノ効果の持続時間である｡ 図 2.3における継続時問は3と

なる. アバ ランシュサイズとは､起 きた スライ ド (Zー Z-4)の延

べ数である｡ 図 2.3におけるアバラ ンシュサイズは4となる｡ 今ま

での研究によ りそれぞれの分布 は系のスケール不変性を反映 して､ベキ

別に従 うことがわか っている｡

アバ ランシュモデルにおいては一般 に 2通 りのタイムスケールが存

在する｡ 図 2.4の左の図 はスライ ドが ドミノ効果により時空間上-広

がってい く様子を､つまり一つのアバ ランシュの時空間構造 を模式的に

表わ したものである. ×印は一つのスライ ドを示 している｡ ここでの

単位時間はスライ ドの ドミノ効果の 1ステップである｡ 右の図は､ア

バランシュの時空間での分布の様子を模式的に表わ した もので､o印は一

つのアバ ランシュに対応 し､その空間での位置は砂が加え られ最初 にス

ライ ドが起 きた地点 としている｡ ここでの単位時間は､砂が一つ加 え

られてか ら次の砂が加え られるまでの時間である｡ 例えば地震の場合､

一回の地震 の持続時間､つまりアバ ランシュの寿命は高々数秒であるの

に対 して､地震が起 き次の地震が起 きるまでは数時間､あるいは数 日と

それに比べて十分長 くなる｡ このよ うに 2つのタイムスケールは一般

に大 きく異な っており分離で きると考えられ る｡ そこで左の図は ｢短

いタイムスケール｣での､右の図は ｢長いタイムスケール｣での構造 を

表わ しているとしてそれぞれを別々に調べ る｡

T
･1
m
e

図2.4 2つのタイムスケール
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3.アバ ランシュ構造 一短 いタイムスケールでの構造 -

(1)アバ ランシュサイズとクラスターサイズ

まず最初にアバ ランシュサイズSaとクラスターサ イズScの違いにつ

いて議論す る｡ 前述 したよ うにアバ ランシュサイズは 1回のアバ ラン

シュの間に起 きたスライ ドの延べ数で与え られるのに対 して､クラスター

サ イズはスライ ドを起 こ したサ イ トの延べ数であ り､一般 に両者 は異 皮

る. 通常の等方的パー コレー ション系 もクラスターが時間 と共 に成長

して行 く動的過程 として記述で きるが1)､この場合はスライ ドに対応す る

成長過程 は同 じサイ トで 2度 と再び起 こることはないので Sa-Scとな
る｡ アバ ランシュモデルで は同 じサイ トで 2回以上 スライ ドが起 きる

ことがあるがその確率は小･さく､Sa>Scではあ るが従来その差はほとん
ど撫祝 されて きた｡ そこで ここでは

Sa∝Sex (3 ･1 )

と表わ したときの指数xが 1よ り小 さいかどうかに焦点 を当てて調べる｡

シ ミュレー ションは システムサイズL=200､定常状態 に達 してか ら加
えた Zの数 N=105で行な ったO
図 3･1は横軸 に 1/Sa､縦軸に SC/Saをプロッ トした ものであるO

もし指数xが 1に等 しいな らば Sa- ∞(1/Sa- 0)の極限でSC/Saはあ
る有限の値に収束す るはずであ る｡ ここでは明 らかに 0に近づいてい

るのでxは 1より小 さいことがわかる. 次 に図 3.2に SaとS｡の関係を

直接示す｡ 実線は傾 き1の直線を表わす｡ 図よりScはSaのベキに比
例 し､その指数 は 1より小 さく

x-0.95士0.02 (3･2)

となることがわかる. 以上の結果よりアバ ランシュサ イズSaとクラス

ターサイズScは異なる指数を伴 う別 の物理量であ り､アバ ランシュモデ

ルでは同一のサイ トで何回 もスライ ドが起 こる重 な り効 果は有意である

ことが明 らかになった｡ また この点 に関 してはアバ ランシュモデルと

動的パーコレー ション系は本質的に異なっている (違 うユニバーサ リテイ

クラスに属す) ことが確かめ られた｡
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図3･17､バ ランシュサ イ ズSaと ク ラスターサ イ ズSc(1)

So

図3･2アーバ ランシュサ イ ズ乱と ク ラスターサ イ ズ&(2)
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(2)枝分かれ構造
ここではスライ ドの時空間上への拡が りが どのよ うに進行 している

のかをクラスターの枝分かれ構造 に着 目して調べ る｡ 具体的には一つ

のスライ ドが次のステップで子供をいくつ作 るか､つまり一つのスライ ド

によって四方のサイ トに与え られた Zで､しきい値 4に透 したサイ トがい

くつできるかを数える｡ その値は一つのスライ ドに対 して 0か ら4の5

つの状態をとり､0な らば次の ステップでスライ ドは起 こらず､1ならば

直線的に伸び､2以上な らば枝分かれ して平面的に拡が るO 図 3.3にi

個の子 スライ ドの出現確率 piが時間 tと共 にどのよ うに変化するのかを

示す｡ また､p.･のSa依存性を図3.4に､Sa- ∞ の極限でのpiの外挿値

を表3.1に示す. スライ ドが枝分かれ して増える確率 (p2+2p3+3p4)
とそこで終わ る確率 (po) とがほぼ等 しい､つまり各 ステ ップでのスラ

イ ドの増減がほぼ釣 り合 って確かに系が臨界状態 にあることがわかる0

次に各 スライ ドの親の数､つまり一つのサイ トが しきい値 4に連す

るのにい くつのサイ トか らZを受け取ったかを調べる. この場合､親が

0であることはないので 1か ら4の4つの状態が存在す る｡ 表 3.1にそ

才tぞれの状態の存在確率 qjの Sa無限大の極限での外挿値を示すo スラ

イ ドはほとん どが Z=3のクラスター上で起 こり､Z=2以下のサイ トが

スライ ドする確率 (q2+q3+q4)は10%程度である｡
さらに比較のため､同 じ計算を臨界点 における動的パー コレ- ショ

ンモデルに関 して も行な った｡ 同 じく表 3.1に結果を示す｡ これよ

り両者の枝分かれ構造はほぼ等 しく､アバランシュクラスターの形成は､

ミクロには臨界パー コレー ションクラスタ ーの形成 とよ く似ていること

がわかる｡

表 3.1子 スライ ド及び親 スライ ドの存在確率 pi,qi

p avala.nche percolation0ノ0.239 0.248

10.447 0.427

2 0.263 0.267

3 0.049 0.055

4 0.000 0.000

q avalanche percolation
+1 0.8~78 0.881

2 0.118 0.115

3 0.002 0.002

4 0.000 0｣000
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CLo.5

t

図3.3子 スライ ドの存在確率piの時間変化

0.005

Xo
図3･4子 スライ ドの存在確率piの Sa依存性
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4.アバ ランシュ分布 一長 いタイムスケールでの構造一

本節では長いタイムスケールでのアバランシュ分布における時間的 ･

空間的相関の有無について議論す る｡ 図 4.1は､アノブランシュ全体の

分布を示 してやり､○印は一つのアバ ランシュを表わ しているo この
時空間内で 1つのアバ ランシュが起 きてか ら次のアバ ランシュが起 きる

までのインターバルの分布をすべてのアバランシュについて求めると完

全に二項分和に従い､アバ ランシュとい う事象 は全 くランダムに起 きて

いる｡ アバ ランシュモデルが地震 のモデルであるな らば､予知 はでき

ないことになる｡ そこで､アバ ランシュサイズがある値 よ り大 きなア

バランシュ (大地震?)のみに着 目すれば､その前後においては相関があ

るかどうか調べ る｡ 具体的には大 きなアバランシュの前後である限 ら

れた時空間を考え､この時空間内で 1つ Zが加えらjlたときアバ ランシュ

の起 きる確率を計算 し､系全体の平均値 と比べる｡ 限 られた時空間と

しては図 4.1に示すように注 目す るアバ ランシュを底面の中心 とする円

柱を採用す る｡ ここで空間的拡が りを表わす円柱の直径 Rと時間的紘

が りを表わす円柱の高 さTとは関係式

T=Rl･2 (4.1)

を満たす よ うにす る｡ この指数 1.2は動的臨界指数で､係数 は代表的

な値 1をとった｡ シミュレー ションは L-100,N-107で行 なった｡

図4.1.アバランシュ分布
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〇･･･So:1000-1500
●-･ 2000-2500
ロ-･ 3000-3500
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R
図4.2崩壊前のアバ ランシュ頻度 pb
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図4.3朋壊後のアバ ランシュ頻度 pa
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図4.2は､ある一定の範囲の大 きさのアバ ランシュの起 きる前の時

空間内で円柱の大 きさを変えて測定 した結果を示 した ものである｡ 構

軸に円柱の大 きさを表わす R､縦軸に円柱内で一つ Zが加えられたときア

バ ランシュの起 きる確率 pbをとっているO また注目す るアバ ランシュ

の大 きさをい くつか変えて計算 した｡ 大 きな円柱内での確率は系全体

の平均値 0.44にはば等 しくなるが､小 さな円柱内では明 らかに確率の減

少が見られる｡

同 じ計算をアバランシュの起 きた後の時空間内で行なった結果を図

4.3に示す｡ 後については前 と異な り多少のばらつきはあるがアバラン

シュの起 きる確率paは､円柱の直径 Rによらずほぼ一定であるO この
よ うに大 きなアバランシュに関 しては､小 さな円柱内つまり直前では相

関が存在 しアバ ランシュ頻度 の減少が見 られるが､後には相関が無 く何

も影響が残 っていないとい うことが明 らかになった｡ 言 い換えると大

きなアバ ランシュ (大地震)の予知は可能 と言 うことになる｡ しか し､

これらの結果はまだ統計的に不十分であ､り､定性的な結果は得 られたが､

具体的にどの程度の確率でアバ ランシュの起 きることが予測できるかな

どの定量的な結果を得 るにはいたっていない｡

5.おわりに

アバランシュモデルの時間的 ･空間的構造を短いタイムスケール､長

いタイムスケールの両者について調べ､次のようなことが明 らかになっ

た. (i)アバランシュサイズSaとクラスターサイズScは異なる指数を
持つ別の物理量で､ScはSaの0.95乗 に比例する｡ このことに閲 しては

アバランシュモデルと動的パーコレー ションモデルは本質的に異なる.

一方､クラスターの枝別れ構造 などの ミクロな性質についてはアバラン

シュクラスターは臨界パーコレー ションクラスターとよく似ているO

(ii)大きなアバランシュの起 きる前ではアバランシュ頻度の減少が観測 さ
れたが､後では見 られなかった｡ 従 って､大 きなアバ ランシュの予知

はある程度可能であると言える｡

(ii)の結果 は実際の地震現象では大地震の前で観測 される静穏期に
相当すると考え られる. 大 きな地震の前には地震頻度が通常の値より

小 さくなる静穏期が存在することはよ く知 られているが7)､そのメカニズ

ムはよくわかっていない｡ アバランシュモデルのような簡単なモデル

で も類似の現象が見 られることは静穏期の本質の解明に有力な手がか り

を与えると期待 される｡ このようにアバ ランシュモデルは地震や破壊

現象の示す様々な動的挙動の簡単且つ有効なモデルと考え られ､その研

究の今後の一層 の発展が望まれる.
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