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概要

Jordanは，有理数体上の志村曲線の 2次体上の有理点が存在しないための十

分条件を与えた筆者はこの結果を，一般次数の代数体上の有理点に関する結果

へと拡張した．応用として，志村曲線のレベルを固定して代数体を動かした場合

のHasse原理の反例の明示的な無限族を得た．さらに最近筆者は，上記の結果

の関数体類似，すなわち， Drinfeld-Stuhler曲線のレベルを固定して関数体を動

かした場合の Hasse原理の反例の明示的な無限族を得たので，そのことについ

て本稿で述べる． Hasse原理の反例の明示的な無限族は，代数体側では2次体お

よび4次体について得られている一方，関数体側では 2次体について得られて

いる．なお，今回の関数体側の結果は，服部新氏，近藤智氏， MihranPapikian 

氏との共同研究に基づく．

1 ハッセ原理とその反例

k を大域体とする．すなわち K は，有理数体Qの有限次拡大体［代数体］か，恥(t)

(pは素数，恥はp元体，tは不定元）の有限次拡大体［関数体］のいずれかであるとす

る． nを正の整数とし，

f=f(x1,..,,咋） EK[x1,...,x叫

をK係数の n変数多項式とする． K'をKの有限次拡大体とする．

方程式f=OがK'上のハッセ原理（あるいは局所大域原理）を満たすとは，次の 2

条件が同値であることを言う．
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(1) f = 0がK'に解をもつ．

(2) K' の任意の素点 v に対して，f =O が K~ に解をもつ．

ここで， K~ は K' の V での完備化である．なお，（1) ===;, (2)はいつでも成り立つの

で，f=OがK'上のハッセ原理を満たすとは「(2)===;, (1)が成り立つこと」と言い

換えることもできる．

K'上のハッセ原理の反例とは， K'上のハッセ原理が成り立たないような方程式の

ことである．すなわち，f=OはK'に解をもたないが， K'の任意の素点 vに対して

駅に解をもつようなものである．直観的な言い方をすれば，方程式の解の有無に関

して，局所と大域で振る舞いが異なっているようなものである．

上では 1つの方程式について論じたが，ハッセ原理やその反例は，連立方程式につ

いても同様に考えることができる．

簡単な例を挙げてみよう．

例1.1 K = (Qとし，f=Xi+ X§ + 3 E (Q[x1, X2]を考える．方程式f=Oは実数
体艮に解をもたない．従って，Qにも解をもたない．恥はQの無限素点 ooによる完

備化なので，f=OはQ上のハッセ原理の反例でないことが分かる．ちなみに，素数

pに対して，f=Oがp進体Qに解をもっための必要十分条件は，pi=3である（初

等的な証明は，［Ara17,補題1.1]を参照）．

上記の例で見たように， 1つの素点だけ調べるような安直な方法ではハッセ原理の

反例は作れない．ハッセ原理の反例を作ることは，それほど簡単ではないことが想像

していただけることと思う．

ハッセ原理の反例の概念を，スキームの有理点の文脈でも述べておこう． XをK

上のスキームとする． XがK'上のハッセ原理の反例であるとは， X(K')= 0,およ

びK'の任意の素点vに対してX(Kいヂ0となることである．ここで， LをK'また

は K~ とすると，

X(L) = HomspecK(SpecL,X) 

である．特に Kが正標数（関数体）のときは， SpecK上の射を考えていることに注意

する．有理点の文脈でのハッセ原理については，例えば [Pool7, Question 2.6.15]を

参照

本稿の目的は，志村曲線やDrinfeld-Stuhler曲線を用いてハッセ原理の反例を多く

作る方法を紹介することである．
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2 志村曲線

本節では，志村曲線を用いて，代数体上のハッセ原理の反例の明示的な無限族を構

成する．

BをQ上の不定符号4元数体とする．不定符号というのは， B叡iR圭 M2（艮）と

なることである． 4元数「体」としているので， B羊M2((Q)である．

Ram(B) = {p:素数|B象パふ竿 M2心）｝

とおく． BRIQlふ竿 M2（ふ）のとき， Bはpで分岐する (ramify)といい， Ram(B)

という記号はそこからきている． Bは不定符号なので |Ram(B)Iは偶数であり， Bは

4元数体なので Ram(B)-::J 0である．逆に， Rを空でない素数の有限集合で IR|が

偶数であるようなものとすると， Ram(B)= RとなるようなQ上の不定符号4元数

体Bが，同型を除いて一意に存在する ([Shimi92,定理3.5],[Voi21, Main Theorem 

14.6.1]を参照）．

Bの極大整環 OBを1つとって固定する． OBは一意ではないが，共役を除いて一

意である．すなわち， Bの任意の極大整環はある XEBを用いて X―1(0叫xと表さ

れる ([Shimi92,定理3.10]を参照）．

SをQ上のスキームとする． S上の (OBによる）QM アーベル曲面とは，

• A: S上の相対次元2のアーベルスキーム，

• i: OB→Ends(A):環の単射準同型でi(l)= i心を満たすもの

の組 (A,i)のことである． OBによるQM アーベル曲面のQ上の粗モジュライを

MBとする記はQ上の固有スムーズ代数曲線であり，志村曲線と呼ばれている

([Shimu67, p.58], [Voi21, §43.8]を参照）．

志村曲線の有理点に関して，次の基本的な結果が知られている．

定理 2.1([Shimu75, Theorem O]) M引恥） ＝0. 

例 2.2 Ram(B) = { 2, 3}のとき， MBの定義方程式（のアファイン形）は

叶＋炉＋3=0 (2.1) 

である ([Kur79,Theorem 1-1 (1)]を参照）．この場合の定理2.1の直観的な解釈は，

MBを定義する方程式（2.1)は体脱に解をもたない（あるいは実数解をもたない）と
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いうことである． Ram(B)= { 2, 3}の場合の MBの有理点と (2.1)の解の関係は，

[Ara17,例3.2,補題5.1]を参照．

注意 2.3 CCは代数閉体なので， M叫C)ヂ0である．

MBの代数体上の有理点の非存在については，次の定理が知られている．定理の中

のP(K,q)は， K とqから簡単に計算できる素数の有限集合である．

定理 2.4([Ara16, Theorem 1.1]) Kを偶数次の代数体，qを素数とし，次の条

件(i)―(iv)を全て満たすとする．

(i) qを割る Kの素イデアルがただ 1つ存在する（それをqとおく）．

(ii) qの剰余体t,,(q)の恥上の次数は奇数．

(iii) Ram(B)芦P(K,q). 

(iv) qヂ 2 のとき B®QQ(《コi)竿 M2(tQ(✓コi)),

q = 2のとき BRQQ(《二［）竿 M2((Q(《コ））かつ BRQ Q(v-2)竿

M叫（v-2)).

このとき， M列K)= 0となる．

注意 2.5 (1)定理2.4は， 2次体K に対して，［Jor86,Theorem 6.3] (B叡1K竺

M2(K)の場合），［RdV14,Theorem 1.1] (B図 k竿M2(K)も含めた場合弱

い仮定付き）により得られている．

(2)定理 2.4で K が奇数次の場合は， K が実素点をもつので，定理 2.1により

MB(K) = 0である．

MBの非アルキメデス局所体上の有理点の存在・非存在については，次の定理が知

られている．

定理 2.6([JL85, Theorems 2.5, 5.1, 5.4, 5.6]) pを素数とし， LをQPの有限

次拡大体とする． L/(Qpの分岐指数を e,剰余次数をfとする．

(1) fが偶数とすると， M列L)ヂ0.

(2) fが奇数とする．

(i) p tf_ Ram(B)とすると， M引L)= 0は次が成り立つことと同値． sE 

Zが s2< 4炉を満たし， aE豆がヽ＋ sa＋炉＝ 0を満たすとき，
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「B匂如）芦 Mぬ（a)）」または「竺 EZかつpはQ(a)で分解」とな
p 

る．ここで，豆はQの代数閉包，ZはZの豆内での整閉包である．

(ii) p E Ram(B)とする．

(a) eが偶数のとき， M列L)-::/0は「B欧心（《→i)竺山(Q(《→i))」ま
たは「p=2かつ BRIQQ(《コ）竺 M2(Q(《コ））」と同値．

(b) eが奇数のとき， M叫L)ヂ0は「p三 1mod4かつ Ram(B)= 

{ 2,p}」または「p= 2 E Ram(B)かつ 2以外の Ram(B)の任意の

元qはq三 3mod4を満たす」と同値．

[Jor86, Theorem 6.3],定理2.4,2.6を用いると，［Jor86,Example 6.4]を発展させ

て，次のような (Bを固定して Kを動かした場合の）ハッセ原理の反例の明示的な無

限族が得られる．

定理 2.7 (1) [Ara18, Proposition 2.6 (1)] Ram(B) = { 3, 13}とする． n E 

Zを平方因子をもたない奇数とし， K=Q(《面，《＝百）とする． このとき，

M引K)=0,およびKの任意の素点vに対して MB(Kけヂ0となる．

(2) [K. Arai and S. Hattori 2024] Ram(B) = { 3, 13}とする． nEZは平方因子

をもたず， n> 0, n三1,10 mod 12, 13 f nとし， K=Q(《ご百石）とする．この
とき， M叫K)= 0,およびKの任意の素点vに対して MB(Kv)-::J 0となる．

注意 2.8 Ram(B) = { 3, 13}のとき， MBは超楕円曲線（［Sil86,Exercise 2.14]を

参照）となり，その定義方程式のアファイン形は

炉＝ー（計＋x3-丑 -X+ 1)(7計＋23企＋5x2-23x + 7) (2.2) 

となる ([GM16,Theorem 4.5], [GYl 7, Table A.1]を参照）．方程式 (2.2)も，定理

2.7のK に対して K上のハッセ原理の反例となる． Ram(B)= { 3, 13}の場合の

MBの有理点と (2.2)の解の関係は，［Ara17,例3.5(1)]を参照

3 Drinfeld-Stuhler曲線

pを素数とし， rE Z, r > 0, q = prとする．表 1のような，代数体と関数体の類似

が知られている．本節では，志村曲線の関数体類似である Drinfeld-Stuhler曲線を用

いて，関数体上のハッセ原理の反例の明示的な無限族を構成する．
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表 1 代数体と関数体の類似

代数体側 関数体側

Q F=恥（t)

z A=  IFq[t] 

素数p 既約モニック多項式pEA¥IFq

無限素点CX) tEFから定まる付値CX)
Qp Fのpでの完備化Fp

Q(X) ＝艮 広＝均（（½))
有限次拡大体K/(Q 有限次拡大体K/F

整数環 OK（こ K) AのK 内での整閉包 OK（こ K)

QM アーベル曲面 階数 4 の ~-elliptic sheaf 

志村曲線M的Q Drinfeld-Stuhler曲線XDIF

表1の「関数体側」の記号を以下で用いる． dE Z, d 2: 2とし， DをF上の中心的

斜体で [D:F] = d2を満たすものとする．

D釦 F(X)竺 Md(F(X))

と仮定する．この仮定は， 「Bが不定符号」の類似である．

Ram(D) = {p EA＼凡：既約モニック多項式|B釦 Fp竿 Md(Fp)}

とおく．任意のpE Ram(D)に対して

invμ(D) = ~ E (Q/Z 
d 

と仮定する．この仮定は，［Hau05]の結果を使うためのものである． X=『卓qとし， D

の極大整環と対応する局所自由連接 Ox—代数を，クで表す（詳細は [LRS93, (1.3)]を

参照）． SをIFq上のスキームとする． S上のgJ-ellipticsheafとは，iE Zを添字と

する

•ぷ：クの作用付きの階数 d2 の局所自由 Oxxs—加群，

• ji ：ぷ→ふ＋1 ：単射 Oxxs—線形写像，
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• ti :嗜i→ふ＋1 ：単射 Oxxs—線形写像

の組の列（ふふふ）iEZで，ji,tiはクの作用と両立する，などの条件を満たすもの

である（詳細は [LRS93,(2.2)]を参照）．ここで XxSはSpec恥上のファイバー

積であり， Tぷ＝ （idx x Frobs）＊ふであり,FrobsはSのq乗フロベニウス射であ

る．笠ellipticsheafの F上の粗モジュライを XDとする． XDはF上の d-1次

元の固有スキームであり， Drinfeld-Stuhler多様体と呼ばれている． d=2の場合

はXDはF上の固有スムーズ代数曲線であり， Drinfeld-Stuhler曲線と呼ばれて

いる ([LRS93,Theorem 6.1], [AHKP24, §3.3]を参照）．

XDの関数体上の有理点の非存在について，次の定理が (d~ 2に対して）得られ

た定理の中の P(K，り）は， K とりから簡単に計算できる A＼均の既約モニック多

項式の有限集合である．

定理 3.1([AHKP24, Theorem 8.5]) KをFのd次拡大体，り EA＼凡を既約

モニック多項式とし，次の条件（i)-(v)を全て満たすとする．

(i) D幻 K 竺 Md(K).

(ii)り豆Ram(D).

(iii)りはKで完全分岐

(iv) Ram(D)芦P(K,tJ). 

(v)任意のμ E IF;に対して， DRFF（約而）竿 Md(F（折而））．

このとき， XD(K)= 0となる．

d=2のとき， XDの局所体上の有理点の存在・非存在については，次の 2つの定理

が知られている．

定理 3.2([Pap12, Theorem 5.10]) d = 2とする．

(1) XD(F00) = 0となるための必要十分条件は， Ram(D)が偶数次の元を少なくと

も1つ含むことである．

(2) LをFooの有限次拡大体とし， LヂFooとすると， XD(L)ヂ0.

定理 3.3([Pap12, Theorems 3.1, 4.1]) d = 2とする．pEA¥凡を既約モ

ニック多項式とし， Lを外の有限次拡大体とする． L/外の分岐指数を e,剰余次数

をfとする．
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(1) fが偶数とすると， X叫L)=/ 0. 
(2) fが奇数とする．

(i) p豆 Ram(D)とすると， XD(L)= 0は次が成り立つことと同値． sEA, 

cElF;,o:EF¥Fがヽ＋so:+c厨＝ 0を満たすとき，「Ram(D)U { oo } 

の少なくとも 1つの元がF(o:)で分解」または「竺 EAかつpは F(o:)で
p 

分解Jとなる．ここで， FはFの代数閉包， AはAのF内での整閉包で

ある．

(ii) p E Ram(D)とする．

(a) eが偶数のとき， XD(L)= 0は「任意の cE JF;に対して，（Ram(D)¥ 

{p})U{oo}の少なくとも 1つの元がF(《而）で分解Jと同値．

(b) eが奇数のとき， XD(L)= 0. 

定理3.2は定理2.1および注意2.3の類似，定理3.3は定理2.6の類似である．

定理 3.1,3.2, 3.3を用いると，次のような (Dを固定して K を動かした場合の）

ハッセ原理の反例の明示的な無限族が得られる．

定理 3.4([AHKP24, Theorem 9.11]) d = 2とする．（q,p,q)を (3,t3＋柱＋

t+2,t+l),(3,t4＋校＋2t+1，柱＋1),(3, t5 + 2t + 1, t + 2), (5，柱＋柱＋4t+1, t+ 

2), (5, t4 + 2，柱＋t+l),(7，柱＋2,t+3)のいずれかとする． nEA¥{O}をモニッ

クで平方因子をもたない元でtpqと互いに素なものとする． CElF；とし， nが奇数次

のときは eは野の平方元ではないとする． K=F(《司面n),Ram(D) = { P, q} 

とする．このとき， XD(K)= 0,およびKの任意の素点vに対して XD(Kv)ヂ0と

なる．

4 証明の概略

本節では，代数体側の定理2.4（あるいは[Jor86,Theorem 6.3])の証明の概略と，

その類似をたどって定理3.1を証明するうえでの注意点を述べる．

定理2.4の仮定のもとで M列K)-/= 0として，矛盾を導く．定理2.1より， Kは実

素点をもたない． M引K)ヂ〇より，点XEMB(K) がとれる． B霰K~M2(K) と

仮定すると， XはK上のQMアーベル曲面 (A,i)と対応する([Jor86,Theorem 1.1] 

を参照）． B@QK竿M2(K)のときは， Kの2次拡大体K'でB姻"JK'竺 M2(K')
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となるものをとってきて以下と同様の議論をするが，ここでは詳細は略す．

Ram(B) r/c P(K, q)という仮定により，素数pE Ram(B) ¥ P(K, q)がとれる．

冗を Kの代数閉包とし， Aのp等分点のなす群A[p]（万）を考える．pE Ram(B) 

なので

A[pl(F) 主卯／p卯~ { (~ :P) I a, b E lF P2 } 

となり，これらは lFp2—ベクトル空間の構造をもつ．｛ （］ ：） b E lFP2 }竺 lFP2と
対応する A[p]（衣）の部分空間はKの絶対ガロワ群Gx= Gal（衣／K)の作用で安定

であり，その作用から指標 (canonicalisogeny character) 

p : Gk ---+lF;2 

が得られる([Jor86,Definition 4.5]を参照）．

v を K の素点とし， Kv の絶対ガロワ群 G広 ~GK へのpの制限 Pv を調べる．

(1) Vが無限素点の場合， vは複素素点なので Kv=Cとなり， Pvは自明である．

(2) v Ipの場合合成写像

NIFP2/Fp 

GK~ 鯰ー一→ lF; 

が法p円分指標になる ([Shimu61,Theorem 2 iv)], [Oht74, Proposition 1.1 (2)]を

参照）ことを用いて， Pvの大まかな形が分かる．ここに NIFP2/IFpはノルム写像である．

法p円分指標になることの証明には，QM アーベル曲面の偏極を用いる．

(3) Aは全ての有限素点でpotentiallygood reductionをもつことが分かる

([BBGGLMS79, Expose III, §6, Proposition]を参照）． さらに，goodreduction 

にするための体拡大の様子（拡大次数など）も分かる([Jor86,Propositions 3.2, 3.4] 

を参照）． Vが有限素点で Vfpの場合，上記のことを用いてp;2が不分岐であること

が分かる．

p r/. P(K, q)から，qt pであることに注意しておく．qでのフロベニウス元
Frq E GKを 1つとり， 12の倍数 cをうまくとって，（1)-(3)と類体論を用いて

炉(Frq)を計算する． Aはqでpotentiallygood reductionをもつので， Kqのある

有限次完全分岐拡大体Lがあって，底変換 ALはgoodreductionをもつ． ALの還元

ふい(q)上のQM アーベル曲面の構造をもち，p伍P(K,q)とが(Frq)の計算結果

から，qI Trd（汀）が分かる．ここに，冗iはiパ(q)のフロベニウス自己準同型， Trd
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は被約トレースである([Jor86,p.97]を参照）．自己準同型環End"'(q)(A)の分類と拡

大次数[/'i,(q）：恥］が奇数であることを用いると，

｛恥心（言）竺 M叫（昌）） （q＃ 2のとき），

B 魯Q(《)~M匹（《可））または B 魯Q(《万）~ M2((Q)(《万）） （q=2のとき）

となり，定理2.4の仮定（iv)に矛盾する．ゆえに M引K)= 0となり，定理2.4の証

明が完了する．

関数体側の定理 3.1を証明する場合は，定理の仮定のもとで xD(K)ヂ0とし

て，矛盾を導く．点xEX叫K)をとると， D幻,,K竺Md(K)により， xはK上

の ~-elliptic sheafと対応する．pE Ram(D) ¥ P(K，り）をとる．同様のやり方で

canonical isogeny character pが定義される． vをKの素点とし，pの vへの制限Pv

を調べる．その際の注意点は，上記の (1)-(3)と比較して，以下のようになる．

(l') vが無限素点の場合， Kvは代数閉体ではなく，複雑な絶対ガロワ群をもつので，

真面目に考える必要がある． lemmaof the critical index ([BS97, Lemma 3.3.1])を

使い，あるiE Zに対してtiが

わ：噂；二ぶーぶ＋1

と経由することを用いて， Pvの振る舞いを制御する．ここで（ふ，J．iふ）iEZは， vの上

の素点で遠元して得られる有限体上の ~-elliptic sheafである．

(2') ~-elliptic sheafでは偏極の議論は使えない．代わりにt-motiveのdetermi-

nantを計算することで， v| pの場合の Pvの大まかな形を得る．

(3') 関数体上の ~-elliptic sheafは全ての有限素点でpotentiallygood reduction 

をもち，さらにgoodreductionにするための体拡大の様子（拡大次数など）も分かる

([AHKP24, Proposition 4.16]). このことを用いて， vが有限素点で vfpの場合に

P]d_1が不分岐であることが分かる．

あとは同様の議論により，仮定(v)への矛盾を導く．
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