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A multivariate analogue of the Zwegers'μ-function 

神戸大学理学研究科土見怜史＊

Satoshi Tsuchimit 

Kobe University 

本稿は2024年度RIMS共同研究「解析的整数論とその周辺」にて行われた講演「Amultivariate analogue 

of the Zwegers'μ-function」の報告記事である．＊1

1 Introduction 

本稿では TE {Z E C; Im(z) > 0},q := e2ー，知：＝ e甕知：＝｛l j = Kとする．またq-factorialを
0 j f= k 

00 

(a; q)00 := IT (1 -a砂），（a；q)v:= (a;q)°° (V E C) 
k=0 (aq汽q)oo

とし，Jacobiのテータ函数を

知）：＝ど炉q`辺=(q;q)oo(-x; q)oo(-q/x; q)oo 
nEZ 

00 

叩）＝叩； T) ：＝ど e2rrin（→）計＝ie―rr iuq½II (1 _ qり(1-e2rriul-1)(1 -e―2rriu砂）
nEZ十も k=l 

とする．

Zwegersはモックテータ函数の研究を背景に，次のような二変数函数μ(u,v)を導入した．

Definition 1.1 (Zwegers, 2002, [Zl]). u,v rtふ：＝ ｛mr+n; m,n E Z},に対して， Zwegersのμ函数を

71"9u 271"inv 皿四上

μ(u,v) = μ(u,v;T) := ~ ~ ~ 
nEZ 

で定める．

μ函数は次の関係式を持つ [Zl]:

(a) μ(u+l,v) =―μ(u,v), 

(b) μ(u+T,v) +e21r:i(u-v)砂μ(u,v)= -ie1r:i(u-v)q見

切(T)靖(u+ v + z)rJ(z) 
(c) μ(u+z,v+z)―μ(u,v) = 

rJ(u + z)rJ(v + z)rJ(u)rJ(v)' 
(d) μ(-u,-v) =μ(u+T,v+T) =μ(v,u) =μ(u,v), 

* tsuchimi@math.kobe-u.ac.jp 
t本研究は科研費（課題番号： 21Kl3808)の助成を受けたものである．

*1 Joint work with Genki Shibukawa 
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ただしT/(T)：＝砂（q;q)ooとする．またTに関して以下のようなモジュラー変換則を満たす：

(A)げμ(u,v;T+ 1) = μ(u,v;T), 
m(U-0)2 

(B)~µ （：口） ＋μ(u,v;T) =也（u-v;T),
(C) e咋(u,v;T+l)=μ(u,v;T), 

が (u-0)2

(D)~芹i(琵-~) + μ(u,v;T) = 0. 
ただし Im(T)= t,Im(z) = yに対して

とする．

h(z; r) := I: ~dx, E(z) := 2 fo2 e-n2 dx, 
R(z; r) ：＝ど｛sgn(n)-E((n+ り司｝（ー1)n—比ー21rinzq呈

nEZ+½ 

μ(u,v;r) :=μ(u,v;r)+i:;R(u-v;r), 
2 

Zwegersのこれらの研究を喘矢として，K.Bringmann, K. Ono, D. Zagierらにより，モックテータ函数，

より一般にモックモジュラー形式の研究が大きく進展したしかしながら，μ函数そのものに関しての（特に

特殊函数論的観点からの）研究はほとんどされてこなかった．そんな中，近年Garoufaridis-Wheeler[GW]と

Shibukawa-Tsuchimi [STl]らにより，μ函数はq差分方程式(q-Hermite-Weber方程式(3)の特殊化）

[T; -(1 -xq)Tx -x]f(x) = [Tx -1] [Tx + x] J(x) = 0, Txf(x) := f(xq) (1) 

のx=O周りでの形式解

00 
n(n+1) 

go(x):=L(-x)苅― 2
n=O 

のq-Borel総和法により得られることが発見された．

q-Borel総和法 [RSZ]はq差分方程式の発散級数解から収束級数解を構成する手法の一つである．すなわち，

形式的幕級数g(x) ＝ ~An炉に対して，q-Borel 変換氏とq-Laplace 変換らをそれぞれ

氏（g)(e):=ど疇q巧，ら(g)(x，入）：＝と。｀ご］x）'
nEZ 

(2) 

により定める．q-Laplace変換は以下のJackson積分表示を持つ：

ら(g)(x，入） ＝□［OO ̀ )x) dtが 1.xoof (t) dtq := (1 -q言f（叩）
ここで，q-Laplace変換のextraパラメーター入はJackson積分の“積分路”の偏角パラメーターとして捉えら

れる．

簡単な計算より nEZに対して砂（x)：＝呼とすると，

£,qo氏（五）＝xn

であり， extraパラメーター入が右辺に現れないことに注怠する．よってq差分方程式の収束級数解のq-Borel

変換とq-Laplace変換の合成LqoBqの像は，元の収束級数解であることがわかる．
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q差分方程式（作用素） DEC[x][T』の発散級数解g(x)に関しても，q差分作用素の演算子法

Bq (Xm写[g])(~) = q三ユ茫T?+n瓦([g])(~),

ら（茫Tf[g])(x，入）＝ q―三⇒豆写―mら([g])(x，入），
Lq o Bq(xmT;:,[g])(x，入）＝ xmT;:,[£qo Bq(g)(x，入）］，

より， LqoB庫）が同じq差分方程式Lqo Bq(D) = Dの解になることがわかる．よって， Lqo Bq(g)が収束し

ていれば，これが元のq差分方程式の収束解を与える．特にこの収束解Lqo Bq(g)(x，入）は，元のq差分方程式

にはないq-Laplace変換らの extraパラメーター入によって変形された解である．

以上がq-Borel総和法のあらましであるが，q差分方程式（1)を例にすると，その発散級数解go(x)のq-Borel

変換の像は

麟 o)(く）＝名(-:]= 1 + 1 </q' 

次いで Bq(9o)のq-Laplace変換の像を計算すると，

t:,q 0氏(go)＝ら（1+1<／q)＝ど 1+;qn-loq（初／x)=。q(：／入）こ（入／：只□
[GW]と[STl]の発見は，

「このt:,qo Bq(9o)が本質的に Zwegersのμ函数に他ならない」

すなわち

μ(u,v;T) = -ie1r:,(u-v)q―ふ.CqO Bq(go)(e21r:i(u-v), -e21r:iu) 

ということである．

さらに [STl]では，この Zwegersμ函数に関するq-Borel総和法による描像を，q差分方程式（1)の1パラ

メーター変形であるq-Hermite-Weber方程式

[T; -(1-xq)西Tx-xq]f(x) = 0 

とその発散級数解

go(a,x) := x号文 (a;q)nq―デ(-x)n
~ (q;q)n 

にまで拡張し， Zwegersμ函数の 1パラメーター変形である一般化μ函数を導入した

μ(u,v;a;T) := ~)ど(-Ite21ri (n＋古）vq王んe:：：；ご言:, (U - aT, V (/ふ）
nEZ 

特に μ(u,v;O;T)= -iq—½, μ(u,v;l;T) =μ(u,v;T)である．

(3) 

このq-Borel総和法によるμ函数の描像には，いくつかのアドバンテージがある．まず，上述した公式

(a)-(d)が，q-差分方程式(1),(3)の解析的観点（q-超幾何とその変換公式及び接続公式等）から自然に導出，解

釈ができる点である．これにより，特に Zwegersμ函数の多くの諸公式が一般化μ函数に拡張される．また

q-Laplace変換の extraパラメーター入を用いることで，元は一変数であったq差分方程式（1),(3)の発散級

数解goが自然に二変数化され，μ函数が得られる．

他方， Zwegersはスーパーアフィン Lie環の指標公式と関連して，以下のようなμ函数の多変数類似（以下

「多変数μ函数」と呼称）を導入した
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Definition 1.2 (Zwegers, 2019, [Z2]). uo,..., UN I/ふ，NEZ>oに対して

emu。 N (-1)nJ e―2mn凸q~
邸＝恥(uo,...'UN;T):=こ1-e2muoqhIII 的(UJ;T)

nEZN' j=l 

ただし n:= (n1,...，初v),lnl := n1 + ・・・十初vとする．

Zwegersは多変数μ函数のモジュラー性については示しているが，オリジナルのμ函数の公式 (a)-(d)に相

当する性質に関しては言及していない．

本稿では，q-Borel総和法の反復合成を用いて複数の extraパラメーターを導入することにより，以下のよう

な一般化μ函数の多変数類似（以下「多変数一般化μ函数」と呼称する）を構成する．

Definition 1.3. uo,..., UN r/cふ，U:= UQ +・・・十UNに対して

恥＝恥(uo,...,UN; a; T) 

:= err,(a-l)uど (e2m(Uo+m)炉）OOn (-1)nJe―2mn見3qユ戸
e-rriuo (e2rriuo炉）OO 0（巧）

nEZN -,-',-j=l 

この多変数一般化μ函数flNは，一般化μ函数μ(u,v; a; T)の多変数類似であり，多変数μ函数μNの一般

化 (1パラメーター変形）である：

flN(uo,...'UNi l; T)＝恥（Uo,...'UNiT), 

釦(u-aT+T,-v;a;T)= -e―1ri<>(a-l)T μ(u, v; a; T). 

Section 2では，多変数一般化μ函数の N次q-Borel q-Laplace変換による構成 (Theorem2.1)と，変数

に関する対称性（対称函数であること）等の，公式 (a)-(d)に類する結果 (Theorem2.2)を紹介するまた

Section 3では，ベクトル値多変数μ函数を導入し，モジュラー変換等の公式（A)-(D)に類する結果 (Theorem

3.1-Theorem 3.3)も述べる．詳細に関しては，［ST2]を参照

2 A construction of the generalized multivariable μ-function 

まず多変数一般化μ函数を構成するために， N次q-Borel,q-Laplace変換を導入する形式的幕級数g(x)

に対して N次q-Borel変換Bf,N次q-Laplace変換岱を以下で定義する．

B罰（g)(e)==ど心砂q!!..!>J,戸＝恥(g)(e),

ば（g)（入。，．．ぷ） ：＝ど叫0qlnl)fr;（入` ／閾＿n31:].
nEZN j=l 

N次q-Borel,q-Laplace変換はそれぞれ，従来のq-Borel, q-Laplace変換を N回作用させたものである：

B'{ (g) = Bq o • • • o Bq(g), £'{ (g）（入。，．．．，入N)= Lq（入N,入N-i)o Lq(x,入N-2)o • • • o Lq(x,入。）（g).

q差分方程式 (N= lの時は本質的にq-Hermite-Weber方程式 (3))

[T:+1ーが＋axTx-x]f(x) = 0 

はx=O周りで形式解

flo(a, x）：＝文立q―竺 (-X)n
n=。(q)n

(4) 

(5) 
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をもち，知＝ xに対して£り oBり(9o）（入。，．．．，AN)はq差分方程式（4)の解であることが演算子法よりわ

かる．

そこで

N -nj n?(n,+1) 

fN = fN(xo,...,xN; a; q) := n~N （（二゜q1□]])0000 且 XJ oqq(XJ; • 

とすると，

岱 0埒(9o）（入。，．．．，枯） ＝ fN（入。，ふ／入。，．．．，知／入N-lia; q). 

またfN とJl,Nは次の関係式を満たす．

(6) 

叩 O,...,UN; a; T) = iN e"iauq―舟fN (-e21riuo,..., -e21riuN; q色q)

よって次の定理が成り立つ．

Theorem 2.1. 

的(uo,...,uN;a;r)= iNe1riauq―脊ば。硲(go)(-e21riuo,e21ri(uo+u1), -e21ri(uo+u叶四），．．．，（ーl)N+le21riu).

他方，fN に関して次が成り立つ．

Lemma 2.1. 

(1) TmfN = Tm恥
(2) [(1 -a)Ta + aTx。-llfN= 0, 
(3) [T,ぇ＋1-r:i + aXTx。-X]JN= 0, 
(4) !N(xo,..., XNi a; q) -!N(XoY―1,X1Y,X2,...,xN;a;q) 

＝贔言冒塁こ塁畠nEど＿1q唸n[h1 (-X;qx(1x/JX+J1]l)n3 ] 

x文（；］言t(-axox1四q匹戸＋mini,
m=O 

(5) fN(-.., Xr,..., X8,... ; a; q) = fN(-.., X8,..., Xr,... ; a; q), 
似axo)• • • 0q(a恥 r)

(6) !N(xo,..., XNi a; q) = ~ !N(q/axo,..., q/axN; a; q), 
似Xo)• • • 0q（砂）

2 1 1 

1 2 1 

ただし s:= I 1 1 2 

1 1 1 

1 

1 

11 = [1+知］岱kょ，（r,s)E {O, 1,...,N}2,X := xo • • ・XNとする．

2
 

Theorem 2.1を用いて Lemma2.1を読み替えると，多変数一般化μ函数に関する次の定理を得る．

Theorem 2.2. 

(1)かv-(...,ur+T,...;a;T)=恥（．．．，Us+ T,... ; a; T)' 

(2)[(a-1)九ー冨Tx。+vX]伽＝ 0,
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(3) [ r;;,十1-西Tえ＋心XTx。一贔戸］恥＝o,
(4) 恥(uo,--·,uN;a;T) —恥(uo -z濯 1+z濯2,...'虹；O!T)

= em(a-1)u+maTO(aT)0(z)0(z -uo十町）こ廿三(uo+u,-u;+1) 

{)(z -uo)が(z+ U1)如 o)・・・0（虹）
疇 N-1j=l 

x : (qm+1)°°(-1四q匹戸＋t予＋mlnle21rim(uo+u1+<>T),

m=O 
(qm+1-°)OO 

(5)応（．．．，糾，．．．，叫，．．．；a;T)=恥（．．．，叫，．．．，糾，．．．；a;T),

(6)恥 (-aT-uo,..., -O!T -UN; a+ 1; T) 

-27riauー可ぶ(N+l)T{}(uo)...{}（駅） ＾ 
= (-1)N+1 e 恥 (Uo,...,UN; a + 1; q). 

{}(UQ + aT) • ・ ・ {}（恥＋aT)

特に a=lのとき，多変数一般化μ函数は多変数μ函数であることから，多変数μ函数に関する次の系が成

り立つ．

Corollary 2.1. 

(1) μN(uo + l,u1,...,uN;T) = -μ凡

(2)恥 (uo+NT濯 1,...'uN;T) = (-l)N e2,riu註μN+ iN e,riuq賢
(3)恥 (Uo-Z, U1 + Z, U2,..., UN i T) -μ凡

切(T)靖（z泣(z-uo +叫
= ,{)(z -Uo)叩＋u況(Uo）・・・知） ど exp（吋nSnT+2而(n,v)), 

nEZN-1 

(4)恥（．．．，妬＋T,...;T) =恥(...,u8+T,...;T), 

(5)恥 (-uo,...'-uN;T) = (-l)N+lμ凡

(6) μN(..,,ur,..,,us,..,;T) =恥（．．．， U8,..,,ur,••· i T),

ただし v:=『Uo+ U1 -Uj+l]芦］とする．

Zwegers [Z2]はCorollary2.1の諸公式には言及していない． Corollary2.1 (1), (2), (3)はそれぞれオリ

ジナルのμ函数の (a),(b), (c)の類似である． Corollary2.1 (4)は（d)のμ(u+T,v+T)=μ(u,v), (5)は

μ(-u, -v) = μ(u,v), (6)はμ(v,u)= μ(u,v)にそれぞれ対応する特に多変数（一般化） μ函数は（一般化）

μ函数の多変数化であるだけでなく，より強く対称函数になっていることに注意する．

3 Some remarks of modular transformations of the multivariable μ-function 

ベクトル値テータ函数を

UN,K(Uo, ,UN,T) = nEZ芦十eke7rttnSnT+2m(V n) 繹＝［］ EQN-19 

<I>N = <I>N(uo,••·,uN;z;T) := 
切(T)靖(z){)(z-uo + u1)[vN,k(uo,..., uN; T)]仁閑
{)(z -uo){)(z + u1){}(uo) ・ • ・ {}(uN) 

で定めると，次の補題が成り立つ．

Lemma 3.1. <I>N しま次の擬周期性とモジュラー変換則を満たす．

(1) <I>N(uo+l,u1,...,uN;Z;T) =ー［知ば］：こ。<l>N,
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とする．これはベクトル値テータ函数<PNのμ函数版（モック版）とみなせる．この MNに関して，オリジナ

ルのμ函数の公式 (a)-(d)に相当する結果として，次が成り立つ．

Theorem 3.1. 
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(3) MN(uo -z墨1+ z,u2,..., UNiT) -MN= <l>N(uo,..., UNiZiT), 

(4) M刈．．．，Ur,...,U釘．．．；T)=M刈．．．，U8,...,Ur,・・・ iT),

(5) M刈．．．，糾＋T,...jT)＝恥(...,u8+T,...jT). 

また公式 (A)-(B)に相当するのは以下の定理である．

Theorem 3.2. 

N-1 
(1) eヂ［知(-1)ぶ］ MN(Uo,...,UN;T+ 1) = M凡

j,k=O 

(2)（一霊／ ［＜討］3□。MN（竺 竺—~) =MN＋（ーし）口，
ただし

応＝H叩，T):= [(-1)怜一王凸（U＋kT-N-lm)]N-1 
k=O 

とする．

Theorem 3.2で述べたベクトル値μ函数MNのモジュラー補完なしの変換公式については Zwegersは言及

していない．他方で，公式 (C)-(D)に相当する次の Theorem3.3（モジュラー補完した形の変換公式）に関し

ては，［Z2]で本質的に与えられている（ただし，ベクトル値での記述は行なっていない）．
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Theorem 3.3 ([Z2]).ベクトル値のモジュラー補完を

N-1 

応 (u;T):= [c-lte-~万恥（u+ 如十 N+ lm)]k=0 9 

応 (uo,...,uN;T):= MN(uo,...,uN;T)十；応(u;T)

~ ~ 

とする．このとき MN(uo,...,uN; T)は次のモジュラー変換則を満たす：

(1) eヂ［知(-1)ぶ］止1恥 (uo,---,uN;T+l)=恥（Uo,...,UN;T),
j,k=O 

(2) （一塁□［＜口］J□。恥（竺，竺」）＝恥(Uo,,UN,T) 
Zwegersは，オリジナルのμ函数の場合のように， Theorem3.2をモジュラー補完して Theorem3.3を導出

したのではなく，直接Theorem3.3を証明している．
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