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WEIGHTED ONE-LEVEL DENSITY FOR DIRICHLET £-FUNCTIONS 

（ディリクレ L関数に対する重み付き 1レベル密度）

杉山真吾（日本大学 理工学部数学科）
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ABSTRACT.本記事は2022年10月13日に筆者が講演した内容をもとに執筆したものである．
本記事では DirichletL関数の族{L(s,x)}xの零点 (low-lyingzero)のIL(s,x)l2の値による
重み付き 1レベル密度を考察し， 1/2(; s < 1においてちょうどs= 1/2のときのみ密度関数
がKatz-Sarnakの密度予想に現れない関数になることを紹介する．この研究成果はAdeIrma 
Suriajaya（九州大学）との共同研究に基づく．

1. INTRODUCTION 

Katz, SarnakはL関数の族の零点の分布はランダム行列理論に現れる固有値の分布と一致す
るであろうという大胆な予想を立てた ([9],[10]）．さまざまなL関数の族に対してKatz-Sarnak
予想は確かめられてきたが， 「L関数の特殊値の重みをつけた場合に密度はどうなるのか？」
という問題も Knightly,Reno (2019)の[13]により浮上してきた．実際にはKowalski,Saha 
Tsimerman (2012)の[14]が初めて重み付き密度を考察している．筆者が論文を読んで感じた
限り，彼らのスタンスは「重みを外すことができない」という印象である．それに対しKnightly,
Renoは「あえて重みをつけた」というスタンスである．
筆者は最近， GL2の対称2次L関数に対して重み付き零点密度を研究し，重み因子がちょう
ど中心値のときにKatz,Sarnakの予想には現れない密度関数が生じることを発見した ([19]).
そして一般のL関数の族に対して重み付き密度予想(WeightedDensity Conjecture)を予想し
たここで，筆者が立てた予想を満たすL関数の族がGL2の対称2次L関数しかないのは淋
しいので， GL1でいいから新たな例を見つけたいと思った次第である．
さて，今回は GL1の場合の例を見つけたのでそれを報告する． qを素数とし，名を modq 

のDirichlet指標でnon-principalなもの全体の集合とする． L(s,x)を非完備DirichletL関数

とする{L(s, x) haqのlow-lyingzeroの集合はq→ooとしたときにある密度関数で記述で
きることが分かった．

Theorem 1.1 (Rough version of [20]). {L(s,x)}xEFqのlow-lyingzeroのIL(s,x)l2の重

み付き 1レベル密度は， 1/2~ s < 1において， s# 1/2であれば密度関数Wu(x):= 1を持
つ．そしてs= 1/2のときは密度関数WcuE(x)= 1ー主生戸

(m:） を持つ．したがって， Sヂ1/2

のときは sによらない Wuで記述できて，これはKatz-Sarnak予想に出てくる密度関数で

ある． s= 1/2のときのWGUEはKatz-Sarnakの予想には出てこない密度関数である．実は
WcuE(x)はHermiteランダム行列の相関関係関数であり， Montgomeryのpaircorrelation 
conjectureにも登場するものである．

本研究は AdeIrma Suriajaya（九州大学）との共同研究である．筆者は自身の Weighted
Density Conjectureを満たす例をGいのL関数の族の場合に見つけたかったのあるでが， 2021
年度は公私ともに忙しく，特にJST研究戦略開発センターの特任フェローも務めており，数学

日本大学理工学部数学科sugiyama.shingo@nihon-u.ac.jp.
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と産業の連携に関する書籍の執筆にはとりわけ時間を割くこととなった．この書籍は「最先端
の数学が社会に求められるワケ (2)」1として2022年3月に無事に出版された（横山俊ーとの共
著[22]).2022年5月に第2版が出たので喜ばしい限りである．そのような忙しさに追われてい
た2021年において，筆者のアイディアに賛同して手伝ってくれたチャチャ2に感謝する． 2021
年11月に5日間の研究打ち合わせの時間を確保し，朝から晩まで議論を続けた結果，無事に重
み付き零点密度の例を見つけることができた． DirichletL関数は一般の保型L関数に比べれ
ば初等的な対象ではあるが，研究を始めてから結果を出して TeX打ちを終えるまで 1週間も
かからなかったという経験は今後することはないであろう．原稿のチェックを経て 2022年1
月2日に arxivに公開することができた． 2022年8月には出版され，研究開始から 1年未満で
論文出版までたどり着けたのは数学の業界では貴重な経験であると思われるもちろんスピー
ドよりも内容の濃さのほうが絶対に大事である．速ければよいというワケでは決してない
さて，それでは経緯については十分述べたことだし，本題に入ることにする．

2. L-FUNCTIONS AND RANDOM MATRIX THEORY 

この章ではL関数とランダム行列理論の間の摩詞不思譜な関係 (Katz-Sarnak予想）につい
て解説する． Katz,Sarnakの予想の歴史については拙著 [18]を参照されたし．
G(N)を古典的コンパクト Lie群U(N),USp(2N), S0(2N), S0(2N + 1), O(N)のいずれ
かとする． G(N)に属する行列の固有値の分布について論じる．簡単のためG(N)= U(N)の場
合を考えると， AE U(N)の固有値はei0心 (1~ j ~ N), 0 ~ 0A,1 ~ 0A,2 ~ ・ ・ ・ ~ 0A,Nく 21r
と表せる．偏角の平均問隔 (averagespacing)は得であるので，これを 1に正規化するために

差幻，jE [O,N)を考える．この偏角の分布を調べるために 1レベル密度を導人する．

Definition 2.1 (1レベル密度 (one-leveldensity)). A E U(N)のとき，テスト関数¢ E 
S（応o)に対して

N 
N D(A,¢) ：＝〗の（云゜A,j)

とおく．ここでS(恥:;,o)は良:;,o上のSchwartz空間である．

ここで， U(N)のHaar測度dAを1つ取っておく．この測度に関して 1レベル密度を平均化
しN→ooとすると以下の極限公式が成り立つ．

| Theorem 2.2 (:；/’JS:／□:1A99；□’DA(PA[eニIXAA=D]：：/)ロニ応o）に対して，
ここでWu(x):= 1である．

G(N)がU(N)以外の4つのコンパクト群のときも 1レベル密度は定義できて，同様の極限
公式が成り立つ． N→ooとする際の群のタイプG= U, Sp, SO(even), SO(odd), 0のそれ
ぞれに対して，固有値の偏角の 1レベル密度の密度関数W瓜x)は以下で与えられる：

l -sin2立
2立

W如）：＝く 1+ sin2m 
2n:x 

1-~ 
2n:x 

G=U, 

G=Sp, 

G = SO(even), 

+8。G= SO(odd), 
1十抄o G=O. 

ここで，妬は0をサポートに持つDiracデルタ関数である．

1この書籍はタイトルに (2)とあるがそれは第 2巻だからである第 1巻は岡本，松江が執筆し， 「最先端の数
学が社会に求められるワケ（1)」というタイトルで第2巻と同じ時期に出版された ([15]).
2 Ade Irma Suriajayaのニックネーム．中国語で佳佳と書く．
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KatzとBarnakは， L関数たちの零点集合はこの5種類の密度関数のどれかで記述可能だろ
うという予想を提唱したすなわち， L関数の族rに対して G=G(F)が存在して， Fに属す
るL関数の零点の 1レベル密度の平均はWG(x)になるであろう，ということである．
L関数の零点の 1レベル密度も導入しておく． S（良）を股上の Schwartz空間とする．

Definition 2.3 (one-level densjty). L(s,A)をL関数とする． ¢ES（股）はsupp（以）がコ

ンパクトであるとする．ここで¢（~) := JIR の(x)e-21ri~xdx. このとき，

D(A, ¢)：=~¢信竺）．
ここで， p＝ら＋灼はL関数の完備化L(s,A)の零点を重複度込みで動くものとする． QA
はL(s,A)のanalyticconductorとする．

与色は零点の平均間隔を 1に正規化するための因子である．

Remark 2.4.上の定義においてL(s,A)のGRHを仮定していないことに注意してほしい

¢の定義域は股だが，箪のサポートはコンパクトなので，ある a>Oに対する [-a,a]に含
まれるとしてよく， Fourier反転公式

叩）＝j殴）凸疇
-a 

により xECとしても右辺が意味を持つからである．この方法で¢の定義域を自然にCに
拡張したものも同じ記号ので表すことで，ァは虚数であっても構わない．

L関数の族rは無限多重集合であるとし， analyticconductorによって“自然に'’切り分け
00 

られるとする： F=LJ五，（＃互くoo,‘‘五＝｛AE FI QA;::: k}"). 
k=l 

Conjecture 2.5 (Density Conjecture for F [10]). 
L関数の族rに対し， G(F)E {U, Sp, SO(even), SO(odd), 0}が存在して， supp（ふ）がコン
パクトであるような任意の ¢ES（股）に対して，

k児＃＼五D(A,¢)=Im股¢(x)Wc(:F)(x)dx.

Gび）はrのsymmetrytypeと呼ばれる． Theorem2.2と比較すると， DensityConjecture 
の式の形はとてもよく似ている．本当にこんなことが成り立つのだろうか？ぱっと見では全然
分からない． Katz,Barnak (1999)は[9]で有限体上の関数体上のゼータ関数に対して零点の分
布を考察することで，この予想を提起するキッカケを得た．そういうわけで彼らの予想はthe
Katz-Barnak heuristic（またはtheKatz-Barnak heuristics)とも呼ばれる．彼らの予想はこれ
までにさまざまなL関数の族に対して研究されてきたが，詳細は拙著 [18]に譲ることにする．
最近筆者は， Katz-Barnak予想のさらに先に踏み込んで，以下の予想を立てた．

00 

Conjecture 2.6 (Weighted Density Conjecture [19]). F = LJ五を L関数の族とし，
k=l 

symmetry type Gぽ）が存在するとするまた， 1/2~ s < 1とするこのとき w:F,s(x)が
存在し，

1 OO 

k匹こIIE互~ II~k L(s,A)D(A,¢) = i: ¢(x)WF,s(x)dx 
となる．さらに，

WG(F)，s {＝ WG(m(1/2< s < 1)， 
ヂWc(F) (s = 1/2). 
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上の予想においてweightfactor L(s, A)はmENに対する L(s,Arゃ|L(s,A)l2mでも良
いまた保型L関数の場合は周期積分でも良い．場面において適宜修正されたし．実は上の予
想は [19]で述べた予想のspecialcase (s付き版）であり， weightfactorも[19]ではL関数の値
ではなく一般の複素数WAを採用している．

この突拍子もない予想の例は文献としては当時 [19]の1つしかなかったので，成り立つ例を
たくさん見つけたい，そして成り立たない例がもしあるならそれも見つけたい，と考えるのは

自然なことである．唯一の例 [19]はGL2の対称2次L関数という GL3のL関数の族である
が， GL1のほうがL関数の扱いが簡単だから， GL1の場合のほうがもっと容易に例を計算する
ことができるだろう，と当時思っていた

それでは実際に見つけた例を次の意で紹介しよう．

3. MAIN RESULT 

筆者の予想の例を与えたというのが本記事の mainresultである． Introductionではフワっ
と述べた主定理だが，この章ではステートメントを正確に述べることにする．

まずは Hughes,Rudnickの結果 [8]を思い出そう． qを素数とし， modqのnon-principal
Dirichlet指標全体の集合を石とする． XE石に対してL(s,x)と書いたら xに付随する非完
備なDirichletL関数を表すことにする． L関数の族{L(s,x)｝の零点分布は以下の通りユニタ
リー型である．
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畠と辺q1 X互D(x,¢) = L: cp(x)Wu(x)dx. 
Hughes, Rudnickの結果を重み付き零点分布で考察したものが本記事の主結果である．

Theorem 3.2 ([20]: Unitary family). 1/2 ~ s < 1とする． ¢ES（股）は supp（炒） C 
[-2s/3, 2s/3]を満たすとする．このとき，

12_.~ ~ L IL(s, x)l2 D(x, ¢) = I砂(x)Wu(x)dx (1/2 < s < 1), 
q→00 □ |L(s,x)|xE石｛い(x)Wu,1/2(x)dx (s= 1/2)． 
ここでWu(x):= 1であり，

Wu,1;2(x) := 1-(~r = WauE(x). 
JrX 

Weighted Density Conjectureは唐突に紹介されたが， L関数の族の重み付き零点分布は
s = 1/2のときには Knightly,Reno (2019)の研究 [13]が知られている．重さ k,レベルq,
nebentypusが自明な楕円カスプ新形式のなす空間品(ro(qwewの，正規化されたHecke固有
形式からなる Petersson内積に関する直交基底を Bic(q)とする．また， JES訊丘(q))newの
Peterssonノルムを IIJIIと書くことにする．

Theorem 3.3 (Knightly, Reno (2019) [13]). Dを基本判別式とし， xをmodDの2次指
標または自明指標とする． q→ooとするとき，

1 ^ こ以1/2,J⑭x)D(f,¢)→い(x)Wo(x)dx(xが2次），四国（q)亨！€B；； (q) ||f||2 {い(x)Wsp(x)dx (xが自明）．
ここでL(s,f@x)は，関数等式の中心がs= 1/2であるような， fとxに付随する完備スタ
ンダード L関数である．
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もし重み因子がなければsymmetrytypeは0になるので，中心値の重み付けによってsym-
metry typeが0から Spへ変化したことが観察できる．
Knightly, RenoはSiegelモジュラー形式に付随するスピノールL関数に関する以下の研究
に触発されて上記の L関数の中心値の重み付き one-leveldensityを考察するに至った．

I ~仇雷芯fe.g鸞°；ば言喜は言i冒入雰誓 i冒誓訟mfさ N`}二
スピノールL関数の族{L(s,f, Spin)打の Bessel周期の絶対値の 2乗の重み付き零点分布

は， GRHの仮定の下でsymmetrytypeがSpになる．

こちらも重み因子がなければ[11]および[12]により symmetrytypeは0になるので， Bessel
周期の重み付けによってsymmetrytypeが変化したことになる．ここで，「fのBessel周期の
絶対値の 2乗が本質的に L(l/2,f, Spin)L(l/2, f@ X-4, Spin)になる」という Bocherer予想
を認めると，上記の定理はL関数の中心値の重み付き零点分布とみなせることに注怠してほし
いなおBocherer予想は占澤森本[7]によって最近証明された
それでは， sというパラメーター付きの重み付き密度予想 [19]のevidenceを見ていこう． u
に対する今回の結果よりも前に得られていたSpの場合の筆者による結果は以下の通りである．

Theorem 3.5 (Special case of [19]: Symplectic family). k ~ 6は偶数とし， qを素数の
集合の中で動かすとする．このとき，任意の sE [1/2, 1]に対してある a>Oが存在して，

supp（¢>) C (-a, a)を満たす任意の ¢ES（股）に対して，

lim [(s,Sym2(f)）ど
L(s, Sym2(f)) 

q→(X)こ
f国 (q)L(1,Sy記 (f））にB；；(q)

L(l, Sym2(f)) 
D(Sym2(f), ¢) 

={I~(X) の(x)Wsp(x)dx(｝＜ s<1) 
J_(X)¢(x)Wsp,1/2(x)dx (s = ½) 

となる．ここで

Wsp,1;2(x) := 1 + 
sin(27rX) ＿ 2sin知x)
27rX (7rX)2 ・

筆者はこの定理を最初に発見し，その後で重み付き密度予想 (Conjecture2.6)を思いつい
た．当時，重み付き零点分布は先程のKowalski,Saha, Tsimerman [14]とKnightly,Reno [13] 
の2つしかなかったが，彼らの研究ではKatz-Sarnak予想に出てくる 5つの密度関数の範疇
に収まっていたすなわち，筆者が導出した上の定理によってKatz-Sarnak予想に出てこない

Wsp,1;2(x)なる密度関数が初めて発見された

|悶言討，塩羹贔昇悶言昇贔5]に富言i;塁喜羞％雷悶翌
重さがk=4の場合にも sE [1/2, 1)とすることで上の定理は成り立つ．

symmetry typeが直交型の場合は s付き版の予想の evidenceとなる文献は存在しないが，
Knightly, Renoに書いてある議論をちょっとだけ修正することで，容易に s付きの重み付き
零点分布の公式を得ることができる． B瓜q)を重さ k,レベルqの楕円カスプ形式のなす空間
S直 o(q)）の正規化されたHecke固有形式からなる直交基底とする．このとき以下の公式が成
り立つ．

Theorem 3. 7 (Knightly, Reno (2019) [13] + a bit of an argument: Orthogonal family). 
k ? 4とし， qを素数の集合の中で動かす． 1/2~ s < 1とする． このとき， supp（匂） C 
(-1/2,1/2)を満たす任意の¢ E S（股）に対して，

lim 
以s,f) OO 

q→OOこ 知山
こ 1|f||2D(f¢) ＝ ｛J_OOの(x)Wo(x)dx （ぅ＜ s ＜ 1)， 

fEBk(q) 7J7jj2 JEE以q)
J_OOOO ¢(x)W。,1;2(x)dx (s = ½)-
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| また， 
sin(27rx) 

w。,1;2(x):= 1 -~ = Wsp(x). 
27rX 

Theorems 3.2, 3.5, 3. 7により， Unitary,Symplectic, Orthogonalの3種類の重み付き密度
予想の例が得られたことになる．

4. WEIGHTED ONE-LEVEL DENSITY CONJECTURE 

主定理の証明は次の章で説明することにして，この章では筆者が予想を立てた後にそれとは独

立にFazzariが立てた予想（重み付き 1レベル密度予想， Weightedone-level density conjecture) 
を説明し，両者を比較する．

F=Ux左xをL閲数の族とし， symmetrytype G(F) E {U, Sp, SO(even)｝を持つと仮定
する．写像V:{L(l/2,A)}AEF→Cを

V(L(1/2,A)）＝ {|L(1/2,A)|2 位）＝ U，
L(l/2, A) G(F) = Sp, SO(even) 

で定義する． Fazzari(2021)は[6]で次を予想した

Conjecture 4.1 (Weighted one-level density conjecture [6, (1.6)]). L関数の族rと任意
のkENに対して，明示的に記述できる関数W合(x)が存在して，任意の良いテスト関数¢
に対して

lim 1 
X→;;,, LAEFx V(L(l/2, A))k A;jx 

区 V(L(l/2,A))k D(A, </>) = k <(>(x)W,合(x)dx.
R 

ここで“良い'’¢とは， IIm(x)I< 2上の C値正則関数で，偶関数であり，の(x)~己x2" (x E 
恥 X→(X)），の（股） C沢を満たす¢のことである．

W合の KはK乗ではなく単なる添え字である． W合(x)の明示式は§6のAppendixに譲るこ
とにする．

Fazzariは条件付きで自身の予想が成り立つ 3つの例を与えた．

Theorem 4.2 ([6, Theorems 1, 3 and 5]). GRHとRatiosConjectureを仮定する．このと
き， Weightedone-level density conjectureは以下の3種類のL関数の族に対しては正しい．

• {((s+it)}tE良 (k= 1, 2) ""wJ(x), 
• {L(s,xD)}x/2<IDl<X (k = 1,2,3,4) ""w;ぶ(x),
• {L(s，△R XD)}x;2<IDl<X (k = 1, 2, 3, 4) __,_. wg,。(even)(x). 

1つ目の族は連続的にtを動かすので 1レベル密度の平均は和でなく積分で定義する必要が
あることに注意されたし．

Remark 4.3. L関数の族に対する RatiosConjecture（比予想）は強い予想である．例えば
Riemannゼータ関数に対する RatiosConjectureを仮定すると， Riemann予想を証明する
ことができる．実際， Conrey,Snaith [4, Theorem 5.1]により Riemannゼータ関数に対す
るRatiosConjectureから「O= (X)予想」が従う．そしてBettin,Gonek [3]により「O= (X) 
予想」から Riemann予想が従う．
また，分母と分子に Riemannゼータ関数が2個出てくる場合のRatiosConjectureを仮
定すると， Montgomeryのpaircorrelation conjectureを証明することができる．このこと
は[4,§4]で解説されている．そこではテスト関数に [4]の(3.1)という条件が課されている
ことに注意されたし．

Fazzariの研究では 2つの大きな予想を仮定している一方で，筆者の研究ではFazzariの予
想の unconditionalな例を提示しているのが利点の 1つである．
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Fazzariはランダム行列理論の世界で重み付き 1レベル密度を考察することで，重み付き密
度W合の明示式を一般の Kについて予想しており，小さいKに対してはランダム行列理論にお

ける計算で確認可能であると述べている例えばk=lのときは以下で与えられる：

Wも(x)= 1-
sin予x)
(1rx)2' 

W品(x)= 1 + sin(27rX) ＿ 2sin予x)
27rX (7rX)2' 

匹。（even)(x)= Wsp(x) = 1-
sin(21rx) 

21rx ・ 

筆者の研究で登場したWG,1/2とFazzariの予想に出てきたWfJは一致してほしいところだが，

どうだろうか？実は，対称2次L関数の場合のTheorem3.5でも今回のDirichletL関数の場
合の Theorem3.2でも，ちゃんと一致している：

Wsp,1;2(x) = 1 + 
sin(27rX) _ 2sin州x) 1 
27rX (7rX)2 

=Wsp(x), 

si記(1rx)
WcuE(x) = 1-~ = WD(x). 

(7fX)2 

Kowalski, Saha, Tsimermanの結果や Knightly,Renoの結果と比較すれば， WJo(even)(x)= 

Wsp(x)となっていることも整合性がとれている．
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Remark 4.5. 2023年1月のことだが，筆者はFazzariのホームページを発見した（彼が学
位を取ってアメリカに移ってから作ったようである）．そこでweightedone-level densityに
関するサーベイ [5]を発見した．［5]では筆者の研究 [19],[20]やBettin,Fazzariの研究 [2]
についても言及がなされている．

5. SKETCH OF THE PROOF 

Theorem 3.2の証明は2つの公式を使うことで達成される． 1つ目はWeilの明示公式である．

Proposition 5.1 (Explicit formula a la Weil). supp（箪）がコンパクトであるような¢ € 

譴）に対し，

D(x, </>)＝箪（0)-k互摩位）＋ x（p叫（K心°gg:)p;:『。Pgq+ o （こ）
ここでpは素数全体を走る．

したがってTheorem3.2を示すには，素数pとk= 1,2に対する

L IL(s, x)l2x(Pり（1/2~ s < 1) 
XE石

の公式があれば良いここで 2つ目の公式として， DirichletL関数に対する twistedsecond 
momentに関する Selbergの公式 [17,p.14, Theorem 1]を思い出す．
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Theorem 5.2 (Selberg (1946) [17]). s, s'E (C,び＝ Re(s),0"1 = Re(s'), 0 <びく 1,
0<がく 1とする． qを素数とし， m,n EN, gcd(m, n) = gcd(m, q) = gcd(n, q) = 1とす
る．このとき，

L L(s,x)L(s',x)x(m)x(n) = ~L(s+s',x1 ms'ns 
XE名

） 

+ (q -1)2q—~~r(l -s)r(l -s') cos(~ mへ~~r(l -s)r(l -s') cos(う(s-s')) ((2 -s -s') 

+o （呪~(mq"+nq"1 +mnql-uーり）．
ここで， mはmodqの自明指標である．また，ランダウの記号で無視している定数は絶対
定数である．

Proof.証明は [17]のpp.7-20に書かれている．概略を述べると，まず [O,1] x [O, 1]上の関数w
を

w(x, y) = min(x(l -y), y(l -x)), x, y E [O, 1] 

で定義し， ZxZを周期に持つように定義域を団 X戦に拡張する．この周期関数も w と書く
ことにするここで第1象限から 1辺の長さが1の正方形を取り除いた領域D:= (0,(X)） x 
(O,oo）ー（0,1)X (0,1)上の2重積分

j l w(x,y)x―Sy―81dxdy, O" = Re(s) E (0, 1), 0"1 = Re(s') E (0, 1) 
D 

を考察する． wは連続な 2変数周期関数であり，各変数ごとに区分的にび級である． 2重
Fourier級数展開を求めて積分と和の順序を交換することで

ss'j l w(x,y)x―s-ly―s'-1dxdy 
D 

(21r)s+s'-l 1 1 
=~r(l -s)r(l -s') cosに(s-sり） ((2-s -s') + 

T 2 (1 -s)（1 -S'） 1 -s -S' 

を得る．次に qを素数とするとき，(]"> 1かつが＞ 1の下で，

〗qL(Sx)L(s’加）x（m)x(n)＝（11：ミ凸ミ＼苔T)羞x(am)X;:n) 
となる． Schurの直交性を用いて計算すると正の整数u,vに対して

とど x(am)x(bn)＝q(q -1).. (um vn mn w （了’~)心 (q(1十二）（1十二））
1,(a,(u XE石
1,(b,(v 

となる3．これを用いて2重和に対する Abelの変形法を適用すれば，び＞ 0かつが＞ 0という
条件でも等式(5.1)が成立することが分かる．あとは (5.1)の右辺の4種類の和のうち 2,3, 4 
番目をw(x,y)の積分と誤差項の和で書き， 1番目の和をRiemannゼータ関数や仕；などを用

いて近似すると，（5.1)の右辺は

（qぃ叫こ:S'（1-S 1 -s! —~+ss'flw(x,y)x—s-ly—s'-1dxdy) 

＋ 
q-1 
ms'ns 
く(s+ s') + (Error term) 

3たいしたことではないが，［17,p.12]の(2.2)の右辺2行目の尻 ,(v2<nは謄 ,(v2,(nとすべきである．
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と表せる4．このようにして Selbergの公式は証明される． 口

Remark 5.3. Selbergの[17]ではmodulusqが素数の場合のみ証明が書いてある． qが素
数とは限らない一般の場合は，上述の Selbergの方法を Paley[16]を見ながら書き換えれば
証明は復元可能である． qが一般の自然数のときは [17,p.6]に公式が書いてあり，誤差項
は指数を ql-u十€， q1ーが十\ ql一びーが＋€のように€ ＞ 0で補正する必要がある． Selbergの論
文では言及されていないが，実は qが素数べきの場合は上の定理と同じ誤差項にできるの

で€を持ち出さなくてもよい． q ENの素因子の個数を w(q)とするとき，素数定理により
2w(q) ≪e qE となる．これにより q が素数べきでない場合は誤差項に€ ＞ Oが出てくるので
ある．

Remark 5.4. xの動く範囲をprimitiveな指標全体の集合に制限することも可能である，と
[17, p.7]に結果のみが書いてある．［17,p.7]の公式の右辺の第1項のhは，正しくはh'であ
る．筆者がチェックした限りだと non-principal指標に関する結果を応用すれば，自然数qが
「ordp(q)= 1 となる素数p が存在しない」を渦たす場合は Selberg の誤差項の q4/3-uーダ十€
を ql-uーが十€に改善できて，さらに q が素数べきのときは 4/3 を 1 にできるだけでなく€＞ O 
も不要となる．しかし筆者はordp(q)= 1となる素数pが存在する場合についてはチェック

していないなお，［17,p.7]のfootnoteに書いてある Selbergのコメントによると，おそら
く4/3-ぴーが戸は 1/3+ min(O, 1一びーが） ＋€に改善できるだろうとのことである． q
が素数のときの誤差項と同じ誤差項にまで改善できるだろうという期待もそこに書かれて

いる．

Selbergの公式でs= s'E股， m=n=lとすると， Paley(1932)の[16]による通常のsecond
momentの公式

LxE:Fq IL(s, x)l2 ~｛□1ogq (s= 1/2) 
qく(2s) (1/2 < s < 1) 

が復元されるので， Selbergの公式はPaleyの公式の一般化といえる．
さて話を戻そう． 1/2,;::;s < 1において， sが1/2であるかどうかによって， twistedsecond 
momentに関する公式の形が以下のように変わる．| Proposition 5.5. sナ1/2のとき， K＝ 1,2と， q以外の全ての素数pに対して，
江迂qlL(s, x)I 
6 L IL(s, x)l2x(Pり＝ P―ks+ Os(Pk(s-l)ql-2s) + Os(Pい）．

XE:Fq 

Proposition 5.6. s = 1/2のとき， k= 1,2と， q以外の全ての素数pに対して，

区xEFqIL(l/2, x) I 
2 L IL(l/2, x)l2x(Pり
xE:Fq 

=p―k/2 _ p―k/2~。ggPqK +0  [。-gk/q2(1 ＋詈））＋O(pkq―1/2)
このような現象が起きる理由は， Selbergの公式を s= s1 E艮の場合に書き下せば分かる．
実際s= s1 E戦とすると，

q-1 
~ IL(s,x)l2x(m)x(n) = SL(2s,x1) + 

(q _ 1)2q-2s (21r）加ー1

m三 1-s 7r 
r(l -s)2く(2-2s) 

m n 
XE:Fq 

+ o (（1 -1s)2(mが＋町＋mnql-2s))
4[17, p.17] の下から 2 行目の積分範囲に出てくる［倍］＋ 1 は誤植であり，正しくは［¾,l+ 1である．
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となり，左辺は sに関して整関数であるのに対し，右辺の主要項が見かけ上s= 1/2で極を持
つ．右辺の極はもちろん除去可能であり， s= 1/2のときの右辺の値を計算すると， m→やq―s
の微分の計算が生じて逗Eの項が出てくる次第である．'logq 
素数に関する和の評価には部分和法(partialsummation)を用いればよい．

Lemma 5.7 (Partial summation). a> 0とする． ¢ES（戦）がsupp（匂） C [-a,a]を満た
すとき， q→CX)において，

ごぷ（］二）；：oggPq = l00忍(x)心＋o（土），
ご炒（↑og:qk)p二。~ Xpkq-s = 0いこ2q-s)， (k=l,2), 
と忍 (logp)（logp)2 00 ^ 
p 
logq p(logq)2 = J ¢(x)mdx + 0 1 。 (logq)

が成り立つ．ここでpは素数全体を走る．

この証明の際には素数定理1r(x)= Li(x) + O(xe-cv'I函り，x→ooとStieltjes積分を使えば
よい (c> 0は絶対定数）．特に¢が偶関数のとき， 1つ目と 3つ目の公式の主要項はそれぞれ

｝ ［OOOO忍(x)dx= ~¢(0), ~ 1:忍(x)lxldx
となるので，これと Fourier解析を用いてTheorem3.2の主要項を導けばよい．仮にのが奇関
数ならば，関数等式により D(x―1,¢)= -D(x,¢)なので， 1/2~ s < lのとき

L IL(s,x)ドD(x,¢)=L IL(s,x―1附D(x―1,¢)= -L IL(s,x)l2D(x,¢) 
xEFq xEFq xEFq 

となり，ゆえにこの和は0になる．したがって¢が偶関数である場合を考えれば十分である5.

なお， Theorem3.2にsupp（ふ） c[-2s/3, 2s/3]という仮定があるが，これは部分和法によっ
3c,/2-s 

て生じるo(qlogq)をq→ ooで0になるようにするためである． s= 1/2のときにがやqs
の微分を計算することになり認E'logq が生じ，この項が零点の密度関数を変化させているのであ

る．以上が証明の概略である．

Remark 5.8. Selbergの公式の誤差項を改善することで， supp（忍）の条件を緩めることが
できる． Selbergの誤差項は現存する文献の中では最良ではあるが，彼自身も [17,p.7]で触
れているように，誤差項は改良の余地がある．

s = s'= 1/2に限定すれば， Selbergの公式の誤差項はBettin(2016)のtwistedsecond 
momentの公式 [1]のものが最良である．彼の結果を使うと s= 1/2の場合に限り，我々の

サポートの条件supp（怠） C [-1/3, 1/3]はsupp（砂） C [-1/2, 1/2]にまで緩めることができ
る．実際に計算する際にはBettinが課した条件により q?4pが必要であり，そのためすべ

ての素数pにわたる和を扱えなくなってしまうが，属のサポートの条件を考慮することでこ
の問題は解消される．

Remark 5.9. s = 1/2がSelbergの公式の主要項の見かけ上の特異点であり，打ち消し合

いにより s= 1/2における Laurent展開の主要部が消えて， s= 1/2のときの主要項に遥2logq 
の項が生じる．同様の現象は筆者が以前与えた Theorem3.5の証明で観察されたものと同
じである．そこではJacquet-Zagier型跡公式 [21]の主要項がs= 1/2において見かけ上特
異点であることから logpの項が生じていた．logq 

5[20, Proposition 3.2]の証明中のpartialsummationを使って2つの漸近公式を導出するところで，断りなく
¢を偶関数として扱っている．しかしここは，証明中で¢を偶関数としてよいことを断っておくべきである．
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6. APPENDIX : WEIGHTED ONE-LEVEL DENSITY IN RANDOM MATRIX THEORY 

§3でFazzariのWeightedone-level density conjectureを紹介した．この章ではW合の明示

式の予想及びランダム行列モデルにおける Weightedone-level density conjectureを紹介する．
まず， Weightedone-level density conjectureのランダム行列理論版を紹介する． GはKatz-
Sarnak予想の5種類のどれかとする． AEG(N)に対して特性多項式ZA(0)= det(I -Ae→0) 
はL関数と同様に (Oとー0に関する）関数等式を満たし， Hilbert-P6lya予想のような行列式
表示を持っている．特性多項式はランダム行列理論における L関数の対応物であると考えら
れており， L関数の世界でモーメントや零点の解析が困難なときには，ランダム行列理論の世
界で対応する問題を解くことで， L関数の世界の現象を予測することがある程度可能である．
Fazzari [6]はL関数の中心値のべき乗による重みつき 1レベル密度のランダム行列理論版も
扱った．ランダム行列理論の世界ではRatiosConjectureは定理として知られているので，以
下の定理の証明はFazzariがおこなったようなL関数の族の場合と同様にすればよい（なお [6]
には証明は書かれていない）．

Theorem 6.1 ([6, Theorems 2, 4 and 6]). ¢はConjecture4.1の意味で良い関数とする．

(1) [Unitary] k = l, 2のとき， N→ ooとすると，
N 
N 

JU(N) |ZA(O)|2kdA fU(N) 〗の（云゜A,j) 凶(O)l2kdA → JR¢(x)W合(x)dx
(2) [Symplectic] k = l, 2, 3, 4に対して， N→ ooとすると，

N 
N 

JUSp(2N）幻（WdAlsp(2N)tの（了゚ A,j)幻 (OldA→J良の(x)W品(x)dx
ここで， 0,,;;似，1,,;;・・・,,;;0A,N,,;; 7rはAの固有値の多重集合が{ei0 A,; I 1,,;; j,,;; 
N}U{e→0A,j 11,,;; j,,;; N}になるように定めている．
(3) [Orthogonal] k = l, 2, 3, 4に対して， N→ ooとすると，

fSO(2N)；A(OVdAl。(2N)立（：ぬ，］）幻(O)kdA→J ¢(x)W¢。(even)(x)dx
j=l 尺

ここで， 0,,;;似1,,;;・ ・ ・,,;; 0 A,N,,;; 7rはAの固有値の多重集合が{ei0 A,; I 1,,;; j,,;; 
N}U{e→0A,j I 1勺・ ,,;;N}になるように定めている．

ZA(0)の中心値がZA(O)であるので，例えば上の（1)はIZA(O)l2kD(A, qJ)の平均であり， L
関数の場合のweightedone-level densityに対応していることが見て取れる．

W合の公式はユニタリー型のとき，

W恨(x)= Wu(x) = 1, W如）＝ 1-
sin2 (1rx) 

(1rx)2' 

W名(x)= 1 -
2 + cos(21rx), 3sin(21rx), 3(cos(21rx) -1) 

＋ 
(7rX戸 (7rX)3 + 2(TX)4 

である．シンプレクティック型のときは，

鴨 (x)= W(Sp)(x) = 1-
sin(21rx) 

21rx 

W品(x)= 1 + 
sin(2TX) _ 2sin2(TX) 

21rx (7rX)2' 

W品(x)= 1 
sin(21rx) 24(1 -sin2 (1rx)), 48 sin(21rx) 96 si炉(1rx)——+ -
21rx (21rx戸 (21rx)3 (21rx)4' 
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W品(x)=1 + 
sin(27rX) _ l2sin2(TX) _ 24Osin(27rX) _ 15(6 -10sin2(7rX)） 

21rx (7rX戸 (21rが（立）4

2880sin(2TX) ＿ 90sin2(7rX) 
＋ 
(21rx戸 (1rx)6'

W品(x)=1 sin(21rx) 10(1 + cos(21rx)), 90 sin(21rx) 15(3 -31 cos(21rx)) - - ＋ -
2立（7rが (m沖 (1rX)4

_ l470sin(27rX) ＿ 315(1 + 9cos(27rX)） + 3150sin(27rX) _ 1575(1 -cos(27rX)） 
(m沖 (m沖 (1rxげ (1rX)8

である．直交型 (SO(even))のときは以下の通りである：

w~。(even)(x) = Wso(even)(x) = 1 + 
sin(21rx) 

21rx 

wJ。(even)(x)= Wsp(x) = W:品(x),
W芸。(even)(x)= W§p(x), W:芸。(even)(x)= Wgp(x), W:委。(even)(x)＝ W急p(x)．

一般の Kについても Wt(x)，Wぶ(x),wg,。(even)(x)の明示式がFazzariによって予想された．
Conjecture 6.2 ([6, Conjecture 1]）．任意の kENに対して，

wg,。(even/x)= wg;1(x). 
また任意のkE NU {O}に対して，

W合(x)= 
鴨 (x)+ wg,。(even/x)

2 

さらに任意の kENに対して，

Wん(x)= 1 -(2k + 1) sin(2江）
21rx 

＋芦；J［K2:2J1]12J 1 -1 }じ＿ー］）じ＿＋：）沿J1[1-C20:[m)] 

もしこの Fazzariの予想が正しいなら，

豆(x)＝妬＋Pぷ(lxl)77(x) 
が成立するここで，

n(x) ＝ {[／2 i 〗 □[ 
2k+ 1 

瑞(y)= -~ -k(k + 1)ど（ー1)←．l(k-1¥(k+j¥y初ー1
2 J=1 ] (J-1) （J-1) 2j -1 

とした係数に現れる汀←｝）（：昇）はOEISに掲載されていて，「凸(k+2)角形をいくつかの交
J J 

わらない対角線によってj個の閉領域に分割する方法の総数りである．［6]では上記の Wk(x) Sp 
の公式のほうを予想として書いている． Theorem6.1はKが高々 4のときにしか与えられてい
ないが， 5以上の Kに対しても Kを固定するごとにランダム行列理論版の RatiosConjecture 

を用いて W合(x)の明示式を与えることは可能であろう．

6いくつかの交わらない対角線と書いたが，本数は自動的に (j-1)本になる． OEISの該当するページは
https: / / oeis.org/ A033282である．



114

ACKNOWLEDGEMENTS 

講演および本記事の執筆の機会を与えてくださった世話人の山崎義徳氏（愛媛大学），安福悠
氏（日本大学）にはこの場を借りて感謝いたしますこの原稿を読んでコメントをくださった

Ade Irma Suriajaya氏（九州大学）にも感謝いたします．
今回は久しぶりに対面で参加できて，嬉しい限りです．数学は対面で議論することで生まれ
るアイディアがあるので，対面による研究討艤には言葉では説明できない魔法のような力があ
ると感じています．オンライン開催にももちろん利便性はありますが，対面で研究集会がどん
どん実施できるようになることを祈るばかりです．
また筆者はJSPS科研費20K14298（若手研究）の助成を受けております．

REFERENCES 

[1] S. Bettin, On the reciprocity law for the twisted second moment of Dirichlet £-functions, Trans. Am. 
Math. Soc. 368 (10), 6887-6914 (2016). 
[2] S. Bettin, A. Fazzari, A weighted one-level density of the non-trivial zeros of the Riemann zeta-function, 
preprint, arXiv:2208.08421 [math.NT]. 
[3] S. Bettin, S. M. Gonek, The 0 = oo conjecture implies the Riemann hypothesis, Mathematika, volume 
63 (2017), issue 01, pp. 29-33. 
[4] J. B. Conrey, N. C. Snaith, Applications of the £-functions mtios conjecture, Proc. Land. Math. Soc. 
(3) 94 (2007), no. 3, 594-646. 
[5] A. Fazzari, A survey on a weighted one-level density of families of £-functions, Rendiconti Sem. Mat. 
Univ. Pol. Torino, 80 2022 (2022), 29-40. 

[6] A. Fazzari, A weighted one-level density of families of £-functions, preprint, 
arXiv:2109.07244 [math.NT]. 
[7] M. Furusawa, K. Morimoto, Refined global Gross-Pmsad conjecture on special Bessel periods and 
Boche面 'sconjecture, J. Eur. Math. Soc. 23, Issue 4, (2021), 1295-1331. 
[8] C.P. Hughes, Z. Rudnick, Linear statistics of low-lying zeros of £-functions, Q. J. Math. 54 (2003), no. 
3, 309-333. 
[9] N. M. Katz, P. Sarnak, Random matrices,乃obeniuseigenvalues, and monodromy, American Mathe-
matical Society Colloquium Publications, vol. 45. American Mathematical Society, Providence (1999). 

[10] N. M. Katz, P. Sarnak, Zeroes of zeta functions and symmetry, Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 36 no. 1, 
(1999), 1-26. 

[11] H. H. Kim, S. Wakatsuki, T. Yamauchi, An equidistribution theorem for holomorphic Siegel modular 
forms for GSp4 and its applications, J. Inst. Math. Jussieu 19 (2020), 351-419. 
[12] H. H. Kim, S. Wakatsuki, T. Yamauchi, Equidistribution theo冗msfor holomorphic Siegel modular forms 
for GSp4; Hecke fields and n-level density, Math. Z. 295 (2020), 917-943. 
[13] A. Knightly, C. Reno, Weighted distribution of low-lying zeros of GL(2) £-functions, Canad. J. Math. 
71 (1), (2019), 153-182. 

[14] E. Kowalski, A. Saha, J. Tsimerman, Local spectml equidistribution for Siegel modular forms and appli-
cations, Compos. Math. 148 (2012), 335-384. 

[15]松江要，岡本健太郎， 『社会に最先端の数学が求められるワケ（1)新しい数学と産業の協奏』，日本評論社，
2022. 

[16] R. E. A. C. Paley, On the k-analogues of some theorems in the theo内 ofthe Riemann (-function, Proc. 
London Math. Soc. (2) 32 (1931), no. 4, 273-311. 

[17] A. Selberg, Contributions to the theo可 ofDirichlet's £-functions, Skr. Norske Vid.-Akad. Oslo I 1946 
(1946), no. 3, 62 pp. 

[18]杉山真吾，対称べき L関数の低い位置にある零点の重みつき密度について，数理解析研究所講究録2230「保
型形式、保型L関数とその周辺」， pp.1-15, 2022. 

[19] S. Sugiyama, Low-lying zeros of symmetric power £-functions weighted by symmetric square £-values, 
preprint, arXiv:2101.06705 [math.NT]. 

[20] S. Sugiyama, A. I. Suriajaya, Weighted one-level density of low-lying zeros of Dirichlet £-functions, Res. 
Number Theory, 8, Article number: 55 (2022). 

[21] S. Sugiyama, M. Tsuzuki, An explicit trace formula of Jacquet-Zagier type for Hilbe汎 modularforms, J. 
Fune. Anal. 275, Issue 11, (2018), 2978-3064. 

[22]杉山真吾，横山俊一， 『社会に最先端の数学が求められるワケ（2)データ分析と数学の可能性』，日本評論社，
2022. 


