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1概要

On a projection theorem on 

Delzant polytopes via toric geometry 

日本女子大学理学部

藤田玄

Hajime Fujita 

Faculty of Natural Science, 

Japan Women's University 

本稿は 2024年度RIMS共同研究「変換群論とその進展」における筆者の講演内容に基

づいたものである

昨年度の RIMS共同研究「変換群の幾何とトポロジ一」において，筆者は Delzant多面

休の内部に定まる双対平坦構造および付随するダイバージェンスに対する Pythagorasの

定理のトーリック幾何を用いた境界への拡張について講演した ([3,4]）．本稿では，その続

編としてダイバージェンスに対する射影定理の境界への拡張について議論する

双対平坦構造あるいは Hesse構造は， Riemann多様体のアファイン接続とその計量

に関する双対接続であってそれらの曲率も捩れも消えているものである情報幾何学や

数理統計における重要な対象である指数型分布族などは自然な双対平坦構造をもつこ

とが知られており，統計的推測や機械学習などの数理的側面に幾何学的な理解を提供し

てきた．双対平坦構造における計量は（局所的には）Hesse計量，つまり滑らかな圏数の

Hessianで記述される．逆に，アファイン空間の領域上の滑らかな狭義凸関数の Hessian

と自明平坦接続により双対平坦構造が定義でき，その凸閑数はポテンシャル関数と呼ばれ

る．双対平坦構造に付随して，（Bregman)ダイバージェンスという 2変数関数が定義され

る．ダイバージェンスは Riemann計量に付随する距離関数の 2乗の一般化であり，その

Pythagorasの定理は最尤推定の理論などで有用となるダイバージェンスに対する射影

定理は Pythagorasの定理と並ぶ基本的な性質であり，最尤推定の解を与える em/EMア

ルゴリズムの理論で璽要となる

謝辞．講演の機会を与えて下さった世話人の津山高専の田村俊輔さんに感謝申し上げ

ます．

本研究は科研費（課題番号18K03288)の助成を受けたものである。
2010 Mathematics Subject Classification: 53B12, 53D20, 53C55 
キーワード： duallyflat structure, Bregman divergence, Delzant polytope, toric Kahler manifold, pro— 
jection theorem 
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2 凸多面体上の双対平坦構造と Bregmanダイバージェンス

本節では， Euclid空間内の凸多面体上の双対平坦構造およびダイバージェンスについ

て説明するさらに Pythagorasの定理および射影定理の主張を述べる

町上の連立線形不等式

l叫・） ＝〈v(i),.〉＋灼） 2::0 (i = 1,..., N) 

により定義される凸多面体 Pを考えるただし， N はPのn-1次元面の数であり，

凶） E （即）＊は面の内向き法ベクトル，〈•，•〉は（罠n)• と囮しの自然なペアリング，灼） E股

とする また， Pの内点全体の集合 poは空でないとする． P゚ 上のなめらかな関数

砂： P゚ →戦を
N 

匹（~):=どl喰）logl叫~) (~ E po) 
i=l 

により定義し， Guilleminポテンシャル＊1という． cppはP゚ 上の滑らかな凸関数である

ことから次がわかる．

補題 2.1.cppのHessianHess(cpp)はpo上の Riemann計量を定める．その計量と罠nの

標準平坦接続の制限の組により P゚ 上の双対平坦構造が定まる．

Pの各定義方程式仰には正の定数倍による不定性があり，それにより cppにも 1次

関数による不定性が生じるが， Hessianではその不定性は消えることに注意するここ

で，双対平坦構造／多様体とは平坦Riemannn多様体のある種の一般化である次のもので

あった．

定義 2.2.組（X,h，▽，▽）が双対平坦多様体であるとは， Xは滑らかな多様体， hはその

Riemann計量，▽は接束TXの接続，▽*は計量hに関する双対接続で，▽と▽＊の曲率

および捩れが0となるもののことであるまた，（h，▽）あるいは（h，▽＊）を X上の双対平

坦構造という

以下，凸多面体の Guilleminポテンシャルから定まる双対平坦多様体のみ考えることに

するただし，▽*を標準平坦接続，▽を計量Hess(r.pp)に関するその双対接続とする．

定義 2.3.凸多面体Pとその Guilleminポテンシャル ((Jpに対して，その (Bregman)ダ

イバージェンス Dp:P゚ x P゚ →戦が

Dp（ふ():=〈く一(,(gradcpp)（＜'）〉-（cpp(() -cpp(~)) 

により定義されるただし〈•,·〉は町の Euclid 内積である． cpp の Legendre 変換加を

*1本来はPがDelzant多面体であるときにこう呼ばれるが，ここでは一般の Pに対してもこう呼ぶことにす
るまた，オリジナルの定義では｝倍がついているがここでは省略する．
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用いて

Dp((, ()='PP（く）十ゆp(()-〈C，ぐ〉

と定義することもできる

次の 2つは応用上も重要となるダイバージェンスに関する基本定理である

定理 2.4(Pythagorasの定理，［2]).定義 2.3の設定において，ふ(',("E poに対して， C

とC'をつなぐ▽測地線と＜＇と("をつなぐ▽こ測地線が存在してそれらがぐにおいて直

交するとき，

Dp((, (') = Dp((, () + Dp((, (') 

が成立する

定理 2.5（射影定理，［2]).定義 2.3の設定において， Sを P゚ の部分多様体とする． (Ep゚

を固定し，関数h:S→股を

f~(() := Dp((, () ((E S) 

により定義する ('ESとくをつなぐ▽測地線が存在するとき，その測地線がぐにおい

てSと直交することと('がKの臨界点を与えることとは同値である

注意 2.6.Pythagorasの定理と射影定理は一般の双対平坦多様体とそのダイバージェン

スに対して成立する．

3 凸多面体上の双対平坦構造とダイバージェンスの境界への拡張

凸多面体 Pとその Guilleminポテンシャル cppから決まる双対平坦構造はアプリオリ

には内部 poで定義されているしかし， cppはPの境界にも連続的に拡張できることが

その定義式からわかる． FをPのK次元面 (0::;k::; n)の一つとする．簡単のため Fは

n-k個の方程式
l(ll(() = ・ ・ ・ = z(n-k)(() = 0 ((E町）

で定義されており， Fの相対内部F° は

z(n-k+ll(() > 0,..., z(n)(() > 0 ((E町）

となる点であるとする関数 'PF:F゚ →股を

叫F(TJ)：＝と仰（ry)log『(ry) (TJ E F0) 
i=n-k+l 

により定義する．

補題 3.1.四： F° → RはF° 上の滑らかな凸関数である．特にその HessianHess（白F)

により F° 上に双対平坦構造が定義できる
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こうして定義された双対平坦構造に関して Dpと同様にして F° 上のダイバージェンス

DF: F0 X F0→尺

が定義できる． DpとDFの間には次の連続性が成り立つ．

命題 3.2.任意の 'TJ,TJ1 E F0に対して

lim lim 
poぅぐ→が po弐→n

Dp(~, () = DF('TJ, TJ') 

が成り立つ．

注意 3.3.(1) [3]および [4]においては， PがDelzant多面体のときのみ命題 3.2を述べ

たが，実際は一般の凸多面体で成立する

(2)順序を逆にして先に極限 lim Dp(＜ぷ）を考えると，これは一般には収束しない．特
po茨→n

に， Dpは2変数関数としては境界までは拡張できない．

この連続性により次のようにして境界点と内部の点の間のダイバージェンスが定義で

きる

定義 3.4.上の設定において， D令： F° x P゚ →股が

D~(7Jぷ）：＝ P°li毘nDp（鍔） （7] E F0,t E P0) 

により定義できる

この D分を用いて，境界点も含めた形でダイバージェンスの 2つの基本定理が拡張でき

ないか問うことは自然であろうこの問に対して， PがDelzant多面体であるときにトー

リック幾何の性質を用いた Pythagorasの定理の拡張が [3]および [4]での主結果であっ

たもう一つの基本定理である射影定理についての議論が本稿の中心内容である．次節で

は([4]と雨複する内容であるが）Delzant多面体と付随するトーリック Kahler多様体の

必要事項についてまとめておく．

4 Delzant多面体，トーリック Kahler多様体と Guillemin-Abreu理論

本稿ではトーリック多様体はトーリックシンプレクティック多様体をさす．つまり， 2n

次元シンプレクティック多様体 (M,w)*2がトーリック多様体であるとは，（M,w)にn次

元コンパクトトーラス Tの効果的な Hamiltonianトーラス作用があることである．正確

には (M,w)とT作用と運動量写像の組をトーリック多様体という．このとき，運動量写

像による M の像PはDelzant多面体となるつまり， Pは単純（各頂点には n本の辺が

ある），有理的（各頂点の辺の方向ベクトルは Q—ベクトルでとれる），非特異（各頂点に集ま

*2明示的には述べないが基本的にはM のコンパクト性を仮定する．
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る方向ベクトルは四 c囮門の基底でとれる），である．逆に，ある種のシンプレクティッ

ク商の手続きである Delzant構成により，与えられた Delzant多面体を連動量写像の像に

もつトーリック多様体が構成できる．こうしてトーリック多様体全体と Delzant多面体全

体の間に 1対 1対応＊3が得られる

シンプレクティック商による構成をみると， Delzant多面体 P に対するトーリック

多様体 M にはトーラス不変な Kahler構造が人ることがわかる． Guillemin,Abreuに

よるその Riemann計量の記述を［1]に基づいて述べる． Pをn次元の Delzant多面体，

μ:M→ PをDelzant構成により対応するシンプレクティック多様体とその運動量写像

とする． Pの内部 poの任意の点Cの逆像μ-1(（）はトーラス作用による自由軌道になり，

逆像 Mo:=µ―l(P゜）は自由軌道の和集合に一致する． P゜の凸性から Mo には主 T—束と

しての自明化が存在する． PのGuilleminポテンシャルcppを考える

定理 4.1([1][5]).主T-束の自明化 M 竺゚ P0X Tを適切にとると，この分解のもとで

Delzant構成により定義される M 上の Kahler構造の Riemann計量は

(Hes~('PP) Hess(~ ~(cpp) Hess(~Pt1) 

と表示できる

さらに， M 上の任意のトーラス不変 Kahler構造の Riemann計量について，シンプレ

クティックポテンシャルとよばれる関数cp:p゚ →股が存在し，そのHessianでRiemann

計量が記述および分類されることが［1]において示されている． PJ:::のシンプレクティッ

クポテンシャル¢により P゚ 上の双対平坦構造 (Hess(cp)，▽），さらに付随するダイバー

ジェンス DP,<p= D : po X P゚ →股も定まる．

5 境界点も含めた射影定理に向けて

Pをn次元 Delzant多面休，μ:M → Pをコンパクトトーラス Tによる Hamilton

作用をもつトーリック多様体とその運動呈写像とする． P゚ を Pの内部， 'P:p゚ →股を

シンプレクティックポテンシャルとすると， P゚ 上の双対平坦構造 (Hess(r.p），▽）とその

Bregmanダイバージェンス Dpが，また Guillemin-Abreu理論により， M には Kahler

計量が定まるのであった．次に， FをPのK次元面とすると，トーリック幾何の一般論よ

り次がわかる

•逆像 MF :=μ―l(F)はM の複素 K次元の Kahler部分多様体となる．

• Fの法ベクトルたちが生成する Tの部分トーラス T芦は MFを固定する部分トー

ラスに一致し，その商トーラス咋：＝T/T戸の作用はMFに2k次元のトーリック

多様体の構造を与える．

•3 正確には（弱）同変同型類と平行移動（あるいは整アファイン変換）による同値類を考える．
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•その運動量写像を µF: MF→乃とすると，乃と Fには誘導準同型写像

Lie(T)＊← Lie (T/T戸）＊が定める自然な同一視がある．

• pのシンプレクティックポテンシャルゃの Fへの制限は PFのシンプレクティッ

クポテンシャル匹~を与える．

• MFのKahler構造は Guillemin-Abreu理論により四から定まるものに一致する．

こうして，界上の双対平坦構造およびダイバージェンスが定まる．それは同一視

PF竺 Fのもとで，第 3節で構成したものに本質的に一致する以上の準備のもとで，境

界におけるある種の射影定理を述べる

定理 5.1.S を F° の部分多様体とし'~ E poを固定し関数fe:S→民を

fe('f/) := D~('f/, ~) = Jfm Dp(~', ~) ('f/ E S) 
C’→n 

により定義する． TJESに対して▽測地線rE:股→ poが存在して次をみたすと仮定

する．

1.花（0)= [; E P゚・
2. _lim訊t)= TJ ES. 
t→(X) 
3. rEのμ:Mo→ P゚ に関する水平持ち上げ汲に対して極限鯰：＝ limt茨(t)が

t→(X) 
か＝ lim汲(t)E島における M の接ベクトルとして存在する
t→(X) 

このとき， T/ESが人の臨界点であることと，任意の VET,,.,Sに対してその水平持ち上げ

vE互MFと脳が限交することは同値である．

定理 5.1の結論と仮定についていくつか注意を述べる．

通常の射影定理の結論には部分多様体と測地線の直交性が条件として現れるが， Rie-

mann計量 Hess(cp)はPまでは拡張できないため，部分多様体 Sが境界に含まれている

場合その直交性を述べることができない．そこで定理 5.1では MFがM に等長的に埋め

込まれていることを用いて FcPをMFC M に持ち上げるという定式化をとっている

仮定の条件3.は現状では証明に必要なためおいた技巧的なもので本質的ではないと思

われる．一方，次節で述べる例をみるとこの条件は常に満たされている可能性もあるさ

らに，（少なくとも Guilleminポテンシャル cppを用いた設定では）元00 と6の直交性も自

動的に満たされ，したがって特に測地線の終点が常に Kの臨界点になっているという可
能性もある例えば [6,7]では，ミラー対称性の SYZ構成との関係で Lie(T)のある種の

アファイン部分空間が定めるトーリック多様体あるいは Delzant多面体の部分多様体の

コンパクト化を考察しており，その計算を見ると少なくとも M=CPnの場合に上述のよ

うな直交関係が非常に一般的に成り立っていることが示唆される．なお，▽測地線は 1次

元アファイン部分空間に対応する．以上の点は今後検証および改善の余地がある．
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6 例：直角二等辺三角形と CP2

定理 5.1が成立している具体例を述べて本稿を終える．

2次元 Delzant多面体 Pとして＆＆平面において

6 ~ 0, 6 ~ 0, 1 ーもーも ~o

で定義される直角二等辺三角形を考えるこの Pは3点集合上の確率密度関数族（混

合型分布族）をパラメトライズする双対平坦多様休を定める． Pにはトーリック多様体

M=C戸が対応し， Guilleminポテンシャル

'PP(~) ＝ふ log6 + 6 log6 + (1ーも一6)log(l -6 -6) 

から定まる Kahler計量は Fubini-Study計量であるこのとき，

Hess(cpp) =(]心 T),
となり，ダイバージェンス Dp:P0 X P゜→股は~ = (6,6),e =（名，邸）に対して

ふ＆Dp(~,f) ＝ふ log*+6 log¥,+ (1-6 -6) log 
1 -＜1 -& 

g 名 1-g -名

となる． Pの面Fとしても＋＆ ＝ 1で定義されるものをとる． Fの逆像 MF=μ―l(F) 

はC戸の斉次座標 [z1:砂： Z3]において硲＝ 0で定義され， Fubini-Study計量を入れた

cpl と Kahler 多様体として同型である．~= (a, b) E P0に対してfe:F゚ →股は

'f/ • I, ¥ 1 1 -7/ 
fc(n) ＝ D}(n,~) = rylog ~ + (1-ry) log~ (rJ = (rJ, 1-ry) E F0) 

a b 

となり， dfe= 0を解くと臨界点が（叶b'a信） E F° となることがわかる．
次に，~ = (a, b) E P0から初速度 (vぃv2)E配で延びる（▽flat)＊ー測地線花を求めると

（ 年1 betv2 

詞＝ 1 -a -b＋aetvl十betv2’1-a -b + aetvl十betv2)

となることがわかるこの測地線は叫＝砂＞ 0のときのみ F° の点（詮か此5)に収束す
るこの収束先は且の臨界点に他ならない．この測地線を切断 s:p→ M, s（ふふ） ＝ 

［高：忍：Vl-8-＆lを用いて持ち上げると

汲(t)= [..fa喜： vbe苧：』ご□l=［占：⑪：』ご□e―町
となり，定理 5.1の仮定の条件 3.についてり＝ ［..fa:vb:O]，如00= 0となることがわ

かる．

以上により，この例において釘＝四＞ 0のときは定理 5.1の仮定がすべて満たされて

いることと結論が成り立っていることが確認できたなお， V1ヂV2のときは 'Yeは三角形

の他の辺や頂点に収束し同様の結論が成立する
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